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Einleitung^. 

Die  Theorie  des  algebraischen  Kummer' sehen  Zahlkörpers 
^it}  ^)  vom  Grade  1(1  —  1),  welcher  auf  Grund  des  Kreiskörpers 

K{Q  vom  Grade  l—l,  wobei  {  den  Wert  e  besitzt  und?  eine 
ungerade  rationale  Primzahl  bedeutet,  entsteht,  indem  zu  dem 
Kreiskörper  K  (f)  eine  irgendwie  in  bestimmter  Weise  ausgewählte 

i  te  Wurzel  ^  =  \/ft  aus  einer  ganzen  Zahl  ft  des  Kreiskörpers 
K (f )  adjungirt  wird,  ist  von  dem  Herrn  Professor  Dr.  D.  Hilbert 
in  seinem  Berichte:  „lieber  die  Theorie  der  algebraischen  Zahl- 
körper" *)  ausgeführt  worden.  Im  fünften  Teile  dieses  Werkes  *) 
wird  der  Kummer'sche  Zahlkörper  K(i,d')  relativ  in  Bezug  auf 
den  Kreiskörper  K  (g)  betrachtet,  wobei  die  Gesetze  der  Zerlegung 
der  Primideale  des  Kreiskörpers  K  (J)  in  dem  Kummer' sehen  Zahl- 
körper K(^fd')  aus  den  Eigenschaften  eines  gewissen  Symbols 
abgeleitet  werden. 

Es  ist  nun  das  Ziel  vorliegender  Arbeit  erstens  diese 
Theorie  für  den  Fall  /  =  3  durchzuführen,  insofern  es  auf  die 
Gesetze  der  Zerlegbarkeit  der  Primideale  des  quadratischen 
Kreiskörpers  Kit)  im  Zahlkörper    sechtsen  Grades  -K({;, -ö"),    wo- 

bei  t  =  e         =  ^ — "t  ^""     die  dritte  Einheitswurzel  ist  und  die 

in  K(ijd)  ganze  Zahl  -O*  =  y^fi  eine  bestimmt  ausgewählte  dritte 
Wurzel  aus  einer  ganzen  Zahl  ft  des  quadratischen  Kreiskörpers 
K{Q  bedeutet,  und  die  Aufstellung  der  Discriminanten  des  Zahl- 
körpers sechsten  Grades  JK'(g,  d)  und  seiner  Unterkörper  ankommt. 
Die  auf  diese  Weise  gebildeten  Zahlkörper  sechsten  Grades  jBr(g,  d') 
sind   zugleich,    falls    der   in  K(t)   ganzen    Zahl  fi  =  d^  gewisse 


1)  Dieses  Werk  wird  im  Folgenden  als  „Bericht*"  angeführt. 

2)  .Bericht''  p.  891. 


IV 

Eigenscliaften  znkommen,  die  einfachsten  Zahlkorper  niedrigsten 
Grades,  ans  deren  Zahlen  die  Wurzeln  der  reinen,  resp.  Galois' sehen 
AbeFschen  allgemeinen  cnbischen  Gleichungen  rational  zusammen- 
gesetzt werden  können.  Infolge  dessen  erscheint  die  Theorie  der 
Zahlkörper  sechsten  Grades  der  letzt  genannten  Art,  als  ein 
specieller  Fall  der  Theorie  der  Kummer' sehen  Zahlkörper,  deren 
alle  Sätze  und  Schlüsse  sich  ohne  Weiteres  übertragen  lassen. 

Zweitens  soll  die  Aufgabe  vorliegender  Arbeit  die  sein,  diese 
Theorie  auch  auf  diejenigen  Zahlkörper  zwölften  Grades  anzu- 
wenden, aus  deren  Zahlen  die  Wurzeln  der  nicht-Galois'schen  all- 
gemeinen cnbischen  Gleichungen  rational  gebildet  werden  können, 
wobei  einige  Modificationen  einzuführen  sind,  wie  nachher  naher 
gezeigt  werden  soll. 
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TeU  L 

Der  ZahlkSrper  sechsten  Grades  K{Z,&). 

§  1. 

Ueber  diejenigen  algebraischen  Zahlkörper  sechsten ,  resp. 
zwölften  Grades,  aus  deren  Zahlen  die  Wurzeln  der  reinen 
und  Galois  sehen  Aberschen  allgemeinen,  resp.  nicht-Galois'schen 
allgemeinen    cubischen    Gleichungen    mit    rationalen  Zahlen- 

coefficienten  zusammengesetzt  werden. 

Ehe  wir  uns  dem  eigentlichen  Gegenstande  vorliegender  Arbeit 
zuwenden,  wird  es  nützlich  sein,  gewisse  allgemeine  bekannte  Be- 
griffe zur  Sprache  zu  bringen,  welche  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Gleichungen  ihre  Entwickelung  gefunden  haben. 

Bekanntlich  wird  eine  algebraische  allgemeine  Gleichung  mit 
rationalen  Zahlencoefficienten  als  aufgelöst  anzusehen  sein,  wenn 
ein  algebraischer  Zahlkörper  möglichst  niedrigsten  Grades  und 
einfachster  Art  gefunden  ist,  in  welchem  das  Problem  der  Auf- 
lösung der  vorgegebenen  algebraischen  allgemeinen  Gleichung  auf 
das  Problem  der  Auflösxmg  der  algebraischen  reinen  Gleichungen 
mit  den  in  diesem  Zahlkörper  liegenden  Zablencoefficienten  zurück- 
geführt werden  kann. 

Wir  müssen  nun  daran  erinnern,  wie  dieser  Begriff  der  Auf- 
lösung bei  den  cubischen  Gleichungen  zur  Geltung  kommt,  indem 
wir  hier  den  Körper  der  rationalen  Zahlen  diesen  Betrachtungen 
zu  Grunde  legen  wollen. 

Wir  werden  uns  mit  der  Untersuchung  nur  derjenigen  cu- 
bischen Gleichungen  mit  rationalen  Zablencoefficienten  beschäftigen, 
welche  in  dem  Körper  der  rationalen  Zahlen  sich  als  irreducibele 
Gleichungen  erweisen,  mit  anderen  Worten,  keine  rationalen 
Wurzeln  besitzen  und  wirkliche  cubische  Irrationalitäten  de- 
finiren. 

1 


Die  Discriminante  einer  cubischen  Gleichung  mit  rationalen 
Zahlencoefficienten  ist  bekanntlich  stets  eine  ganze  rationale  Zahl. 
Der  Fall,  in  welchem  die  Discriminante  gleich  Null  sein  wird, 
ist  hier  von  vornherein  ausgeschlossen,  weil  die  irreducibelen  cu- 
bischen Gleichungen  mit  rationalen  Zahlencoefficienten,  welche  wir 
allein  untersuchen  wollen,  kleine  mehrfachen  Wurzeln  besitzen 
können. 

Bei  der  Auflösung  der  irreducibelen  cubischen  Gleichungen 
werden  folgende  zwei  quadratische  Hilfszahlkörper  benutzt^): 

1)  der  quadratische  Zahlkörper  K{i)  der  dritten  Einheits- 
wurzel   

fe  —  2         ' 

welchen  wir  auch  als  den  Zahlkörper  K{^—  3 )  bezeichnen  können, 
wobei  wir  unter  y— 3  die  positiv-imaginäre  Quadratwurzel  ver- 
stehen wollen,  und 

2)  der  quadratische  Zahlkörper  K{^lPj,  wobei  die  ganze  ra- 
tionale von  Null  verschiedene  Zahl  D  die  Discriminante  der  vor- 
gegebenen irreducibelen  cubischen  Gleichung  und  ^D  im  Falle 
D>o  die  positiv-reelle,  im  Falle  D <:o  die  positiv-imaginäre 
Quadratwurzel  bedeuten. 

Die  beiden  quadratis  chen  Zahlkörper  (wie  über- 
haupt alle  quadratischen  Zahlkörper)  sind  stets 
Galois'sche  und  zugleich  auch  AbeTsche  cyklische 
Zahlkörper  im  Bationalitätsbereiche  1. 

Eine  jede  irreducibele  cubische  Gleichung  kann  stets  auf  die 
reducirte  Form: 

x^  +  bx  —  c  =  0 

gebracht  werden,  worin  der  erste  Coefflcient  gleich  1  ist  und  die 
übrigen  zwei  Coefficienten  b,  c  sämtlich  rationale  Zahlen  sind. 

Wir  werden  im  Folgenden  nur  mit  dieser  Form  der  irredu- 
cibelen cubischen  Gleichungen  operiren. 

Die  drei  Wurzeln  der  vorgegebenen  irreducibelen  reducirten 
cubischen  Gleichung,  welche  wir  mit  den  Buchstaben  a^,  a„  a,  be- 
zeichnen wollen,  werden  in  der  üblichen  Weise  als  die  zu  ein- 
ander conjugirten  Zahlen  genannt. 

Bekanntlich  bestimmt  eine  jede  Wurzel  einer  irreducibelen 
Gleichung  mit  rationalen  Zahlencoefficienten,  zu  dem  Körper  der 
rationalen  Zahlen  adjungirt,   einen  algebraischen  Zahlkörper  von 


1)  ü.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra.    Bd.  I.  p.  622. 


demselben   G-rade   im  Rationalitätsbereiche   1,    von   welchem  die 
Gleichnng  selbst  ist. 

Bei  der  im  Bationalitätsbereiche  1  irreducibelen  redncirten 
cubischen  Gleichung  sprechen  wir  von  drei  conjugirten  alge- 
braischen Zahlkörpern  Ä"(a,),  Z"(a,),  ür(a,)  vom  dritten 
Grade  im  ßationalitätsbereichel,  welche  entstehen,  indem  wir 
zu  dem  zu  Grunde  gelegten  Körper  der  rationalen  Zahlen  die 
Wurzeln  a„  a„  a,  der  vorgegebenen  cubischen  Gleichung  der  Reihe 
nach  adjungiren,  wobei  eine  jede  der  drei  conjugirten  algebraischen 
Zahlen  a„  a,,  a,  als  die  den  entsprechenden  cubischen 
Zahlkörper  bestimmende  Zahl  zu  bezeichnen  ist. 

Die  Zahlen  eines  jeden  der  cubischen  Zahlkörper  K(a^\  K{u^j 
K(a^  sind  entweder  cubische  Irrationalitäten,  oder  gewöhnliche 
rationale  Zahlen,  weil  doch  der  Körper  der  rationalen  Zahlen  in 
einem  jeden  algebraischen  Zahlkörper  stets  als  ein  Teiler  enthalten 
ist.  Jede  Zahl  eines  jeden  der  drei  conjugirten  cubischen  Zahl- 
körper, welche  zugleich  keine  rationale  Zahl  ist,  genügt  einer  cu- 
bischen Gleichung  mit  rationalen  Zahlencoefficienten ;  jede  ganze 
algebraische  Zahl  desselben  Zahlkörpers  insbesondere  einer 
solchen,  in  welcher  der  erste  Coefficient  gleich  1  ist  und  die  übrigen 
Coefficienten  sämtlich  ganze  rationale  Zahlen  sind,  wie  aus  der 
Definition  der  ganzen  algebraischen  Zahlen  folgt.  Die  ganzen  al- 
gebraischen Zahlen  bezeichnet  man  auch  kurz  mit  dem  Namen  der 
ganzen  Zahlen.  Wir  können  stets  eine  den  cubischen  Zahl- 
körper bestimmende  Zahl  finden,  welche  solch  einer  irreducibelen 
reducirten  cubischen  Gleichung  genügt,  in  welcher  die  Coefficienten 
b,  c  ganze  rationale  Zahlen  sind,  d.  h.  welche  selbst  eine  ganze 
algebraische  Zahl  ist. 

Da  wir  aber  im  Folgenden  uns  mit  solchen  Eigenschaften  der 
cubischen  Zahlkörper  beschäftigen  wollen,  bei  denen  davon  ab- 
gesehen wird,  ob  die  den  cubischen  Zahlkörper  bestimmende  Zahl 
eine  ganze  oder  gebrochene  algebraische  Zahl  ist,  so  dürfen  wir 
hier  nur  solche  im  Rationalitätsbereiche  1  irreducibelen  cubischen 
G-leichungen  in  Betracht  ziehen,  welche  auf  die  reducirte  Form 
gebracht,  ganze  rationale  Zahlen  b,  c  als  Coefficienten  und  infolge 
dessen  ganze  Zahlen  a^,  a„  a^  als  Wurzeln  besitzen,  was  eben  keine 
wesentliche  Einschränkung  ist. 

Die  Discriminante  D  solch  einer  reducirten  cubischen  Gleichung, 
in  den  Coefficienten  derselben  ausgedrückt,  lautet  wohlbekannt 
folgendermassen : 

n  =  -(27c«  +  46») 
und  ist  in  der  That  eine  ganze  rationale  Zahl.     Indem  wir  alle 

1* 


quadratischen  Teiler  der  ganzen  rationalen  Zahl  D  in  einen  ein- 
zigen Factor,  den  wir  mit  dem  Buchstaben  q  bezeichnen  wollen, 
zusammenziehen,  können  wir  die  Discriminante  D  in  der  Form: 

B  =  mq^ 

schreiben,  worin  m  eine  positive  oder  negative  ganze  rationale 
zusammengesetzte  Zahl,  oder  auch  wohl  eine  positive  oder  nega- 
tive rationale  Primzahl  sein  kann. 

Es  ist  klar,  dass  die  Natur  des  quadratischen  Zahlkörpers 
K{\]D)  nur  von  den  Eigenschaften  der  ganzen  rationalen  Zahl  m 
abhängt,  weil  ja  doch  die  quadratischen  Zahlkörper  K[\Jl))  und 
K{\[m)^  wobei  V/nT  ebenfalls  für  m > 0  die  positiv-reelle,  fürtw<:0 
die  positiv-imaginäre  Quadratwurzel  bedeuten  soll,  vollkommen 
mit  einander  identisch  sind. 

Ist  insbesondere  die  vorgegebene  cubische  Gleichung  eine  reine 
cubische  Gleichung  von  der  Form: 

a:»-c  =  0, 

wird  also  h  gleich  0  sein,  so  reduciren  sich  die  Werte  der  ganzen 
rationalen  Zahlen  D  und  m  auf  die  Grössen: 

D  =  -27  (fjfn  =  -3. 

Daraus  sehen  wir,  dass  der  quadratische  Zahlkörper  K{^m) 
im  Falle  einer  reinen  cubischen  Gleichung  mit  dem_ersten  der 
oben  angegebenen  quadratischen  Hilfszahlkörper  J5l'(\/— 3  )  überein- 
stimmt, so  dass  wir  bei  der  Auflösung  der  reinen  cubischen 
Gleichungen  nur  mit  einem  einzigen  quadratischen  Hilfszahlkörper 
K{^—S)  operiren  müssen. 

Mit  demselben  einzigen  quadratischen  Zahlkörper  K{^S) 
werden  wir  auch  immer  bei  der  Auflösung  solcher  allgemeinen 
cubischen  Gleichungen  zu  thun  haben,  bei  denen  die  Discriminante 
D  das  Quadrat  einer  ganzen  rationalen  Zahl  q,  also: 

D  =  q\m  =  1 

sind.  Dann  wird  der  quadratische  Zahlkörper  K{^D),  oder  auch, 
..  was  dasselbe  ist,  der  quadratische  Zahlkörper  K{\Jm)  mit  dem 
unseren  Betrachtungen  zu  Grunde  gelegten  Körper  der  rationalen 
Zahlen  identisch  sein. 

Diese  Eigenschaft  kommt  den  Discriminanten  D  bei  einer  be- 
sonderen Ellasse  der  allgemeinen  cubischen  Gleichungen,  bei  den 
sogenannten  Galois'schen  allgemeinen  cubischen  Glei- 
chungen zu. 

Die    allgemeinen   cubischen   Gleichungen   dieser   Klasse   sind 


dadurch  charakterisirt ,  dass  eine  jede  ihrer  drei  überhaupt  vor- 
handenen Wurzeln  «,,  a„  a,  durch  eine  jede  beliebige  von  ihnen, 
z.  B.,  a^  rational,  allein  unter  Benutzung  der  rationalen  Zahlen- 
coefficienten,  z.  B.,  in  der  Form : 

ausgedrückt  werden  kann,  wobei  die  Buchstaben  8,  s^  im  Sinne 
von  Functionszeichen  gebraucht  sind. 

Wir  wollen  jetzt  kurz  angeben  den  Beweis  für  den  folgenden, 
bereits  erwähnten  Satz: 

Die  Discriminante  einer  Galois'schen  allgemei- 
nen cubischen  Gleichung  ist  stets  dasQuadrat  einer 
ganzen  rationalen  Zahl. 

Bei  diesem  Beweise  müssen  wir  uns  auf  die  G-rnndlagen  der 
Galois'schen  Theorie  berufen. 

Wir  haben  bereits  erwähnt,  dass  eine  jede  Wurzel  einer  irre- 
dacibelen  Gleichung  einen  algebraischen  Zahlkörper  deßnirt;  im 
Falle  der  irreducibelen  cubischen  Gleichung  haben  wir,  allgemein 
zu  reden,  drei  von  einander  verschiedene  conjugirte  Zahlkorper 
dritten  Grades  Ä(a,),  K(a^),  K{a^,  Ist  aber  die  vorgegebene 
cnbische  Gleichung  eine  Galois*sche,  so  werden  die  drei  conjugir- 
ten  cubischen  Zahlkörper  nicht  mehr  von  einander  verschieden 
aasfallen,  weil  ja  ein  jeder  von  ihnen  auch  die  anderen  zwei  Wur- 
zeln der  cubischen  Gleichung  enthält. 

Eine  Galois'sche  cubische  Gleichung  definirt  im  Bationalitäts- 
bereiche  1  einen  einzigen  mit  den  drei  conjugirten  cubischen  Zahl- 
korpern  X^(a,),  K{a^),  K{a^)  identischen  cubischen  Zahlkörper 
J^if^u  <^»»  «s)»  der  auch  bekanntlich  als  ein  Galois' scher  cubi- 
scher  Zahlkörper  genannt  wird. 

Alle  Zahlen  des  Gulois'schen  cubischen  Zahlkörpers  K(a^,  a„  o,) 
lassen  sich  rational  mit  Hilfe  der  rationalen  Zahlencoefficienten 
durch  eine  jede  von  den  drei  ganzen  Zahlen  o;,,  a„  a,  darstellen, 
und  im  Falle  des  Galois'schen  cubischen  Zahlkörpers  K{a^j  «„  a,) 
können  wir  von  den  Substitutionen  des  Galois'schen  cubischen 
Zahlkörpers  £(«1,  a„  a,)  sprechen. 

Haben  wir  alle  Zahlen  des  Galois'schen  cubischen  Zahlkörpers 
£(«1,  a„  a,)  als  rationale  Functionen,  z.  B. ,  von  der  ganzen  Zahl 
(tj,  die  ganzen  Zahlen  a„  a,  also  insbesondere  durch  die  rationa- 
len Functionen  s  (a^) ,  s,  («,)  dargestellt  und  ersetzen  wir  hinterher 
in  den  Zahlen,  resp.  Idealen  des  Galois'schen  cubischen  Zahlkör- 
pers i^(«i,  «„  «a)  ^®  Wurzel  «j  der  Reihe  nach  durch  die  Wur- 
zeln a„  «3,  wobei 


sind,  so  sagen  wir,  dass  wir  die  Substitntionen  des  Galois'- 
schen  cubischen  Zahlkörpers  K(a^,  a^,  a^  ausgeführt  haben. 
Im  Ganzen  bekommen  wir  hier  drei  Substitutionen  des  Ga- 
lois'schen  cubischen  Zahlkörpers  K{a^,  «j,  a,),  je  nachdem  wir  a^ 
ungeändert  lassen,  oder,  wie  man  sagt,  die  identische  Substitution 
ausführen,  oder  a^  der  Reihe  nach  durch  a„  «3  in  den  Zahlen, 
resp.  Idealen  des  Galois'schen  cubischen  Zahlkörpers  R  («„  a„  «,) 
ersetzen.  Diese  drei  Operationen  können  wir  in  der  üblichen 
"Weise  durch  Vorsetzung  der  Substitutionszeichen  Ij  $,  s^  an- 
deuten : 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  die  drei  Operationen  1,  8,  5,  eine 
Gruppe  bilden,  d.  h.,  dass  eine  beliebige  aus  diesen  drei  Substitu- 
tionen zusammengesetzte  Substitution  wieder  zu  demselben  System 
1,  s,  Sj  angehört. 

Bei  der  Ausführung  einer  zusammengesetzten  Substitution  in 
den  Zahlen,  resp.  Idealen  des  Galois'schen  cubischen  Zahlkörpers 
K{a^j  a,,  «,)  müssen  wir  so  verfahren,  dass  wir  nach  der  Ausfüh- 
rung einer  jeden  Einzelsubstitution  die  betreffenden  resultirenden 
Zahlen  jedesmal  wieder  durch  a^  ausdrücken  und  auf  diese  neuen 
Ausdrücke  die  nächst  folgende  Einzelsubstitution  anwenden. 

Eine  beliebige  durch  Wiederholung  der  Operation  s,  resp.  s^ 
gebildete  Operation  bezeichnen  wir  als  Potenz  der  Operation  5, 
resp.  s^]  eine  beliebige  durch  Anwendung  beider  Operationen  s 
und  Sj  gebildete  Operation  bezeichnen  wir  als  Product  beider  an- 
gegebenen Operationen. 

Vor  allen  Dingen  müssen  wir  constatiren,  wie  sich  bei  der 
Anwendung  der  Operationen  1,  s,  8^  die  Wurzeln  «j,  «„  a,  selbst 
substituiren,  indem  wir  den  folgenden  Satz  benutzen  wollen: 

Bei  der  Ausführung  der  Substitutionen  des  Ga- 
lois'schen  cubischen  Zahlkörpers  -K^(aj,  «„«,)  geht  eine 
jede  der  Wurzeln  a^,  a„  a^  in  eine  bestimmte  andere 
über  und  niemals  zwei  verschiedene  in  dieselbe^). 

Die  identische  Substitution  1  lässt  die  Wurzeln  der  Galois'- 
schen  cubischen  Gleichung  ungeändert.  Die  Operationen  5,  s^  auf 
die  Wurzeln  «j,  a„  «g  angewandt,  liefern  uns  die  Formeln: 

s  (a J  =  a„     s  («,)  =  a„     s  (aj  =  a„ 
1}  e.  Weber,   Lebrboch  der  Algebra.    Bd.  I  p.  468. 


Aasserdem  erkennen  wir,  dass  die  Operation  '$  zweimal  ans- 
geführt  (d.  h.  die  Operation  s*)  die  oben  angefahrte  Operation  8^ , 
und  die  Operation  s  dreimal  ausgeführt  (d.  h.  die  Operation  «•) 
die  identische  Substitution  1  uns  wieder  liefern,  wir  können  also 
das  System  der  Substitutionen  1,  8,  s^  auch  als  das  System  1,  «, 
s*  bezeichnen;  es  muss  dann  noch  die  Relation 

^  =  1 

hinzukommen.  Eine  beliebige  aus  s  und  ^^  zusammengesetzte  Sub- 
stitution können  wir  durch  eine  Potenz  von  8  ebenfalls  darstellen, 
und,  indem  wir  diese  Potenz  mittels  der  eben  erwähnten  Rela- 
tion reduciren,  bekommen  wir  daraus  entweder  1,  oder  s,  oder  5*. 

Die  drei  Substitutionen  1,  s,  s^  bilden  in  der 
That  eineOruppe,    was  wir  behauptet  haben. 

Bekanntlich  wird  die  Anzahl  der  Substitutionen  in  der  Gruppe 
als  Grad  der  Gruppe  bezeichnet. 

Es  gilt  der  folgende  evidente  SatzT 

Der  Grad  der  Gruppe  der  Substitutionen  des 
Galois' sehen  Zahlkörpers  ist  stets  gleich  dem 
Grade  des  Galois' sehen  Zahlkörpers. 

Der  Galois'sche  cubische  Zahlkörper  JK'(a„  a„  «,) 
besitzt  in  der  That  die  Gruppe  der  Substitutio- 
nen dritten  Grades  1,  s,  s*  mit  der  Relation 

s»  =  1. 

Bei  der  Ausführung  der  Substitutionen  des  Galois'schen  cu- 
bischen  Zahlkörpers  K(a^,  a„  a,)  in  den  Zahlen,  resp.  Idealen  des 
Galois'schen  cubischen  Zahlkörpers  K{a^,  a,,  a,)  gehen  die  erwähn- 
ten Zahlen,  resp.  Ideale  in  die  zu  denselben  conjugirten 
Zahlen,   resp.  Ideale  über. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  wird  der  Beweis  dafür, 
dass  die  Discriminante  D  einer  Galois'schen  allgemeinen  cubischen 
Gleichung  das  Quadrat  einer  ganzen  rationalen  Zahl  ist,  sofort 
erbracht. 

Wir  haben  nur  zu  zeigen,  dass  ±  \JD  eine  ganze  rationale 
Zahl  ist. 

Es  ist  nämlich  durch  die  Wurzeldifferenzen  in  bekannter 
Weise  dargestellt 

±\JD  =  («,-«,)  K-a»)  («,-«,), 

also  kann  auch  ±  ^  rational  durch  a,  ausgedrückt  werden;  diese 
Zahl  liegt  in  dem  Galois'schen  cubischen  Zahlkörper  £(a„  cc^y  a^) 
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and  ist  in  demselben  eine  ganze  Zahl.      Wir  wenden  darauf  der 

Reihe  nach  die  Operationen  1,  5,  s*  an  und  bemerken,  dass  ±  ^D 
dem  Vorzeichen  und  dem  absoluten  Betrage  nach  dabei  vollkom- 
men ungeändert  bleibt.  Nun  beachten  wir,  dass  die  Zahlen  eines 
jeden  cubischen  Zahlkörpers  entweder  cubische  Irrationalitäten, 
oder  gewöhnliche  rationale  Zahlen  sind.  Eine  jede  Zahl  des  G-a- 
lois'schen  cubischen  Zahlkörpers  K(ai,  a,,,  «j)  der  ersten  Art  wird 
sich  bei  der  Ausführung  der  Substitutionen  des  Galois'schen  cu- 
bischen Zahlkörpers  K(a^y  a„  a,)  ändern,  und  zwar  in  die  zu  ihr 
conjugirten  Zahlen  übergehen;    ungeändert   bleiben   dabei  nur  die 

gewöhnlichen  rationalen  Zahlen.  Daraus  schliessen  wir,  dass  ±  ^D 
eine  rationale  Zahl,  d.  h. 

±  V/5  =  ff, 

also 

2)  =  ff" 

sind,  w.  z.  b.  w.    Die  Zahl  q  wird  zugleich  eine  ganze  rationale 

Zahl  sein,  weil  ja  die  rationale  Zahl  ±  ^D  eine  in  dem  Galois'- 
schen  cubischen  Zahlkörper  K(a^,  a„  a^)  ganze  Zahl  ist. 

Die  Ausdrücke  für  die  zu  a^  conjugirten  ganzen  Zahlen  cc^ 
und  «3,  d.  h.  für  die  rationalen  Functionen  s  (a^)  und  s^  (a J  können 
wir  sofort  unter  Benutzung  der  Bedingung 

D  =  ff* 

hinschreiben,  indem  wir  zuvörderst  diejenigen  Formeln  hier  an- 
führen wollen,  durch  welche  jedes  beliebige  Paar  von  Wurzeln 
^v  ^17  ^8  rational  durch  die  dritte  übrig  gebliebene  Wurzel  mit 
Hilfe  der  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  D  ausgedrückt 
werden  kann^). 

Bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der  allgemeinen  cubischen 
Gleichung 

a^  +  bx—c  =  0 

mit  f{x) ,  die  erste  Ableitung  dieser  Function  mit  f'(x) ,  d.  h. 
setzen  wir 

nx)  =  3a;»  +  6, 

und  nehmen  wir,  z.  B.,  die  positive  Quadratwurzel  aus  der  durch 
die  Wurzeln  a^,  a„  a,  ausgedrückten  Discriminante  D  der  allge- 
meinen cubischen  Grieichung,   so   erhalten  wir  folgende  Formeln, 


1)  H.  W  e  b  e  r ,  Lehrbuch  der  Algebra.    Bd.  I  p.  528. 
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ans  denen  wir  die  gesuchten  Ansdrttcke  ableiten  können,  indem 
wir  noch  den  Umstand  berücksichtigen,  dass  die  allgemeine  ca- 
bische  Grleichong  in  der  redncirten  Form  angenommen  ist,  d.  h. 
dass  der  Coefficient  vor  x^  in  der  Gleichung,  oder,  mit  anderen 
Worten,  die  Summe  der  Wurzeln  «j,  «„  a,  gleich  Null  ausfallt : 

f{p)_  =  (^-ai)(^-«.)(^-a.), 
+  \]D  =  («!-«,)(« -a,)(a,-flO, 
f(a,)=«  (ax-a,)(«-Ä,), 
/■'(«!)=  («s-«i)  («!-«•)» 

«1  +  «1  +  «8   =   0. 

Ans  den  angeschriebenen  Gleichungen  erhalten  wir  femer  fol- 
gende Belationen: 

«,  +  «,  =  -«„         «,  +  «,  =  -  «„         «•  +  «l  =  -«!) 
_  +\]B  _      _  +\fB  _  +\ß 

Hieraus  sind  die  Wurzeln  leicht  zu  bestimmen  und  wir  bekom- 
men die  in  Rede  stehenden  Ausdrücke : 

(A)  {  «.  =  *[-«.+r(ä]'  «'  =  *[-'^'-f(S 

Haben  wir  nun  mit   solch  einer  allgemeinen   cubischen  Glei- 
chung zu  thun,  bei  welcher  die  Discriminante 

D  =  3* 

ist,  so  sehen  wir  sofort  ein,  dass  ein  beliebiges  Paar  ihrer  Wur- 
zeln rational  durch  die  dritte  Wurzel  unter  Benutzung  nur  ratio- 
naler Zahlencoefficienten  ausgedrückt  werden  kann,  d.  h.  dass  die 
allgemeine  cubische  Gleichung  in  diesem  Falle  sicher  eine  GtJois'- 
sche  ist.  Mithin  lauten  die  Ausdrücke,,  z.  B.,  für  die  rationalen 
Funktionen  «(aj,  8^{a^)  folgendermassen : 
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und  es  ist  in  der  That 

wobei  die  Function  «'(«j)  nicht  als  Quadrat  der  Function  «(«,), 
sondern  in  dem  oben  erklärten  Sinne  zu  verstehen  ist. 

Es  ist  klar,  dass  eine  reine  cubische  Grleichung 
niemals  eine  G-alois'sche  Grleichung  sein  kann, 
weil   ihre   D  iscr  iminante 

D  =  -27  c" 

stets  von  dem  Quadrate  einer  ganzen  rationalen 
Zahl  verschieden  ausfällt. 

Indem  wir  die  Formeln  (Ä)  uns  näher  betrachten,  bemerken 
wir,  dass  bei  der  Galois'schen  allgemeinen  cubischen  Gleichung 
folgende  Delation: 

d.  h.  die  Relation : 

stets  erfüllt  ist.  Diese  Relation  zwischen  den  Functionen  5,  s, 
von  den  Argumenten  5,  (a,)  und  «(«,)  ist  aber  das  charakteristi- 
sche Merkmal  dafür,  dass  die  vorgegebene  Galois'sche  allgemeine 
cubische  Gleichung  eine  AbeTsche  Gleichung  sein  vrilrd. 
Mithin  haben  wir  den  folgenden  bekannten  Satz : 

Eine  irreducibele  Galois'sche  allgemeine  cu- 
bische Gleichung  ist  zugleich  auch  stets  eine  AbeT- 
sche  Gleichung. 

Ist  die  allgemeine  cubische  Gleichung  keine  Galois'sche,  so 
definirt  sie  drei  von  einander  verschiedene  conjugirte  Zahlkorper, 
ist  sie  aber  eine  Galois'sche  Gleichung,  so  definirt  sie  einen  ein- 
zigen cubischen  Zahlkörper,  der  auch  zugleich  ein  Galois' scher 
AbeTscher  cubischer  Zahlkörper  genannt  wird. 

Dieser  Zahlkörper  besitzt,  wie  gesagt,  die  Gruppe  der  Sub- 
stitutionen 1,  Sj  5*.  Solche  Substitutionsgruppen,  deren  Substitu- 
tionen durch  die  Potenzen  einer  einzigen  Substitution  dargestellt 
werden  können,   heissen  cyklische  Gruppen. 

Der  Galois'sche  Abel'sche  cubische  Zahl- 
körper ist  stets  zugleich  auch  ein  cyklischer  Zahl- 
körper mit  der  Substitutionsgruppe  1,  5,s'. 

Bei  diesem  Beweise  haben  wir  die  eine  Wurzel  a^  von 
den    übrigen    zwei    ausgezeichnet    bloss    um    die   Gedanken   zu 
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fixiren.  Alle  drei  Wnrzeln  cc^jU^^a^  der  allgemeinen  cabischen 
Gleichong  sind  an  sich  vollkommen  gleichberechtigt. 

Wir  schreiten  nnnmehr  dazu  diejenigen  Zahlkörper  aufzastellen, 
aas  deren  Zahlen  die  Wnrzeln  der  reinen  und  G-alois*8chen 
Abel'schen  allgemeinen,  resp.  nicht-Galois'schen  allgemeinen  ca- 
bischen Grleichnngen  mit  rationalen  Zahlencoefficienten  rational  za- 
sammengesetzt  werden. 

Den  Anfschlass  hierüber  entnehmen  wir  ans  der  Cardani'schen 
Formel  für  dieWarzeln  der  cabischen  Gleichung,  welche  wir  hier 
für  den  Fall  der  reinen  and  der  allgemeinen  cabischen  Gleichang 
getrennt  anfahren  wollen. 

Die  Wnrzeln  der  reinen  cabischen  Gleichang 

a^-c  =  0 
mit  der  Discriminante 

D  =  27  c' 
sind  bekanntlich: 

wobei  wir  mit  a^  eiae  bestimmt  aasgewählte,  z.  B.,  die  reelle  dritte 
Wurzel  aas  der  ganzen  rationalen  Zahl  c  bezeichnet  haben. 
Die  Wnrzeln  der  allgemeinen  cabischen  Gleichang 

a^  +  bx—c  =  0 

mit  der  Discriminante 

D  =  -(27c»  +  46») 

lauten  folgendermassen : 

jJ/i(27c  +  3V=¥^)+y^i(27c-3V/=^0) 


«.  = 


t  (/H27c+3V/-3D)+C"y^i(27c-3V^32)) 
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V 

a.  = 


_  r\/i(27c+3V=I5)  +  6^J(27c-3\/=3B) 


In  diesen  letzten  drei  Formeln  liegt  eine  gewisse  Zweideutigkeit 
vor.  Nämlich,  jede  Cubikwurzel  hat  drei  verschiedene  Werte, 
die  man  aus  dem  einen  von  ihnen  durch  Multiplication  mit  1,  t,  S*  er- 
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halt.    Infolge  dessen  hat  die  Stumne  zweier  Cnbikwarzeln 

.    y/i(27c+3v/=35),  {/h27c-3V:::3S) 

im  Ganzen  neun  verschiedene  Werte.  Es  sind  aber  nur  drei  von 
ihnen  Lösungen  der  allgemeinen  cubischen  Gleichung,  wie  aus  der 
Relation: 

folgt.  Indem  wir,  um  diese  Zweideutigkeit  zu  beseitigen,  die  eine 
Cubikwurzel  durch  die  andere  aus  dieser  Relation  ausdrücken, 
können  wir  die  Wurzeln  a^,  a„  a,  in  der  Form : 

...     36 

^^-^ 
«.  = 3 — , 

4 

„  _1 V» 

«.  —        3 

schreiben,  worin  wir  mit  d'  eine  bestimmt  ausgewählte  dritte 
Wurzel  aus  der  Zahl 

J(27c+3V^^3^)  =  \{27c+Sq\f-äm) 

bezeichnet  haben. 

Wir  bemerken  noch  ausdrücklich,  dass  wir  im  Falle  einer 
Galois'schen  Abel'schen  allgemeinen  cubischen  Grleichung  mit  der 
Discriminante 

D  =  2» 
folgende  Ausdrücke: 

^-¥ 
«.  =  — ^-  » 

«.  =  — 3—' 

«,  = 3 

fiir  die  Wurzeln  gewinnen,  wobei  wir  eine  in  bestimmter  Weise 
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herausgegriffene  dritte  Wurzel  aus  der  Zahl 

|(27c+3vP3^)  =  i(27c  +  3aV=^) 

in  den  angeführten  Formeln  hier  mit  ^'  bezeichnen. 

Es  ist  jetzt  nun  klar,  wie  wir  zu  verfahren  haben. 

Im  Falle  einer  reinen  cubischen  Gleichung  müssen  wir  nur 
den  quadratischen  Zahlkörper  K{Q  zu  Grunde  legen  und  zu  dem- 
selben irgend  eine  von  den  drei  Wurzeln  der  reinen  cubischen 
Gleichung 

rc'-c  =  0, 

z.  B.,  a,  adjungiren.  Auf  diese  Weise  entsteht  der  Zahlkörper 
K^ijd)  vom  sechsten  Grade  im  Rationalitätsbereiche  1,  weil  er 
quadratische  und  cubische  Irrationalitäten  enthält,  die  sich  nicht 
durch  einander  rational  ausdrücken  lassen,  weil  die  Zahl  (  gar 
nicht  in  dem  cubischen  Zahlkörper  K{a^)y  entsprechend  die  ganze 
Zahl  a^  nicht  in  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(Q  liegen. 

Der  quadratische  Zahlkörper  K{i)  ist  definirt  durch  die 
Wurzel 

-i  +  yzä 

6  —  2 

I 

der  im  Bationalitätsbereiche  1  irreducibelen  allgemeinen  quadra- 
tischen Gleichung 

(1)  x'  +  x  +  l  =  0 

mit  ganzen  rationalen  Zahlencoefficienten  1,  1,  1;  die  Zahl  ^  ist 
also  eine  in  K{i)  ganze  Zahl.    Die  andere  Wurzel 

2  ~  t         ^ 

dieser  Gleichung  ist  rational  durch  g  ausdrückbar ;  also  liegt  sie  auch 
in  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{i)  und  ist  darin  eine  ganze 
Zahl.  Die  beiden  conjugirten  quadratischen  Zahlkörper  K{t)  und 
K(t^)  sind  mit  einander  identisch.  Die  Bedingung  dafür,  dass  die 
allgemeine  quadratische  Gleichung  (1)  eine  Abersche  wird,  ist  von 
selbst  erfüllt. 

Der  quadratische  Zahlkörper  K{Qist  ein  Galois'- 
scher  Abel'scher  Zahlkörper  im  Bationalitätsbe- 
reiche 1. 

Da  aber  der  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{t,a^  auch  die 
ganzen  Zahlen  ^  f^  enthält,  so   enthält  er  auch  die  übrigen  zwei 
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Wurzeln 

der  reinen  cnbischen  Gleichung 

a^^c  =  0. 

Aus  der  Entstehungsart  des  ZaMkörpers  sechsten  Grades 
K(i,a^)  erkennen  wir,  dass  er  aus  dem  quadratischen  Zahlkörper 
K(Q  und  dem  cubischen  Zahlkörper  ^^(«1)  gebildet  ist.  Um  die 
zu  ihm  conjugirten  Zahlkörper  sechsten  Grades  zu  bekommen, 
müssen  wir  die  beiden  conjugirten  quadratischen  Zahlkörper  K(Q 
und  iC(g')  der  Reihe  nach  mit  einem  jeden  einzelnen  von  den  drei 
conjugirten  cubischen  Zahlkörpern  iC(aj),  £(a,),  £^(a,)  zusammen- 
setzen.   Die  in  Rede  stehenden  Zahlkörper  sechsten  Grades  sind: 

Kit,  «.),  Kii\  «.),  Kit,  «.),  KiV,  aj,  Kit,  «J,  KiV,  «J. 

Indem  wir  die  aufgestellte  Reihe  von  sechs  conjugirten  Zahl- 
körpem  sechsten  Grades  betrachten,  bemerken  wir,  dass  sie  alle 
mit  einander  identisch  sind. 

Der  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{t,a^  ist  stets 
ein  im  Rationalitätsbereiche  1  Galois'scher  Zahl- 
körper. 

Der  Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  £^(g,  aj  kann 
aber  nie  zugleich  ein  AbeF scher  Zahlkörper  sein;  sonst  hätten  wir 
den  Galois'schen  Aberschen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{tj^i) 
aus  zwei  Galois^schen  Aberschen  Zahlkörpern  bilden  können,  und 
da  der  quadratische  Zahlkörper  K{i)  schon  ein  solcher  ist,  so 
müsste  auch  der  cubische  Zahlkörper  K{a^  ein  Galois'scher  Aber- 
scher  Zahlkörper  sein,  was  aber  bei  den  durch  die  Wurzeln  der 
reinen  cubischen  Gleichung  definirten  cubischen  Zahlkörpern  nie 
eintritt,  weil  ja  die  Discriminante  der  reinen  cubischen  Gleichung, 
d.  h.  die  ganze  rationale  Zahl 

D  =  -27c« 

nicht  das  Quadrat  einer  ganzen  rationalen  Zahl  ist. 

Der  Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades 
K{tja^  enthält,  wie  gesagt,  alle  drei  Wurzeln  a^,a^,a^ 
der  vorgegebenen  reinen  cubischen  Gleichung.  Er 
ist  zugleich  auch  derjenige  einfachste  Zahlkörper 
niedrigsten  Grades,  aus  dessen  Zahlen  die  drei 
Wurzeln  a.,  a„  «3  der  reinen  cubischen  Gleichung  ra- 
tional zusammengesetzt  sind,  weil  ja  die  drei  ganzen 
Zahlen  S;C^«|  alle  in  diesem  Zahlkörper  liegen. 
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In  ähnlicher  Weise  wollen  wir  non  den  Fall  der  nicht-6a* 
lois'schen  allgemeinen  cnbischen  Gleichang  behandeln. 

Während  wir  im  vorhergehenden  Falle  den  quadratischen 
Zahlkörper  JSr(6),  d.  h.  den  quadratischen  Zahlkörper  JK^(v/^),  d.  h. 
den  quadratischen  Zahlkörper  K[\ID\  worin 

B  =  -27c" 

die  Discriminante  der  reinen  cubischen  Gleichung  bedeutete,  zu 
Grunde  gelegt  haben,  werden  wir  im  vorliegenden  Falle  ent- 
sprechend den  quadratischen  Zahlkörper  K{\jD),  d.  h.  den  qua- 
dratischen Zahlkörper  K{\jni\  wobei 

D  =  mq^ 

die  Discriminante  der  allgemeinen  cubischen  Gleichung 

a^  +  bx—c  =  0 

bedeuten  soll,  als  Grundzahlkörper  benutzen  müssen. 

Der  quadratische  Zahlkörper  K{s[m)  ist  definirt  durch  die 
Wurzel  der  im  Rationalitätsbereiche  1  irreducibelen  reinen  qua- 
dratischen Gleichung  mit  ganzen  rationalen  Zahlencoefficienten 
1,  nt,  nämlich  der  Gleichung: 

a?—m  =  0, 

deren  die  eine  Wurzel  die  in  K{\lm)  ganze  Zahl  V^  ist  und  die 
zu  ihr  conjugirte  Wurzel  —  \/m  rational  durch  die  erste  sich  aus- 
drucken lässt,  also  auch  eine  in  iC(\/m)  ganze  Zahl  ist.  Der  qua- 
dratische Zahlkörper  K{\fm)  wird  mit  seinem  conjugirten  quadra- 
tischen Zahlkörper  K{—\{m)  identisch  sein. 

Der  quadratische  Zahlkörper  K{^m)  ist  ein  Ga- 
lois'scher,  zugleich  auch  ein  Aberscher  Zahlkörper 
im  ßationalitätsbereiche  1. 

Um  zunächst  den  einfachsten  algebraischen  Zahlkörper  zu 
bilden,  der  die  drei  Wurzeln  a^,  a,,  a,  der  vorgegebenen  nicht- 
Galois 'sehen  allgemeinen  cubischen  Gleichung  enthält,  haben  wir 
nun  zu  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(^m)  irgend  eine  Wurzel, 
z.  B.,  a,  der  betreffenden  cubischen  Gleichung  zu  adjungiren.  Auf 
diese  Weise  erhalten  wir  den  Zahlkörper  if(\/m,aj  vom  sechsten 
Grade  im  Rationalitätsbereiche  1,  weil  er  aus  dem  quadratischen 
Zablkörper  K{slm)  und  dem  cubischen  Zahlkörper  K{a^  zusammen- 
gesetzt ist,  welche  ausser  den  gewöhnlichen  rationalen  Zahlen 
keine  Zahlen  gemein  haben.  Indem  wir  hier  genau  so,  wie  im 
vorigen  Falle,  verfahren;   erhalten  wir  folgende  Reihe  der  oonju- 
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girten  Zahlkörper  sechsten  Grades: 

Nun  beachten  wir  die  Formeln  (Ä).  Wir  wissen,  dass  ein 
jedes  Paar  von  Wurzeln  der  nicht-Galois'schen  allgemeinen  cu- 
bischen  Gleichung  durch  die  dritte  Wurzel  mit  Hilfe  der  Quadrat* 
Wurzel 

±\/D  =  ±q\fm 

unter  Benutzung  nur  rationaler  Zahlencoefficienten  rational  aus- 
gedrückt werden  kann.  Indem  wir  diese  Eigenschaft  der  Wurzeln 
«1»  ^%'i^i  ^^^  diese  Zahlkörper  sechsten  Grades  übertragen,  erhalten 
wir  das  Resultat,  dass  die  sechs  angegebenen  conjugirten  Zahl- 
körper sechsten  Grades  alle  mit  einander  identisch  sind,  weil  ein 
jeder  von  ihnen  auch  die  anderen  zwei  Wurzeln  der  nicht-Gtilois'- 
schen  allgemeinen  cubischen  Gleichung  enthält. 

Der  Zoihlkörper  sechsten  Grades  K{sjm^  ajiststets 
ein  im  Bationalitätsbereiche  1  Galois'scher  Zahl- 
körper. 

Der  Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  K(^j  aj  kann 
aber  nie  zugleich  ein  Abel'scher  Zahlkörper  sein,  weil  er  schon 
den  Galois'schen  Abel' sehen  quadratischen  Zahlkörper  K{\jrn)  ent- 
hält, dann  müsste  auch  der  cubische  Zahlkörper  K{a^  ein  Galois'- 
scher Aberscher  Zahlkörper  sein,  was  hier  nicht  der  Fall  ist. 

Der  Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades 
Kisjm^a^  ist  der  gesuchte  Zahlkörper,  welcher  die 
Wurzeln  der  nicht-Galois'schen  allgemeinen  cubi- 
schen Gleichung  enthält. 

Im  Falle  der  reinen  cubischen  Gleichung  ist  der  ihre  drei  Wurzeln 
enthaltende  Zahlkörper  sechsten  Grades  zugleich  auch  derjenige  Zahl- 
körper, aus  dessen  Zahlen  die  Wurzeln  der  reinen  cubischen  Gleichung 
gebildet  werden  können.  Anders  ist  es  aber  im  Falle  der  nicht-Ga- 
lois'schen allgemeinen  cubischen  Gleichung.  Aus  der  Cardani' sehen 
Formel  erfahren  wir,  dass  die  Wurzeln  der  nicht-Galois'schen  allge- 
meinen cubischen  Gleichung  aus  einer  Cubikwurzel  aus  einer 
Zahl  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{\J—dD)y  oder  jBr(^— 3  m) 
gebildet  sind  nnter  Benutzung  der  Coefficienten  J,  g,  g',  die  ihrer- 
seits in  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{i)j  oder,  was  dasselbe 
ist,  in  dem  quadratischen  Zahlkörper  £^(\/— 3)  liegen. 

Um  jetzt  denjenigen  Zahlkörper  zu  bekommen,  aus  dessen 
Zahlen  die  Wurzeln  «,,  a,,  a,  rational  gebildet  werden  können, 
müssen   wir  ^   dem  Galois'schen   Zahlkörper    sechsten  Grades 
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K{^m,€c^)  den  quadratischen  Zahlkörper  K(^—3)  adjnngiren.  Auf 
die8e_  Weise  erhalten  wir  den  Zahlkörper  JT^V»»,  a„  V--3)  oder 
K{^fn,  a^,  i)  yom  zwölften  Grade  im  Kationalitätsbereiche  1.  Die 
zwölf  conjngirten  Zahlkörper  zwölften  Grades  sind: 

^0/^,  «1.  S),  Jf (Viii, «.,  n,  -k:(-v^,  a„  ö,  ü:(-v^,  «„  O, 

Es  ist  klar,  dass  sie  alle  mit  einander  übereinstimmen. 

Der  Zahlkörper  zwölften  Grade  s  £(^,ap  ()  ist 
stets  ein  im  Rationalitätsbereiche  1  Galois'scher 
Zahlkörper. 

Der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{sjm^  a^^Q  kann 
nie  zugleich  ein  Abel'scher  Zahlkörper  sein,  weil  er  aas  dem 
Galois'schen  AbeFschen  quadratischen  Zahlkörper  Ki^)  and  dem 
Galois* sehen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K^^m^a^)  zusammenge- 
setzt ist. 

Aus  der  Bildungsweise  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  K{^m,  a^,  g)  wissen  wir,  dass  die  quadratischen  Zahlkörper 
K{>Jm)  und  K{\J—di)  in  ihm  liegen;  ausserdem  enthält  der  Ga- 
lois'sche Zahlkörper  zwölften  Grades  £(\/m,  a^,  g)  die  Quadrat- 
wurzel ±V-"3i»,  welche  sich  aus  Sjfn  und  V— 3  rational  zusammen- 
setzen lässt.  Infolge  dessen  schliessen  wir,  dass  der  Galois'sche 
Zahlkörper  zwölften  Grades  K  (^m,  a^,  g)  auch  noch  den  quadra- 
tischen Zahlkörper  K{sJ^?hn)  enthält.  Die  ZahlJ(27  +  3ffV^=^3^) 
liegt  in  dem  quadratischen  Zahlkörper  £'(^~3m)  und  ist  darin 
eine  ganze  Zahl,  weil  ihre  in  K(\J—3m)  gebildete  Norm,  d.  h.  das 
Product  i  (27(?  +  3  q\/-  3m)  •  ^  (27  -  3  q^^m)  gleich  der  ganzen  ra- 
tionalen Zahl  —276'  ausfällt. 

Der  quadratische  Zahlkörper  £'(V— 3m)  ist  selbst- 
verständlich ein  Galois'scher  Abel'scher  Zahlkörper 
im  ßationalitätsbereiche  1. 

Die  beiden  quadratischen  Zahlkörper  K{sjm)  und  K(\J—2) 
lassen  sich  zu  ^em  im  Kationaütätsbereiche  1  biquadratischen 
Zahlkörper,  nämlich  zu  dem  biquadratischen  Zahlkörper  Kiyjm,  Sj—  3) 
yereinigen,  in  welchem  auch  der  quadratische  Zahlkörper  JE'(^— 3m) 
enthalten  wird.  Es  ist  leicht  die  vier  conjugirten  biquadratischen 
Zahlkörper  anzugeben.  Es  sind  nämlich  die  vier  biquadratischen 
Zahlkörper : 
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weil  wir  den  biquadratischen  Zahlkörper  K{\Jm,  V^)  auch  als 
den  Zahlbörper  K{\/mji)  bezeichnen  können. 

Der  biquadratische  Zahlkörper  K{\/mfQ  ist  ein  im 
Bereiche  der  rationalen  Zahlen  Galois'scher  Abel'- 
scher  Zahlkörper,  weil  er  aus  den  G-alois'schen 
AbeTschen  quadratischen  Zahlkörpern  K{\{m)  und 
K{^  zusammengesetzt  ist. 

Wir  können  den  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades 
K{\[m,  «j,  f)  auch  auf  eine  andere  Weise  bilden,  indem  wir  zu- 
vörderst den  biquadratischen  Zahlkörper  K(\Jfn,  Q  zu  Grunde  legen 
und  zu  demselben  irgend  eine  Wurzel  der  nicht-Galois'schen  all- 
gemeinen cubischen  Gleichung,  z.  B.  a^  adjungiren. 

Es  ist  klar,  dass  wir  aus  den  ganzen  Zahlen  g,  S',  \/m,  a^,  a,  a^ 
die  Cubikwurzel 


-0.  =  l/i(27c  +  3gVPä^) 


rational  zusammensetzen  können,  so  dass  wir  umgekehrt  sagen 
dürfen : 

Die  Wurzeln  der  nicht-Galois' sehen  allgemeinen 
cubischen  Gleichung 

sind  in  der  That  aus  den  Zahlen  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  iC(\/»M,  «j,  g)  rational  ge- 
bildet, weil  ja  dieganzen  Zahlen  ^,5,  f,  i(27c+3gV-"3w) 
und  die  Zahl  %•  alle  in  demselben  liegen. 

Einfacher  gestalten  sich  diese  Verhältnisse  bei  den  Galois'schen 
Abel' sehen  allgemeinen  cubischen  Gleichungen. 

Der  Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  Kiyjm^  aj,  in 
welchem  die  Wurzeln  der  vorgegebenen  Galois'schen  Aberschen 
allgemeinen  cubischen  Gleichung  liegen,  ist  hier  der  cubische  Zahl- 
körper K(a^  selbst.  Bei  der  Galois' sehen  Aberschen  allgemeinen 
cubischen  Gleichung  stimmen  die  drei  conjugirten  cubischen  Zahl- 
körper K(a^,  -S^(«i)»  -^("a)  ™i^  einander  überein.  Adjungiren  wir 
zu  dem  Körper  der  rationalen  Zahlen  die  eine  Wurzel,  z.  B.  a, 
der  Galois'schen  Aberschen  allgemeinen  cubischen  Gleichung,  so 
erhalten  wir  bekanntlich  den  Galois'schen  Aberschen  cubischen 
Zahlkörper  K{a)y  in  welchem  alle  drei  Wurzeln  der  betreffenden 
Gleichung  liegen. 

Die  Wurzeln  der  Galois'schen  Abel'schen  allge- 
meinen cubischen  Gleichung  sind  in  dem  im  Bereiche 
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der  rationalen  Zahlen  Galois'schen  Abel'sclien  ca- 
bischen  Zahlkörper  £(aj  enthalten« 

Der  Galois'sche  Zahlkorper  zwölften  G-rades  K{\fm^  «i,  Q  ist 
hier  derjenige  Zahlkörper  J5f  (g, «,)  vom  sechsten  Grade  im  Bä- 
tionalitätsbereiche  1,  den  wir  bekommen,  indem  wir  zu  dem  Ga- 
lois'schen Aber  sehen  cnbischen  Zahlkörper  Ä(aJ  den  Galois'schen 
Abel'schen  quadratischen  Zahlkörper  K{^  adjungiren. 

Der  Zahlkörper  JC(g,  «,)  ist  stets  ein  im  Rationali- 
tätsbereiche 1  Galois'scher  AbeTscher  Zahlkörper 
sechsten  Grades,  weil  er  aus  dem  Galois'schen 
Abel'schen  quadratischen  Zahlkörper  K{Q  und  dem 
Galois'schen  Abel'schen  cu bischen  Zahlkörper  K{a^ 
zusammengesetzt  ist. 

Aus  der  Cardani'schen  Formel  für  den  Fall  der  Galois'schen 
Abel'schen  allgemeinen  cubischen  Gleichung  ersehen  wir,  dass  der 
Galois'sche  Abel'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  K  (g,  a^  auch 
die  Cubikwurzel 


^'=^i(27c  +  3gV-3) 


enthält,  die  wir  leicht  auf  rationale  Weise  aus  den  ganzen  Zahlen 
^,  g,  g',  Äj,  «j,  a,  erzielen.  Die  ZaU  J  (27c  +  3gV—  3)  ist  eine  in 
JSr(S)   ganze    Zahl,    weil   ihre   in    K{^  gebildete  Norm,    d.  h.  das 

Product  i(27c+3gV^-i(27c-3gV~3)  gleich  der  ganzen  ra- 
tionalen Zahl  -276*  ausfällt. 

Die  Wurzeln  der  Galois'schen  Abel'schen  all- 
gemeinen cubischen  Gleichung  sind  aus  den  Zahlen 
des  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  K(i,a^  rational  zusammengesetzt. 

Wir  können  diese  Resultate  folgendermassen  in  Worte  fassen : 
Die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  mit  ra- 
tionalen Zahlencoefficienten  werden  rational  aus 
den  Zahlen  der  folgenden  Zahlkörper  gebildet:  die 
Wurzeln  der  reinen  cubischen  Gleichung,  welche 
in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades 
Jt(S,  a,)  liegen,  aus  den  Zahlen  desselben  Za hl körpers; 
die  Würz  ein  der  Galois's  chen  Abel'schen  allgemeinen 
cubischen  Gleichung,  welche  in  dem  Galois'schen 
Abel'schen  cubischen  Zahlkörper  iC(aJ  liegen,  aus 
den  Zahlen  des  entsprechenden  Galois'schen  Abel'- 
schen Zahlkörpers  s eckst en Grad esÄ(g,aJ;  die  Wurzeln 
der  nicht-Galois' sehen  allgemeinen  cubischen  Glei- 

2* 
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clmng,  welche  in  dem  entsprechenden  Gralois'schen 
Zablkörper  sechsten  Q-rades  £'(\/^,aj)  liegen,  ansden 
Zahlen  des  Gralois' sehen  Zahlkörpers  zwölften  Gra- 
des K{\Jm,a^,  g). 

Man  erkennt  hieraus  bereits  die  enge  Beziehung,  in  welcher 
die  cabischen  Zahlkörper  zu  den  Galois'schen,  bez.  Galois'schen 
AbeFschen  Zahlkörpern  sechsten,  resp.  zu  den  Galois'schen  Zahl- 
körpern zwölften  Grades  stehen.  Bei  diesen  Betrachtungen  haben 
wir  überall  die  vorgegebene  cubische  Gleichung  mit  der  bekannten 
Discrimioante  und  mit  den  bekannten  Wurzeln  an  die  Spitze  ge- 
stellt, den  Galois'schen,  bez.  Galois'schen  Aberschen  Zahlkörper 
sechsten  Grades  K{f^,a^)j  resp.  den  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften 
Grades  K  0w,  a„  g)  aus  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{t)j  resp. 
aus  dem  biquadratischen  Zahlkörper  Ksjm^l)  und  aus  dem  ca- 
bischen Zahlkörper  K  (a J,  d.  h.  aus  lauter  bekannten  Zahlkörpem 
zusammengesetzt. 

Nun  wollen  wir  unseren  Gedankengang  umkehren. 

Ist  es  uns  gelungen  auf  einem  anderen  Wege  auf  Grund  des  quadra- 
tischen Zahlkörpers  JSl  (g)  den  Galois'schen,  bez.  Galois'schen  Aber- 
schen Zahlkörper  sechsten  Grades  K  (g,  a,),  resp.  auf  Grund  des  biqua- 
dratischen Zahlkörpers  K{\Jm^  Q  den  Galois'schen  Zahlkörper 
zwölften  Grades  K{^,  g, «,)  zu  construiren,  so  können  wir  aus 
der  Theorie  des  Galois'schen,  bez.  Galois'schen  Abel'schen  Zahl- 
körpers sechsten  Grades  K{ij «,),  resp.  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades  K  {^nt,  g,  aj  rückwärts  auf  die  Theorie 
der  cubischen  Zahlkörper  schHessen. 

Dieser  Weg  ist  uns  aber  aus  der  Theorie  der  Relativkörper 
bekannt  ^). 

Wir  wollen  hier  einige  Eigenschaften  der  Relativkörper  kurz 
zusammenstellen,  soweit  sie  die  Grundlage  für  den  nächsten  Pa- 
ragraphen büden. 

Haben  wir  einen  algebraischen  Zahlkörper  K  vom  Grade  Jlf, 
der  alle  Zahlen  eines  Zahlkörpers  Je  vom  Grade  m  enthält,  so 
heisst  der  Zahlkörper  k  ein  Unterkörper  von  K,  Der  Zahl- 
körper K  wird  der  Oberkörper  von  k  oder  der  Relativ- 
körper vom  Relativgrade 

=  ^ 
m 

in  Bezug  auf  ^genannt.  Es  ist  immer  möglich  eine  im  Raüonalitats- 

1)  „Bericht«  p.  208. 
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bereiche  %  irredncibele  Gleichung 

(1)  af  +  a'ixr'  +  a''x'-^+^'  +  af^  =  0 

vom  Grade  r  mit  den  in  k  liegenden  algebraischen  Zahlencoeffi- 
cienten  «', «",..,,  a^'*  zu  finden,  deren  die  eine  Wurzel  6  den  Zahl- 
korper  K  definirt.  Die  übrigen  r  —  1  Wurzeln  6',  6", . . .,  6^*^"  der 
Gleichung  (1)  heissen  die  zu  0  relativ  conjugirten  Zahlen, 
welche  die  zu  K  relativ  conjugirten  Zahlkörper 
JE',  K"j . . .,  K^'^^^  bestimmen.  Indem  wir  in  allen  Zahlen,  resp. 
Idealen  des  ZahlkSrpers  K  die  Wurzel  6  durch  die  zu  ihr  relativ 
conjugirten  Zahlen  6',  9", . . .,  6^*^"  ersetzen,  gehen  wir  zu  den  re- 
lativ conjugirten  Zahlen,  resp.  Idealen  über.  Das  Pro- 
duct  einer  Zahl  ^,  resp.  eines  Ideals  3  des  Zahlkörpers  K  mit 
den  relativ  conjugirten  Zahlen  A',  jf', . . .,  ^^•^",  resp.  Idealen 
3',  S", . . ., S'"^"  heisst  die  Relativnorm  N,(A)  der  Zahl  ^, 
resp.  die  Relativnorm  N^{$l)  des  Ideals  df.  Das  Quadrat 
des  Productes  der  Differenzen  der  relativ  conjugirten  Zahlen 
j4,  A\  -^', . . . ,  Ä^^^^  d.  h.  der  Ausdruck : 

D,  {A)  =  {A-  A'Y  {A  -  Aty. . .  (^'-"-  ^^")" 

heisst  die  Relativdiscriminante  der  Zahl  A. 

Hat  nun  die  Gleichung  (1)  die  Eigenschaft,  dass  alle  zu  0  re- 
lativ conjugirten  Wurzeln  6',  6", . . .,  6^*^"  der  Gleichung  (1)  sich  ganz 
und  rational  durch  6  unter  Benutzung  der  Zahlen  des  Zahlkörpers 
k  ausdrücken  lassen,  so  wird  der  Zahlkörper  K  ein  relativ« 
Galois'scher  Zahlkörper  in  Bezug  auf  k  genannt^). 
Bezeichnen  wir 

6  =  5,6,6'  =  5,6,6"=  536,  ...,6^^"=  5,6, 

so  heisst  die  Gruppe  der  Relativ-Substitutionen  5„  5„  . . .,  5,  die 
Relativ-Gruppe.  Ist  diese  Gruppe  eine  Abersche,  so  heisst 
der  Zahlkörper  Z"  ein  relativ -AbeT  scher  Zahlkö  rp  er  in 
Bezug  aufÄ;;  ist  die  Abel' sehe  Relativ-Gruppe  insbesondere 
eine  cyklische,  so  heisst  der  Zahlkörper  Z'relativ-cyklisch 
in  Bezug  auf  A;. 

Wollen  wir  uns  umgekehrt  die  Aufgabe  stellen  für  einen  be- 
liebigen Zahlkörper  k  vom  Grade  m  irgend  einen  Relativkörper 
vom  Grade  M  zu  construiren,  so  müssen  wir  uns  eine  in  k  irre- 
dudbele  Gleichung 

1)  »Bericht«  p.  262. 
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vom  Relativgrade 

m 

mit  den  im  Zahlkörper  ä  liegenden  Coefficienten  «', «', . . .,  a^'^  bilden 
und  die  eine  ihrer  Wurzeln,  z.  B.  6  zu  dem  Zahlkörper  Iz  adjungiren. 
Auf  diese  Weise  erhalten  wir  einen  ßelativkörper,  welcher  den 
Zahlkörper  Ä  als  Unterkörper  enthält. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  wenden  wir  uns  zu 
unserer  früheren  Aufgabe  zurück. 

Um  auf  Grund  des  quadratischen  Zahlkörpers  -K^(Ö,  resp. 
biquadratischen  Zahlkörpers  K  (\/w,  g)  einen  Zahlkörper  sechsten 
resp.  zwölften  G-rades  aufzubauen,  müssen  wir,  den  all- 
gemeinen Regeln  entsprechend,  relativ-cubische  Gleichungen  bilden, 
deren  Coefficienten  in  dem  quadratischen  Zahlkörper  Jf  (6),  resp. 
biquadratischen  Zahlkörper  K\]m,  g)  enthalten  sein  sollen.  Da  wir 
aber  solche  Zahlkörper  sechsten,  resp.  zwölften  Grade«  uns  ver- 
schaffen wollen,  deren  Theorie  wir  für  die  Theorie  der  cubischen 
Zahlkörper  benutzen  können,  müssen  wir  uns  zuerst  überlegen, 
welche  Gestalt  die  in  Rede  stehenden  relativ-cubischen  Gleichungen 
haben  sollen.  Aus  der  Cardani'schen  Formel  wissen  wir,  dass  die 
Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  aus  der  reinen  Cubikwurzel 
«j,  bez.  ^',  resp.  %'  mit  Hilfe  der  Zahlen  des  quadratischen  Zahl- 
körpers Ä"(g),  resp.  biquadratischen  Zahlkörpers  K{\Jm,  g)  zusammen- 
gesetzt sind.  Diese  Cubikwurzel  genügt  in  der  That  der  reinen 
in  Bezug  auf  J^(Ö,  resp.  K{^m,  g)  relativ-cubischen  Gleichung 

a^^c  =  0, 
bez. 

of-^(27e  +  8q\Pd)  =  0, 
resp. 

ic»-i(27c-|-3g\P3w)  =  0, 

deren  Coefficienten  die  in  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{i), 
resp.  biquadratischen  Zahlkörper  K  (\Jm,  g)  liegenden  ganzen 
rationalen  Zahlen  1,  c,  bez.  ganzen  algebraischen  Zahlen 
1,  ^(27c+3gV/— 3),  resp.  ganzen  algebraischen  Zahlen  1,  ^  (27c+3q^Sfn) 
sind.  Die  Zahl  a„  bez.  &',  resp.  d'  genügt  der  erwähnten  cubischen 
Gleichung,  deren  der  erste  Coefficient  gleich  1,  die  übrigen  ganze 
algebraische  Zahlen  sind,  und  ist  daher  eine  in  £^(g,  a,),  resp. 
K(^,  5,  aj  ganze  Zahl. 

Es  ist  jetzt  klar,  wie  wir  zu  verfahren  haben. 

Um   diejenigen  Zahlkörper   sechsten   Grades   zu    bekommen, 
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welche  die  Wurzeln  der  reinen  cubischen,  resp.  Galois'schen  Abel'- 
sclien  allgemeinen  cubischen  Gleichungen  enthalten  und  aus  deren 
Zahlen  diese  Wurzeln  rational  gebildet  werden,  müssen  wir  vor 
allen  Dingen  in  dem  quadratischen  Zahlkorper  K(i)  irreducibele 
reine  in  Bezug  auf  Z'(g)  relativ-cubische  Gleichungen  bilden  und 
ihre  Wurzeln  zu  dem  quadratischen  Grundzahlkörper  J£'(g)  adjun- 
giren.  Dies  alleine  genügt  aber  nicht;  aus  dem  Vorhergehenden 
wissen  wir,  dass  die  betreffenden  Zahlkörper  sechsten  Grades  stets 
Gralois'sche,  resp.  Galois'sche  Abersche  Zahlkörper  sein  sollen. 
Nachdem  wir  im  quadratischen  Zahlkörper  K{i,)  irreducibele  reine 
in  Bezug  auf  K(i)  relativ-cubische  Gleichungen  gebildet  und  ihre 
Wurzeln  zu  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{i)  adjungirt  haben, 
werden  wir  noch  untersuchen  müssen,  unter  welchen  Umständen 
die  auf  diese  Weise  gebildeten  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ga- 
lois'sche,  resp.  Galois'sche  Abersche  Zahlkörper  sechsten  Grades 
sein  werden,  da  wir  nur  solche  Zahlkörper  sechsten  Grades  für 
unsere  Zwecke  gebrauchen  können. 

Entsprechende  Ueberlegungen  werden  wir  auch  im  Falle  der 
nicht-Galois'schen  allgemeinen  cubischen  Gleichungen  durchzuführen 
haben^  In  diesem  Falle  müssen  wir  die  biquadratischen  Zahlkörper 
-^(V***»  0  ^s  Grundzahlkörper  betrachten  und  in  denselben  irre- 
ducibele reine  in  Bezug  auf  K{\]m,  5)  relativ-cubische  Gleichungen 
herausgreifen.  Es  ist  dabei  ausserdem  noch  zu  untersuchen,  welchen 
Bedingungen  die  Coefficienten  dieser  in  K  (\/m,  g)  irreducibelen 
reinen  in  Bezug  auf  K{\/m,  g)  relativ-cubischen  Gleichungen  genügen 
müssen,  damit  diejenigen  Zahlkörper  zwölften  Grades,  welche  aus 
den  biquadratischen  Grundzahlkörpern  K{\lmj  g)  durch  Adjunction 
zu  denselben  der  Wurzeln  der  in  K{\]m^  g)  irreducibelen  reinen  in 
Bezug  auf  K{\jm,  g)  relativ-cubischen  Gleichungen  entspringen, 
zugleich  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grades  sein  werden. 

§  2. 

Die  Gmppe  der  Substitutionen  des  Galois'schen,  resp.  Ga- 
lois'schen  Abel'schen  ZaUkörpers  sechsten  Grades -BT (i;,^)  und 

ihre  Untergruppen. 

Bei  den  folgenden  Betrachtungen  werden  wir  uns  zu  Grunde 
legen  den  quadratischen  Kreiskörper  K{^,  worin 

5  —         2 
eine  von  1  verschiedene  dritte  Einheitsworzel  bedeutet. 
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Dieser  quadratische  Zahlkörper  stimmt  mit  dem  imaginären 
quadratischen  Zahlkörper  J?(V~-3)  überein  und  ist  vollkommen 
durch  die  ganze  Zahl  t  definirt. 

Alle  Zahlen  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{1)  sind  rationale 
Functionen  von  {;  mit  rationalen  Zahlencoefficienten,  alle  ganzen 
Zahlen  des  quadratischen  Zahlkörpers  K(i)  insbesondere  lassen 
sich  durch  1  und  i  unter  Benutzung  der  ganzen  rationalen  Zahlen- 
coefficienten  rational  ausdrücken,  die  ganzen  Zahlen  1  und  (  bilden 
bekanntlich  die  Basis  des  quadratischen  Zahlkörpers 
ir(V=^),  weü  ja 

-3  =  1  (mod  4) 

ist'). 

Die    zu   der   ganzen  Zahl  g  conjugirte   ganze   Zahl  ^  woUen 

wir  durch  die   ganze   rationale  Function  tl  bezeichnen.    Es  wird 

dann: 

sein.  Indem  wir  in  allen  Zahlen  von  £({;)  die  ganze  Zahl  l  durch 
die  zu  ihr  conjugirte  ganze  Zahl 

^  ~         2 

ersetzen,  gehen  wir  zu  den  zu  denselben  conjugirten  Zahlen  über. 
Wir  wollen  diese  Operation  ebenfalls  durch  Vorsetzung  des  Sub- 
stitutionszeichens t  andeuten. 

Die  Gruppe  der  Substitutionen  des  Galois'schen 
AbeTsehen  quadratischen  Zahlkörpers  K(i)  ist  1,  t^ 
wobei  noch  die  Relation 

^•=1 

hinzukommt,  weil  die  Operation  ^',  auf  die  Zahlen 
des  quadratischen  Zahlkörpers  K{i)  angewandt,  die- 
selben ungeändert  lässt.  Der  quadratische  Zahl- 
körper jK'(J)  ist  also  ein  Galois'scher  AbeTscher  cy- 
klischer  Zahlkörper  mit  der  cyklischen  Substitutions- 
gruppe 1,  t. 

Um  auf  Grund  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{i)  den  ge- 
suchten Zahlkörper  sechsten  Grades  aufzubauen,  verfahren  wir 
folgendermassen  ^). 


1)  „Bericht«  p.  280. 

2)  ^Bericht«  p.  891. 
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Wir  greifen  eine  solche  ganze  Zahl  fi  in  J!r(()  heraus,  weldie 
nicht   zugleich   die   dritte  Potenz    einer   Zahl   in  K(0  wird,   und 
bilden  die  im  Bationalitatsbereiche  K(l)  irredacibele  reine  cnbische 
Gleichung : 
(1)  a^^ii  =  0. 

Es  bezeichne 

»  =\/^ 

eine  bestimmt  ausgewählte  Wurzel  dieser  Grleichung,  dann  sind  t  d' 
and  ^d'  die  übrigen  zwei  Wurzeln  derselben  Q-leichung.  Die 
Zahlen  ^,^^,^d'  werden  stets  ganze  algebraische  Zahlen  sein,  weil 
sie  solch  einer  Gleichung  genügen,  deren  der  erste  Coefficient 
gleich  1,  der  zweite  die  in  ^(g)  ganze  algebraische  Zahl  §1  sind. 
Indem  wir  die  Wurzel  d'  zu  dem  quadratischen  Grundzahlkörper 
E  (S)  adjxmgiren,  bekommen  wir  den  Zahlkorper  K(t,  d),  der  im 
Bationalitatsbereiche  1  den  Grad  sechs  besitzt,  weil  er  die  qua- 
dratische Irrationalität  g  und  die  cubische  Irrationalität  d  enthält, 
und  ausserdem  die  ganze  Zahl  ^  sich  nicht  rational  durch  (  mit 
Hilfe  der  rationalen  Zahlencoefficienten  ausdrücken  lässt. 

Der  Zahlkorper  sechsten  Grades  K{i,d)  enthält 
natürlich  den  imaginären  quadratischen  Kreiskor  per 
K(t)  als  Unterkörper  und  ist  in  Bezug  auf  denselben 
ein  Kelativkörper  vom  Relativgrade  drei. 

Unter  den  unendlich  vielen  Gleichungen,  deren  Coefficienten 
in  K(i)  liegen  und  denen  die  in  ir(S,d)  ganze  Zahl  &  genügt,  hat 
die  oben  angeführte  reine  cubische  Gleichung  (1)  den  niedrigsten 
Grad,  weil  ihre  linke  Seite  eine  in  K{i)  irreducibele  Function  ist. 
Die  ganzen  Zahlen  S  ^,  S*  ^  sind  die  zu  ^  relativ  conjugirten  Zahlen, 
entsprechend  sind  die  Zahlkörper  sechsten  Grades  kI^,  t  ^)>  ^{ti  £*  ^) 
die  zu  dem  Zahlkörper  sechsten  Grades  IT  (5,  ^)  relativ  conjugirten 
Zahlkörper.  Es  ist  aber  klar,  dass  die  Wurzeln  ^,  f  ^,  g*  i»  sich 
als  ganze  rationale  Functionen  von  ^  mit  den  in  K{i)  liegenden 
Coefficienten  darstellen  lassen.  Infolge  dessen  stimmen  die  drei 
relativ  conjugirten  Zahlkörper  sechsten  Grades  Jf  ({,  ^),  JC(C,  J^), 
Jf(C»C^)  alle  mit  einander  überein. 

Wir  können  sagen: 

Der  Zahlkörper  sechsten  Grades  Jr(C,^)  ist  ein  re- 
lativ-Galois'scher-cubischer  Zahlkörper  in  Bezug 
auf  den  quadratischen  Grundzahlkörper  K{0. 

Alle  Zahlen  des  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K  (C,  ^)  lassen 
sich  darstellen  als  ganze  rationale  Functionen  von  i^  mit  den  in 
K(j^  liegenden  Coefficienten,  der  Grad  dieser  Functionen  in  ^  kann 
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hödiBtens  den  Wert  zwei  besitzen,  weil  die  höheren  Potenzen  von 
i2^  stets  infolge  der  Identität 

^•-^  =  0 

auf  die  ersten  und  zweiten  Potenzen  von  &  reducirt  werden  können. 
Wir  wollen  die  in  -ff  (£)  ganze  rationale  Function  C  th  von  dem 
Argumenten  %>  durch  die  Function  s  0^  bezeichnen.    Es  ist  also : 

Indem  wir  in  den  Zahlen,  resp.  Idealen  des  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  Jir(C,  ^)  die  ganze  Zahl  S^  durch  die  zu  ihr  relativ  conju- 
girten  Zahlen  C  ^,  ^  «^  ersetzen,  gehen  wir  zu  den  relativ  con- 
jagirten  Zahlen,  resp.  Idealen  über.  Wir  werden  diese  Ope- 
ration ebenfalls  durch  Vorsetzung  des  Substitutionszeichens 

s  =  (^:U) 

andeuten.  Indem  wir  die  Operation  s  zweimal  auf  die  Zahlen, 
resp.  Ideale  des  Zahlkörpers  sechsten  Grades  JiC(C,  ^)  anwenden, 
erhalten  wir  dasselbe  Resultat,  als  wenn  wir  ^  mit  £*  ^  vertauscht 
hätten;  wir  können  also  schreiben: 

wobei  «'  natürlich  im  Sinne  des  Substitutionszeichens  gebraucht 
ist.  Ausserdem  liefert  uns  die  Operation  s'  die  identische  Sub- 
stitution 1  wieder,  wir  erhalten  die  Relation: 

6»  =  1. 

Unter  Benutzung  des  Substitutionszeichens  s  können  wir  die 
Relativ-Substitutionen  ^,  f  ^,  £"  ^  auch  in  der  Form  ^,  s^,s*ä^ 
darstellen. 

Das  System  der  Belativ-Subs titutionen  1,  ^,8* 
mit  der  Relation 

»•=  1 

bildetdie  Relativ-Gruppe  des  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  K(C,d)  in  Bezug  auf  K{^. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  die  Relativ-Gruppe  eine  Abersche 
wird,  ist  bei  dem  relativ-Galois' sehen  Zahlkörper  sechsten  Grades 
Jr(f,  ^)  stets  erfüllt,  weU  die  in  «"(C,  ^)  ganzen  Zahlen  ^,  s  *,  s*  * 
die  Eigenschaft  besitzen,  dass 


27 

wird ;  das  Gesetz  der  ConimutativitSt  ist  also  befriedigt.  Da  aber 
die  Relativ-Grmppe  1,  s,  ^  aus  den  Potenzen  einer  einzigen  Sab- 
stitution  8  besteht,  so  wird  sie  zugleich  eine  Abel' sehe  cyklische 
Gruppe  sein. 

Der  Zahlkörper  sechsten  Grades  Jr(i;,  ^)  ist  ein 
relativ-Galois's  eher -Abel'  scher-cyklischer  Zahl- 
korper  vom  Relativgrade  drei  in  Bezug  auf  den 
quadratischen  Bationalitätsbereich  JiC(£)  mit  der 
cyklischen  Relativ-Gruppe  1,8,$*. 

Wir  haben  bereits  erwähnt,  dass  die  in  J!r(Q  ganzen  Zahlen 
1,  C  Basiszahlen  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{0  sind.  Da 
aber  ii  eine  ganze  Zahl  in  K{0  sein  soll,  so  können  wir  fi  etwa 
in  der  Form 

H  =  a+bZ 

annehmen,  worin  a  und  b  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten.  Die 
zu  der  in  £(£)  ganzen  Zahl  n  conjagirte  Zahl  ist  die  in  K{i) 
ganze  Zahl 

tfi  ==  a+ftC". 

Dass  der  Zahlkörper  K  (C,  ^)  wirklich  im  Rationalitätsbereiche 
1  den  Grad  sechs  besitzt,  können  wir  sofort  bestätigen,  indem  wir 
diejenige  im  Rationalitätsbereiche  1  irreducibele  Gleichung  mit 
ganzen  rationalen  Zahlencoefficienten  zu  bilden  suchen,  welcher 
die  in  K{t,  ^)  ganze  Zahl  ^  genügt.  Um  uns  diese  Gleichung  zu 
yerschaffen,  haben  wir  nun  die  linke  Seite  der  oben  angegebenen 
in  J^(Q  irreducibelen  Gleichung  (1)  mit  der  linken  Seite  derjenigen 
in  £*(£)  irreducibelen  Gleichung  zu  multipliciren,  welche  die  zu  1, 
H  conjugirten  ganzen  Zahlen  1,  ^fi  als  Coefficienten,  d.  h.  die 
Gestalt: 

(2)  cf-tii  =  0 

besitzt.  Indem  wir  die  Multiplication  {cf-'(C){cf^i\C)  ausführen, 
erhalten  wir  die  folgende  allgemeine  Gleichung  sechsten  Grades: 

x*'-{ii+tii)a^+litti  =  0, 
oder 

a.»-(2a-6)rc«+(a"+6«-a6)  =  0. 

Sie  ist  in  der  That  eine  im  Körper  der  rationalen  Zahlen  irre- 
ducibele allgemeine  Gleichung  sechsten  Grades,  weil  sie  die  sämt- 
lichen Wurzeln  der  beiden  in  K{C)  irreducibelen  Gleichungen  (1) 
und  (2)  als  Wurzeln  besitzt;   ausserdem  ist  ihr  erster  Coefficient 
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gleich  1,  die  übrigen  sind  ganze  rationale  Zahlen,  wie  es  auch 
sein  soll,  weil  d'  eine  in  K{i,d')  ganze  algebraische  Zahl  ist.  Die 
Grleichnng  (2)  wird  auch  eine  in  £(£)  irredncibele  relativ-cabische 
Q-leichnng  sein.  Wir  erhalten  sie  ans  der  Grleichnng  (1),  indem 
wir  auf  die  Coefficienten  1,^  die  Operation  t  anwenden;  dabei 
gehen  die  Wnrzeln  der  Grleichnng  (1)  in  die  Wnrzeln  der  Q-lei- 
chnng (2)  über.  Die  Wnrzeln  der  Gleichnng  (1)  sind  algebraische 
Fnnctionen  von  den  Coefficienten  der  Gleichnng  1,^,  also  anch 
von  der  ganzen  Zahl  C.  Wir  können  wiederholen,  dass  bei  der 
Ersetznng  von  C  dnrch  T  in  den  Coefficienten  1,  ft  die  Wnrzeln 
der  Gleichnng  (1)  in  die  Wnrzeln  der  Gleichnng  (2)  übergehen. 
Wir  wollen  nnn  diejenige  Wnrzel  der  letzten  Gleichnng,  in  welche 
die  ganze  Zahl  d'  bei  der  Anwendnng  der  Operation  der  Vertan- 
schnng  von  f  mit  C  übergeht,  mit  dem  Bnchstaben  -Ö-'  bezeichnen. 
Diese  Wnrzel  -Ö-'  definirt  den  in  Bezng  anf  K(0  relativ-cnbischen 
Zahlkörper  JiC(C,  «^O  vom  sechsten  Grade  im  Rationalitätsbereiche  1, 
welcher  im  Allgemeinen  nicht  mit  dem  Zahlkörper  sechsten  Gra- 
des K(i,d)  übereinstimmt,  weil  die  ganze  Zahl  d''  im  Allgemeinen 
sich  nicht  rational  dnrch  d'  mit  Hilfe  der  Zahlen  von  K(^  ans- 
drücken  lässt.  Die  zwei  anderen  Wnrzeln  £0*',  Pd''  der  Gleichnng 
(2)  sind  die  zn  ^'  relativ  conjngirten  Zahlen  in  Bezng  anf  K(0 
nnd  definiren  die  zn  JC (f,  ^')  relativ  conjngirten  Zahlkörper  sechs- 
ten Grades  JT  (C,  fO-'),  üf  (f ,  f"-©*').  Indem  wir  dnrch  die  Operations- 
zeichen s',  s'*  die  Operationen 

s'  =  (^' :  C^'),    «'•  =  (^' :  P^') 

bezeichnen,  sehen  wir  sofort  den  folgenden  Satz  ein: 

Der  Zahlkörper  sechsten  Grades  Jf^-Ö*')  ist  ein 
relativ-Galois^scher-AbeTscher  cyklischer  Zahlkör- 
per mit  der  cyklischen  Relativ-Grnppe  l,s',5",  wobei 
noch  die  Relation 

s"  =  1 

hinznkommt. 

Die  sechs  in  K(i,  d)  ganzen  Zahlen  ^,  Cö",  C^,  ^',  fO-',  P««' 
genügen  der  oben  angeführten  im  Rationalitätsbereiche  1  irredn- 
cibelen  Gleichnng  sechsten  Grades ;  sie  sind  also  im  Rationalitäts- 
bereiche 1  mit  einander  conjngirt  nnd  definiren  in  demselben  sechs 
conjngirte  Zahlkörper  sechsten  Grades: 

iTccd),  jTccfd),  ü:(c,m  -s:(c,n  -^Äcn  -BTccrn 

Es  ist  klar,  dass  die  ersten,  resp.  die  letzten  drei  Zahlkörper 
mit  einander  übereinstimmen. 
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Biese  sechs  angegebenen  conjugirten  Zahl- 
korper  sechsten  Q-rades  sind  stets  imaginäre  Zahl- 
körper, weil  ein  jeder  von  ihnen  den  imaginären 
quadratischen  Zahlkörper  K(i)  als  Unterkörper 
enthält. 

Nnn  haben  wir  am  Schlnss  des  §  1  betont,  dass  wir  die  Theo- 
rie nnr  derjenigen  Zahlkörper  sechsten  Q-rades  £'(C)  ^)  für  die 
Theorie  der  cnbi sehen  Zahlkörper  benatzen  können,  welche  im 
Bationalitätsbereiche  1  sich  als  Gralois'sche  Zahlkörper  erweisen« 
Der  Zahlkörper  sechsten  Q-rades  K{ij&)  kann  aber  nur  dann  ein 
solcher  sein,  wenn  die  ganze  Zahl  «O*'  auch  in  ihm  liegt,  d.  h.  sich 
rational  dnrch  d'  unter  Benutzung  der  Zahlen  des  quadratischen 
Zahlkörpers  jr(Q  darstellen  lässt.  In  solchen  FäUen  werden  die 
sechs  angeführten  im  Bationalitätsbereiche  1  conjugirten  Zahlkör- 
per sechsten  Grades  alle  mit  einander  identisch  sein. 

Wir  wollen  nun  zunächst  diejenigen  Eigenschaften  bestimmen, 
welche  der  ganzen  Zahl  ^'  zukommen  in  dem  Falle,  dass  der 
Zahlkörper  sechsten  Qrades  K{i,  &)  ein  des  Körpers  der  rationalen 
Zahlen  Galois'scher  Zahlkörper  wird. 

Wir  machen  den  allgemeinen  Ansatz,  indem  wir  d''  etwa  in 
der  Form 

annehmen,  worin  er,  /),  y  Zahlen  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{Q 
bedeuten,  die  nun  näher  bestimmt  werden  sollen.  Die  zu  d'  re- 
lativ conjugirten  Zahlen  bekommen  wir ,  indem  wir  nach  der  ge- 
wöhnlichen Regel  in  dem  Ausdrucke  für  d'^  die  ganze  Zahl  d  durch 
£&  und  i*d'  ersetzen,  d.  h.  die  Belativ-Substitutionen  8  und  s*  aus- 
fuhren.   Wir  erhalten: 

sd''  =  a  J V  +  /Jfd  +  y, 
5«d'=  «6^"  + /JP-Ö"  +  y. 

Die  drei  relativ  conjugirten  ganzen  Zahlen  d',  sd'',  ^'d'  müssen 
einer  in  K(Q  irreducibelen  Qleichung  dritten  Grades  Genüge  lei- 
sten, deren  erster  Coefficient  gleich  1  und  die  übrigen  ganze  al- 
gebraische Zahlen  in  K{Q  sein  sollen;  da  aber  d'  schon  einer 
solchen  irreducibelen  Gleichung,  nämlich  der  Gleichung  (2)  genügt, 
so  muss  es  dieselbe  Gleichung  sein ;  die  ganzen  Zahlen  8^'  und  ^d' 
stimmen  infolge  dessen  von  der  Anordnung  abgesehen  mit  den 
Wurzeln 

fiberein.     In  der  Gleichung  (2)   fehlt  der  Coefficient  vor  o^,   es 
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muss  die  Summe  der  Wurzeln  d',  s9\  s^d''  ebenfalls  gleich  Null, 
also  auch  die  Zahl 

y  =  0 

sein.    Ausserdem  ist  der  Coefficient 

gleich  dem  Producte  aller  drei  Wurzeln;  daher  wird 

sein.     Wir  erhalten  folgende  Gleichungen: 

^(a»^«  +  ^  =  ^'(ad  +  ßy, 

a»  -ö-»  +  j3»        =  a'-d-»  +  Sa'/JO-'  +  3«/}'^  +  ß% 

3aßd'(a»  +  ß)  =  0. 

Der  Factor  (cc^+ß)  soll  aber  stets  von  Null  verschieden  ausfallen, 
weil  ja  sonst  die  Zahl 

cc 

im  quadratischen  Zahlkorper  K{Q  liegen  würde.  Es  bieten  sich 
also  folgende  zwei  Möglichkeiten  dar:  es  muss  entweder 

a  =  0 
oder 

ß  =  0 

sein. 

Wir  erhalten  folgendes  Resultat: 

Der  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{ijd)  ist  im 
Bereiche  der  rationalen  Zahlen  dann  und  nur  dann 
ein  Galois'scher  Zahlkörper,  wenn  die  ganze  Zahl 
d'  eine  der  folgenden  zwei  Bedingungen 

«•'  =  /Ja- 
oder 

a'  =  ad^ 

erfüllt,  worin  die  Factoren  ß,  cc  gewisse  Zahlen 
des  quadratischen  Zahlkörpers  K{Q  bedeuten. 

Nachdem  wir  dieses  gefanden  haben,  gehen  wir  dazu  über, 
die  Gruppe  der  Substitutionen  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechs- 
ten Grades  K  (g,  d)  aufzustellen. 

Wir  beginnen  mit  dem  ersten  Falle 

*'  =  ß». 
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Um  die  Gruppe  der  Sabstitutionen  des  Galois'schen  Zahlkör- 
pers sechsten  Grades  K(i,  d) ,  d.  h.  die  Grnppe  derjenigen  Opera- 
tionen, mittels  welcher  wir  ans  einer  jeden  Zahl,  resp.  eines  je- 
den Ideals  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{i,d) 
die  sechs  zu  ihr  conjngirten  Zahlen,  resp.  die  sechs  zn  ihm  con- 
jngirten  Ideale  erhalten  können ,  aufzustellen ,  müssen  wir ,  dem 
allgemeinen  Verfahren  nach,  die  Operationen  1,  $,  8*  mit  den  Ope- 
rationen 1,  t  combiniren.  Indem  wir  die  Operationen  s,  resp.  s^ 
auf  die  Zahlen  und  Ideale  des  Galois'schen  Zablkörpers  sechsten 
Grades  if  ({;,  d)  anwenden,  haben  wir,  dem  Vorigen  nach,  die  ganze 
Zahl  ^  durch  g^,  resp.  ^^d'  zu  ersetzen;  diejenigen  Zahlen  und 
Ideale  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  £(£,  ^),  die 
zugleich  in  dem  quadratischen  Unterkörper  K{Q  liegen,  sind  von 
9  unabhängig;  sie  bleiben  bei  der  Anwendung  der  Operationen 
SS, '  vollkommen  ungeändert.  Anders  ist  es  bei  der  Anwendung 
der  Operation  t  Dabei  gehen  diejenigen  Zahlen,  resp.  Ideale  des 
Gralois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{ij  d'),  die  zugleich  in 
den  quadratischen  Zahlkörper  K{i)  zu  liegen  kommen ,  in  die  zu 
denselben  conjngirten  Zahlen,  resp.  Ideale  über.  Ausserdem  geht 
die  Gleichung  (1)  in  die  Gleichung  (2),  also  gehen  die  Wurzeln 
#,  gfr,  ^d'  in  die  Wurzeln  d',  gd',  J'a-',  und  zwar  -Ö-  in  -Ö-'  über. 
Wir  bemerken,  dass  wir  bei  der  Ausführung  der  Substitution  t 
in  den  Zahlen,  resp.  Idealen  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  K  ({,  d")  mit  einer  doppelten  Substitution  zu  thun  haben, 
und  zwar  mit  der  Operation  der  Vertauschung  von  £  mit  g"  in 
den  zugleich  auch  in  iC({;)  liegenden  Zahlen  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers sechsten  Grades  -K'(g, -ö*),  und  ausserdem  noch  mit  der 
Operation  der  Vertauschung  der  ganzen  Zahl  d  mit  der  ganzen 
Zahl 

d''  =  /Ja-, 

wobei  ß  eine  Zahl  in  K(Q  ist*  Diese  letzt  genannte  Operation 
auf  d"  angewandt  kann  auch  durch  Vorsetzung  des  Substitu- 
tionszeichens t  angedeutet  werden,  so  dass  wie  schreiben  können: 
es  ist 

t^  =  ßj^. 

Bei  der  Anwendung  der  Substitution  t  gehen  die  übrigen  zwei 
Wurzeln  fd,  f^d'  der  Gleichung  (1)  in  die  ganzen  Zahlen  g"d',  gd' 
über,  so  dass  wir  schreiben  können: 

ti»  =  g»/}d,        tt^9  —  iß». 
Es  kommt  noch  die  Relation 
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^^  =  ^ 

hinzu,  weil  die  Operation  i^  alle  Zahlen  des  quadratischen  Zahl- 
körpers Jr(C),  also  aach  die  Coefficienten  und  infolge  dessen  auch 
die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  ungeändert  lässt;  es  ist  also 

^  =  1. 

Die  Operationen  1,  8^  8*,  t  erhalten  wir,  indem  wir  die  Operatio- 
nen 1,  s,  $*,  t  mit  der  identischen  Operation  1  der  Gruppe  1,  t 
combiniren.  Es  bleibt  uns  noch  die  Substitution  t  mit  den  Sub- 
stitutionen 8j  s*  zu  verbinden  und  nur  die  folgenden  zwei  zusam- 
mengesetzten Operationen  ts,  ts*  zu  erläutern;  wir  werden  seheUi 
dass  die  Operationen  st  und  sH  uns  nichts  Neues  liefern.  Bei  der 
Anwendung  der  Operation  ts,  resp.  ts'  müssen  wir  in  den  Zahlen 
und  Idealen  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{i,^) 
zunächst  die  ganze  Zahl  d'  mit  £^,  resp.  l^d'  vertauschen  und  hin- 
terher die  Substitution  t  ausführen,  d.  h.  die  ganze  Zahl  ^  durch 
ßd"  und  ausserdem  noch  in  den  zugleich  auch  in  £(£)  liegenden 
Zahlen  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  ir(C,^)  die 
ganze  Zahl  C  durch  T  ersetzen. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  dieses  System  der  Substitutionen 
1,  8j  8*f  tf  ts,  t^  mit  den  früher  angegebenen  Relationen 

<>  =  1,    s»  =  1 

in  der  That  eine  Gruppe  ausmacht.  Um  uns  hiervon  zu  überzeu- 
gen müssen  wir  zusehen,  wie  die  Zahlen  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers sechsten  Grades  K(J^  0-)  sich  bei  der  Anwendung  dieser 
sechs  zusammengesetzten  Operationen  verhalten.  Wir  wollen  dies 
so  machen,  dass  wir  zunächst  den  allgemeinen  Ausdruck  für  eine 
beliebige  Zahl  0  des  Gulois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
K  (C|  ^)j  d.  h.  den  Ausdruck 

6  =  A  +  Bt^  +  rd^ 

angeben  mögen,  wobei  Aj  Bj  F  beliebige  Zahlen  mK(0  sein  mögen, 
oder  prädser  ausgedrückt  die  Werte: 

B  =  a,+  6,{; 

r  =  a,+  6,{: 

besitzen  mögen,  wobei  die  a's  und  die  V8  beliebige  ganze  oder  gebro- 
chene gewöhnliche  rationale  Zahlen  bedeuten,  und  darauf  die  Sub- 
stitutionen 1,  5,  5*,  tj  t8f  ts*  und  stj  sH  anwenden.  Wir  erhalten  fol* 
gende  Formeln: 
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6  =  (a,  +  &,£)  +  (a.  +  6,4)^  +  (a,  +  6.0fr«, 

sO  =  (a,  +  &,t)  + (a, +  &.£){»  +  («,  +  6,£)P*", 

5'e  =  (a,  +  6,0  +  (a.  +  6.0C*  +  («»  +  6,£)Cfr', 

W  =  (a,  +  6,P)+  (a,  +  6.r)/lfr  +  (a,  +  ».f)/»**, 

fee  =  (a,  +  6,0+  («,  +  &,r)r/jfr+  (a,  +  ^ncp'**, 

fe-e  =  (a,  +  6,r)+  (a,  +  6,j;«)Ö»fr  +  (a,  +  6.r)f/JV, 
Ä/e  =  (a,  +  6,D+  K  +  6.r)Äfr  +  (a,  +  6,P)/JTfr", 
i?*^e  =  (a,  +  6,0+  (a,  +  6,D/Jrfr+  (a.  +  6,0/J'tfr". 

Wir  sehen  nimmehr,  dass  folgende  Relationen: 

stets  erfüllt  sind. 

Indem  wir  eine  beliebige  ans  s  and  t  zusammengesetzte  Ope- 
ration durch  die  vier  Erelationen: 

redudren,  erhalten  wir  folgendes  Resultat. 

Das  System  der  sechs  Substitutionen  l,s,s*,t,tSjts* 
(in  dem  oben  erklärten  Sinne)  ist  in  derThat  die  ge- 
suchte Grruppe  sechsten  Grrades  der  Substitutionen 
des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(i^d') 
für  den  Fall 

^  =  ßd: 

Das  System  der  Zahlen  6,  ^6,  8%  M,  ts%  ts^B  bildet  das  System 
der  zu  6  conjugirten  Zahlen.  Indem  wir  die  Operationszeichen 
8  und  t  benutzen,  können  wir  die  sechs  conjugirten  ganzen  Zahlen 
fr,  «fr,  «"fr,  fr'  =  /Jfr,  sfr'  =  /J^fr,  s*fr'  =  /Js'fr  auch  als  die  Zahlen 
fr,  «fr,  «"fr,  ^,  te'fr,  tefr  bezeichnen. 

Bekanntlich  kann  es  vorkommen,  dass  eine  gewisse  Anzahl 
der  Substitutionen  der  Grruppe  des  Galois'schen  Zahlkörpers  für  sich 
allein  eine  Gruppe  ausmacht;  solche  Gruppen  werden  Unter- 
gruppen genannt.    Es  gilt  der  folgende  Satz^). 

Der  Grad  der  Untergruppe  ist  stets  ein  Teiler 
des  Grades  der  Gruppe  der  Substitutionen  des  Ga- 
lois'schen Zahlkörpers. 

Wollen  wir  uns  die  Aufgabe  stellen  alle  Untergruppen  der 
angegebenen  Gruppe  sechsten  Grades  ljS,8*,t,tSjts*  aufzustellen, 
so  brauchen  wir  nur  daria  die  Gruppen  zweiten  und  dritten  Gra- 
des, d.  h.  die  aus  zwei  und  drei  Substitutionen  bestehenden  Grup- 


1)  H.  Weber  ^  Lehrbach  der  Algebra.    Bd.  I  p.602. 
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pen  zu  suchen.  Mit  Hilfe  der  aufgestellten  Relationen  zwischen 
den  Operationen  s  und  t  können  wir  die  Gruppe  der  Substitu- 
tionen des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  Ül(C,  ^)  so- 
fort in  Untergruppen  spalten.  Die  identische  Substitution  1  wird 
in  einer  jeden  Untergruppe  enthalten  sein.    Wir  bekommen: 

1)  drei  Untergruppen  zweiten  Grades: 

a)  die  Untergruppe  l,t  mit  der  Relation 

b)  die  Untergruppe  1,  ts  mit  der  Relation 

{tsy  =  1, 

c)  die  Untergruppe  1,  t^  mit  der  Relation 

(tsy  =  1, 

und 

2)  eine  Untergruppe  dritten  Grades  1,  s,  s^  mit  der  Relation 

s*  =  1. 

Entsprechende  Ueberlegungen  lassen  sich  durchführen  für  den 
Galois' sehen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{i,d')  auch  im  zweiten 
FaUe 

«•'  =  a»\ 

Diese  Bedingung  können  wir  der  Bequemlichkeit  halber  noch 
anders  ausdrücken,  indem  wir  die  Gleichung 

-0-'  =  ad'* 

links  und  rechts  mit  ^  multipliciren  und  uns  des  Umstandes  er- 
innern, dass  die  Zahl 

eiae  ganze  Zahl  in  £*(£)  ist.  Wir  erhalten  dann  die  Bedingung 
worin 

d   :=s    all 

wieder  eine  Zahl  in  K{0  bedeutet,  und  zwar  eine  ganze  Zahl, 
weil  ja  das  Froduct 

eine  ganze  Zahl  in  K{0  ist. 

Indem  wir  ganz  genau,  wie  früher,  verfahren,  finden  wir, 
dass  in  diesem  Falle  die  Gruppe   der  Substitutionen  des  Galois'- 
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sehen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  ür(t,  d)  wieder  die  Gj'/italt 
1,  s,  s',  tj  ts^  ts*  besitzt,  wobei  wir  unter  denselben  Substituuons- 
zeichen  jetzt  nnn  folgende  Operationen  za  verstehen  haben.  Die 
Operationen  8  and  s^  lassen  die  zugleich  auch  in  K{t)  liegenden 
Zahlen,  resp.  Ideale  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
Jr(C,  ^)  ungeändert  und  haben  zur  Folge  die  Yertauschung  der 
ganzen  Zahl  ^  (welcher  jetzt  ganz  andere  Eigenschaften,  als  im 
yorigen  Falle  zukommen)  mit  den  zu  ihr  relativ  conjugirten 
Zahlen  0  und  t^d'.  Bei  der  Anwendung  der  Operation  t  ge- 
hen die  zugleich  auch  in  K{^  liegenden  Zahlen,  resp.  Ideale  des 
Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{ijd)  in  die  zu  den- 
selben conjugirten  Zahlen,  resp.  Ideale,  und  ausserdem  noch  die 
eine  Wurzel,  z.  B.  d^  der  Gleichung  (1)  in  die  Wurzel 

der  Gleichung  (2)  über,  so  dass  wir  schreiben  können,  dass 

wird,  wobei  noch  selbstverständlich  die  Relation 

bestehen  soll.  Nach  diesen  Erläuterungen  der  Bedeutung  der 
Operationen  8  und  t  ist  es  leicht  einzusehen,  was  man  unter  den 
zusammengesetzten  Operationen  ts  und  ts*  zu  verstehen  hat. 

Wir  müssen  noch  zeigen,  dass  die  Operationen  1,  ä,  s*,  tj  tSj  ts^ 
in  diesem  Falle  in  der  That  die  Gruppe  der  Substitutionen  des 
Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(Cy  %)  bilden.  Zu  dem 
Zweck  greifen  wir  wieder  eine  beliebige  Zahl 

e  =  (a,  +  bj:)  +  (a,  +  bj:)»  +  (a,  +  6,£)«* 

des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{J^,d')  heraus, 
worin  die  a's  und  die  Va  rationale  Zahlen  bedeuten,  und  wenden 
darauf  der  Reihe  nach  die  Operationen  1,  Sj  8*,  t,  ts,  t^  und  8t,  8*t 
an.    Wir  erhalten  folgende  Ausdrücke: 

=  («1+  6|ö  +  («2  +  6.ÖC^  +  K+  ^ÖC**! 


s»e  -  (a,  +  6,£)  +  (a.  +  ft.Or^  +  (a,+  6.£)C&', 

3* 
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tee  =  (a,  +  6,0  +  K+6.f)£'|+(a.+  6.P)t|, 

irfe  =  (a,  +  6,?)  +  (o,  +  6.r)  ^  +  («.  +  W  ^ , 

«V6  =  (a,  +  6,n  +  (a,  +  6,r)j5^  +  (a,  +  6,r)  ^. 

Wir  bemerken  wieder,  dass  die  Operationen  st,  s't  uns  nicbts 
Neaes  liefern,  wohl  aber  bekommen  wir  daraus,  als  Zusatz  zu 
den  früher  abgeleiteten  Relationen 

e  =  1,    «•  =  1, 

die  folgenden  neaen  Relationen: 

ts  =  st,    fe*  =s  sV, 
weil 

ist. 

Das  System  der  sechs  Substitutionen  1,  s,  s*,  t,  ts,  t$* 
bildet  eine  Gruppe  und  zwar  die  Gruppe  sechsten 
Grades  der  Substitutionen  des  Galois'schen  Zahlkör- 
pers sechsten  Grades  Kii^d)  für  den  Fall 

Die  Zahlen  6,  ^0,  s*6,  M,  M,  fe'6  sind  die  zu  6  conjugirten  Zah- 
len.   Insbesondere  kö]^len  wir  die  zu  ^  conjugirten  ganzen  Zah- 

A  jf  Ä 

len  d,  8»,  «"♦,  ^'  =  - ,  5*' «, — ,  «•«■'  ==  -1^  in  der  Form  ^,  s^,  5*d, », 

t8»f  t$*d^  darstellen. 

Es  ergiebt  sich  aus  den  Relationen: 

dass  im  Falle 

die  Gruppe  der  Substitutionen  des  Galois'schen  ZahlkSrpers  sechs- 
ten Grades  K  {^  d)  ^ne  besondere  Eigenschaft  besitzt ,  welche 
darin  besteht,  dass  alle  zusammengesetzten  Substitutionen  der 
Gruppe  umkehrbar  sind.     Solche  Gruppen  pflegt  man  bekanntlich 
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mit  dem  Namen  der  commatative'n  oder  Abel' sehen  Grup- 
pen zn  bezeichnen.    Wir  leiten  darans  den  folgenden  Satz  ab: 

Der  Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades 
K(t,»)  ist  im  Falle 

stets  ein  im  Eationalitätsbereiche  1  Abel'scher,  zu- 
gleich ein  cyklischer  Zahlkörper  mit  der  Gruppe 
1,  8,  8\  tj  ts,  t8*j  welche  wir  auch  als  die  Gruppe  {tsy, 
(te)*,  (tsy,  (tsy,  ts,  (fe)*  bezeichnen  können« 

Was  die  Untergruppen  der  Abel' sehen  Gruppe  der  Substitu- 
tionen des  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
K{ijd)  angeht,  so  haben  wir  hier: 

1)  eine  Untergruppe  zweiten  Grades  1,  t  mit  der  Relation 

^«  =  1 
und 

2)  eine  Untergruppe  dritten  Grades  1,  8,  8*  mit  der  Relation 

5»  =  1. 

(Die  von  t  verschiedene  Substitution  ts,  resp.  ts*  mit  der  iden- 
tischen Substitution  1  zusammengenommen  bildet  gar  keine  Gruppe 
zweiten  Grades,  wie  es  im  vorigen  Falle  im  Gegenteil  gewesen 
war,  weil  ja,  z.  B.  die  Substitution  (^5)',  resp.  (te*)*  die  Substitu- 
tion tsts  =:  s^y  resp.  t8*ts^  =  8  liefert,  welche  gar  nicht  dem  Sy- 
stem 1,  t8,  resp.  1,  t8*  angehört). 

Wir  haben  somit  kennen  gelernt,  dass  im  Falle  des  Galois'- 
schen, resp.  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
K{ifd')  die  ganze  Zahl  ^  der  Bedingung 

»  =  /J*, 
resp. 

<»  =  ! 

genfigt.    Aus  der  Relation 

erhalten  wir,  dass  im  ersten  Falle  die  Zahl  ßfß ,  d.  h.  die  in  JiT  (t) 
genommene  Norm  von  /),  gleich  1  und  im  zweiten  Falle  die  ganze 
Zahl  id  gleich  d  sein  müssen.  Daraus  folgt,  dass  die  ganze  Zahl 
ß  stets  eine  Einheit  in  iiC(g)  und,  entsprechend,  d  eine  ganze  ra« 
tionale  Zahl  sind,  weil  nur  die  Einheiten  von  K(f;)  die  in  K(i)  ge- 
bildete Norm  gleich  1  haben  können,  und,  entsprechend,  nur  die 
gewöhnlichen  rationalen  Zahlen  bei  der  Anwedung  der  Substitut 
tion  t  ungeändert  bleiben.    Indem  wir  die  Eigenschaften  der  gan- 
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zen  Zahl  <»  auf  die  in  K(i)  ganze  Zahl 

übertragen,    schliessen  wir,  dass  dieselbe  im  ersten  Fall  die  Be- 
dingung 

im  zweiten  Falle  die  Bedingung 
erfüllen  mnss. 


§3. 

Zerlegung  der   rationalen  Primzahlen  in  dem  quadratischen 

Zahlkörper  K(t).      Darstellung   der  in   K(j£,)    ganzen    Zahl 

^  =  ^'  im  Falle  des  Galois'schen,  resp.  Galois'schen  Abel'- 

schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  JE^  (£;,  d). 

Ehe  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  die  Bedingung,  welcher 
die  ganze  Zahl  |i  im  Falle  des  Galois'schen,  resp.  Galois'schen 
Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  i^(S,  d)  genügt,  uns  naher 
ins  Auge  fassen. 

Es  ist  (i  als  eine  ganze  Zahl  in  K{i)  definirt  worden.  Als 
solche  wird  sie  gewisse  Einheiten  und  Primzahlen  des  quadrati- 
schen ZahlkSrpers  K(Q  enthalten,  deren  Charakter  aus  den  oben 
angeführten  Bedingxmgen  jetzt  nun  näher  bestimmt  werden  soll 

Bekanntlich  sind  die  Einheiten  des  quadratischen  Zahlkörpers 
jr(6)  die  folgenden  ganzen  Zahlen*):  1,  —1,  f,  — g,  f',  — g*,  die  wir 
als  ±C^  darstellen  können,  worin  die  ganze  rationale  Zahl  c  die 
Werte  0,  1,  2  durchlaufen  soll. 

Es  ist  also  stets 

/J»  =  ±1. 

Die  gewöhnlichen  rationalen  Primzahlen  lassen  folgende  Zer- 
legung in  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{i)  zu^): 
1)  die  rationalen  Primzahlen 

p  s  1  (mod  3) 

zerfallen  in  das  Product  zweier  verschiedener,   zu  einander  con- 


1)  „Bericht^,  p.  284« 

2)  „Bericht«"  p.282. 
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Jagirier  Primzahlen  ir  und  tfe,  welche  stets  in  der  primären  Form 
angenommen  werden  können,  d.  h.  in  der  Form : 

«  =  a'  +  Vi,    tx  =  a'  +  bV, 
worin 

a'  =  -1  (mod  3),    6'  =  0  (mod  3) 

sind; 

2)  die  rationalen  Primzahlen 

1>  =  — 1  (mod  3) 

bleiben  unzerlegbar  in  K(C)'j 

3)  die  rationale  Primzahl  3  wird  gleich  dem  Quadrate  der 
Primzahl  1  — C;  abgesehen  von  der  Einheit  —  C;  es  ist  nämlich: 

3  =  -P(l-£)'  =  -PA«, 

worin  wir  die  Primzahl  1— C  mit  X  bezeichnet  haben. 

Bekanntlich  ist  die  Anzahl  der  Idealklassen  in  diesem  Zahl- 
körper gleich  1.  In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{Z)  gelten 
noch  die  gewöhnlichen  Teilbarkeitsgesetze,  eine  jede  Primzahl  des 
quadratischen  Zahlkörpcrs  K{0  von  den  drei  genannten  Typen 
definirt  ein  Primideal,   welches  zugleich  ein  Hauptprimideal  wird. 

Denken  wir  uns  die  in  K{0  ganze  Zahl  fi  als  Product  aus 
einer  Einheit  und  aus  den  verschiedenen  Primzahlen  des  quadra- 
tischen Zahlkörpers  JSr(Q  in  gewissen  Potenzen  zusammengesetzt 
und  berücksichtigen  wir  femer,  dass  wir  zur  Definition  des  Zahl- 
körpers sechsten  Grades  K{t,  ^)  die  dritte  Wurzel  aus  ^i  ziehen, 
so  sehen  wir  sofort  ein,  dass  diejenigen  in  [i  aufgehenden  Prim- 
zahlen von  K{Z),  deren  Exponenten  Multipla  von  3  sind,  vor  das 
Zeichen  der  Cubikwurzel  gestellt  werden,  also  auch  keinen  Ein- 
fluss  auf  die  Natur  des  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{i,  d)  aus- 
üben können.  Die  Eigenschaften  des  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
K(C  ^)  hängen  ab  nur  von  denjenigen  in  fi  aufgehenden  Primzah- 
len des  quadratischen  Zahlkörpers  K{0,  welche  unter  dem  Zei- 
chen der  Cubikwurzel  in  der  ersten  oder  zweiten  Potenz  stehen 
bleiben,  nachdem  wir  die  dritte  Wurzel  aus  fi  ausgezogen  haben. 
Es  soll  jetzt >*  diejenige  in  K{i)  ganze  Zahl  bedeuten,  die  uns 
übrig  geblieben  ist,  nachdem  wir  alle  dritten  Potenzen  der  in  fL 
aufgehenden  Primzahlen  von  Ar(Q  weggeschafft  haben.  Es  wer- 
den dann 

sein,  worin  fi^  eine  ganze  Zahl  in  K(j[)  und 
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eine  ganze  Zahl  in  iC(C,  ^)  bedeuten,  wobei  wir  mit  d^  eine  be- 
stimmt aasgewählte  dritte  Worzel  ans  {i*  bezeichnet  haben.  Die 
ganze  Zahl  fL*  enthält  ausser  einer  Einheit  noch  die  Primzahlen 
des  quadratischen  Zahlkörpers  K(l^  nur  in  der  ersten  oder  «wei- 
ten Potenz.  Es  ist  klar,  dass  die  Zahlkörper  sechsten  Grades 
K(l^jd')  und  K{^,d*)  mit  einander  übereinstimmen,  und  dass  ausser- 
dem die  oben  für  die  ganze  Zahl  (i  aufgestellten  Bedingungen, 
auf  die  in  K(0  ganze  Zahl  ^*  angewandt,  folgendermassen  lauten: 

worin  die  ganze  Zahl 

eine  Einheit  in  K{t)  ist  und  die  Zahl 

8*  =s 


eine  ganze  rationale  Zahl  sein  soll,  weil  ja  ii*tii*  ebenfalls  eine 
solche  ist. 

Indem  wir  für  die  ganze  Zahl  (i*  das  Product  einer  beliebi- 
gen Einheit  ±  ^  mit  den  ersten  und  zweiten  Potenzen  der  in  be- 
liebiger Anzahl  genommenen  Repräsentanten  der  drei  Typen  der 
Primzahlen  von  Ar(£)  und  den  entsprechenden  Ausdruck  für  tfi*, 
welchen  wir  aus  dem  Ausdrucke  für  ^*  durch  Anwendung  der 
Substitution  t  erhalten,  hinschreiben,  bekommen  wir  folgende  For- 
meln : 

worin  wir  mit  äj,  ä,,  .  .  .,  jr^,«^^  die  Primzahlen  der  ersten  Art,  mit 
PuPi  •  •  M  ft  die  Primzahlen  der  zweiten  Art  von  K{Z)  bezeichnen, 
die  Exponenten  c,  c^,  c„  . . .,  c^,  d„  d^,  . .  .,  d^,  c„  c„  . . .,  c„  faxe  Werte 
0,  1,  2  durchlaufen  sollen  und 

sind. 

Wir  betrachten  zunächst  den  ersten  Fall 

tu* 
Diese  Gleichung  drückt  aus,   dass   die  Zahl   -^  infolge   der 

Bediigmig  " 

gleich  der  dritten  Potenz  der  Einheit  ß*  (d.  h.  gleich  1  oder  —1) 
ausfällt.    Daraus  schliessen  wir  folgendes: 
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1)  die  ganzen  rationalen  Zahlen  g  and  h  sollen  gleiche  Werte 
besitzen,  die  Exponenten  c,  and  d^^  resp.  c,  and  d,,  . . .,  resp.  e^ 
nnd  d^  müssen  ebenfalls  einander  gleich  sein,  d.  h.  die  ganze  Zahl 
II*  darf  die  rationalen  Primzahlen 

p  =  1  (mod  3) 

in  der  ersten  oder  zweiten  Potenz  enthalten; 

2)  die  gewöhnlichen  rationalen  Primzahlen 

p  s  —1  (mod  3) 

dürfen  stets  in  der  ganzen  Zahl   fi*  in   der  ersten   oder  zweiten 
Potenz  aufgehen; 

3)  der  Factor  X,  resp.  A'  darf  nar  dann  in  (i*  auftreten,  wenn 
die  Einheit  gleich  ±  Ci  resp.  ±  T  wird ;  ist  aber  die  Einheit  gleich 
±  1,  so  darf  fi*  weder  durch  A,  noch  durch  A'  teilbar  sein. 

Zusammenfassend  können  wir  sagen: 

Wir  erhalten  folgende  Darstellung  für  die  ganze 
Zahl  /**,  indem  wir  mit  P,  resp.  Pj  das  Product  aller 
möglichen  in  (n*  in  der  ersten,  resp.  zweiten  Potenz 
aufgehenden  rationalen  Primzahlen 

p  =  ±1  (mod  3) 


bezeichnen: 


Im  FaUe 


^*  =  ±  PFl,  _ 

II*  =  ±  PPltX     =  ±  PPl  V-3, 
fi*  =  ±PPjrA'  =  ±3PPJ. 


ist  li^*  entweder  eine  ganze  rationale  Zahl,  welche  eventuell  auch 
durch  3  teUbar  sein  kann ,  oder  eine_zu  3  prime  ganze  rationale 
Zahl,  mulüplicirt  mit  dem  Factor  ^—3. 

Mithin  ist  die  Einheit  /9*  folgender  zwei  Werte: 

/l*  =  1 
oder 

fähig. 

Es  ist  klar,  dass  die  ganze  Zahl  ft*  nur  dann  eine  durch  3 
teilbare  ganze  rationale  Zahl  oder  eine  mit  dem  Factor  >f^  mul- 
tiplicirte  zu  3  prime  ganze  rationale  Zahl  sein  kann,  wenn  die 
ganze  algebraische  Zahl  fi  solche  eine  Potenz  von  ^^  als  Factor 
enthält,  deren  Exponent  zu  3  prim  ausfällt.  Nun  können  wir 
aber  die  ganze  Zahl 
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vollkommen  durch  die  ganze  Zahl 

*»**  =  ^  =  -3PP. 

ersetzen,  weil  ja  die  bestimmt  ausgewählte  dritte  Warzel  sowohl 
ans  der  ganzen  Zahl  ^*,  als  anch  ans  der  ganzen  Zahl  ii,**,  zn 
dem  quadratischen  Zahlkörper  K(j^)  adjnngirt,  denselben  Zahlkör- 
per sechsten  Grades  K  (f,  0"*)  definirt.  Wir  können  also  stets  die 
ganze  Zahl  fi*,  falls  dieselbe  einer  mit  dem  Factor  V— 3  multipli- 
cirten  zn  3  primen  ganzen  rationalen  Zahl  gleich  ist,  durch  die 
entsprechende  durch  3  teilbare  ganze  rationale  Zahl  fi**  ersetzen. 
Wir  wollen  doch  im  Folgenden  die  beiden  Formen  von  fi*  in  die- 
sem Falle  getrennt  anführen  und  dabei  beachten,  dass  sie  stets  zu 
der  Entstehung  eines  und  desselben  Zahlkörpers  sechsten  Grrades 
K{C,^)  Anlass  geben. 

Ausserdem  geben  auch  alle  ganzen  Zahlen  fi*,  welche  sich  nur 
um  Vorzeichen  unterscheiden,  ebenfalls  Anlass  zu  der  Entstehung 
desselben  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{C,d*),  weil  ja  dieser 
Zahlkörper,  ausser  der  ganzen  Zahl 

auch  die  ganze  Zahl 

d**  =  \/'^  =  — ^ 
enthält. 

Dabei  soll  ft*  von  ±  1  verschieden  angenommen  werden,  weil 
die  ganzen  Zahlen  ^  und  —^*j  wobei 

ausfallen,  bei  der  Adjunction  derselben  zu  dem  quadratischen 
Zahlkörper  ir(Q  uns  keinen  Zahlkörper  sechsten  Grades,  wohl 
aber  den  quadratischen  Zahlkörper  K{0  wieder  liefern. 

Daraus  folgt,  dass  im  Falle  des  Galois^schen 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  i^(C}^)  die  ganze  Zahl 
li*f   welche  die  Eigenschaft 

besitzt,  stets  von  einer  Einheit  verschieden  sein 
solL 

Nun  gehen  wir  zu  dem  zweiten  Falle 

über. 
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Ans  dieser  Bedingung  finden  wir,  dass  die  ganze  Zahl  |j.^,  ab- 
gesehen von  den  Einheiten  ±  1,  ±  g,  ±  (',  nar  die  Primzahlen  n, 
in  der  ersten  Art  von  £'(()  enthalten  kann,  und  zwar:  geht  der 
eine  Factor,  z.  B.  9C  in  der  zweiten  Potenz  in  |i*  aof,  so  moss  der 
zu  ihm  CQBJugirte  Factor  tfc  in  der  ersten  Potenz  in  (l*^  auftre- 
ten; (L*  darf  weder  durch  eine  rationale  Primzahl 

p  =  —1  (mod  3), 

noch  dorch  A,  resp.  X^  teilbar  sein,  weil  ja  weder 

ptp  =  p*, 
noch 

m=  3, 

resp. 

XHX^  =  3« 

die  dritte  Potenz  einer  ganzen  rationalen  Zahl  sein  können. 

Nehmen  wir  an,  bloss  nm  die  Gedanken  zn  fixi- 
ren,  dass  \k*  nur  einen  einzigen  der  Factoren  x  ent- 
hält, so  bekommen  wir  für  ^*,  z.B.  den  folgenden 
Ausdruck: 

worin   s  eine  beliebige   der   Einheiten  ±1,  ±  (,  ±  g' 
bedeuten  kann  und 

p  =  1  (mod  3) 
ist« 

Die  Bedingung:  S*  soll  einer  ganzen  rationalen  Zahl  gleich 
ausfallen,  wird  stets  erfüllt',  es  ist 

d*  —  i>, 

und  zwar  wird  dabei  8*  der  Congruenz 

d*  3  1  (mod  3) 
genügen. 

Insbesondere  können   die  Factoren  sr,  tn  in  (i*  fehlen ,  dann 

wird  ft*  eine  Einheit  iu  K{t)  sein.    Wir  finden,   dass  die   ganze 

Zahl 

resp. 

welche  gleich  1,  J,  g*,  resp.  —1,  — g,  — g*  sein  kann,  uns  keinen  Zahl- 
korper  sechsten  Grades,  wohl  aber  den  quadratischen  Zahlkörper 
K{t)  definirt.  Ln  Falle,  dass  (i*  eine  Einheit  ist,  erhalten  wir 
dann  und  nur  dann  einen  Galois'schen  Aberschen  Zahlkörper 
sechsten  Grades  K{if  9*)^  wenn  wir  die  ganze  Zahl  n*  gleich  ±  C 
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oder  ±{;'  axmelimen.     Es  ist  evident,   dass   die   vier  Galois'schen 
Abel' sehen  Zahlkörper  sechsten  Grrades: 

K{i»X  K(t,  -dj,  jsra,^.),  Kit,  -dj, 

worin  _ 

sind,  mit  einander  übereinstimmen. 


§4. 

Aufstellung  der  Relationsdiscriminante  des  Galois'schen ,  resp. 
Qalois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  f  (C,  ^) 
in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K{C}.  Berechnung 
der  Discriminante  des  Galois'schen,  resp.  Galois'schen,  Abel'- 
schen Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{i,9). 

Nachdem  wir  in  §  2  erläutert  haben ,  dass  der  Zahlkorper 
sechsten  Grades  K(jC,d')  als  ein  relativ-cnbischer  Zahlkörper  in 
Bezug  auf  K{t)  aufgefasst  werden  kann,  wollen  wir  diese  Eigen- 
schaft des  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K^i^d)  dazu  benutzen,  die 
Discriminante  des  Galois'schen,  resp.  Galois'schen  Abel'schen  Zahl- 
körpers sechsten  Grades  K^jd)  hier  zu  berechnen. 

Unter  der  Discriminante  D  eines  beliebigen  Zahl- 
körpers K  versteht  man  das  Quadrat  der  aus  den  Ba- 
siszahlen des  Zahlkörpers  K  und  den  zu  ihnen  conju- 
girten  Zahlen  gebildeten  Determinante^}. 

Sind  die  Basiszahlen  des  Zahlkörpers  K  bekannt,  so  kann  man 
sofort  die  Grösse  der  Discriminante  D  berechnen.  In  dem  Falle 
aber,  dass  der  Zahlkörper  K  einen  Unterkörper  h  besitzt,  in  Bezug 
auf  welchen  er  ein  Relativkörper  vom  Relativgrade  r  ist,  giebt  es 
noch  einen  anderen  Weg  zur  Berechnung  der  Diskriminante  D, 
den  wir  auch  jetzt  einschlagen  wollen,  indem  wir  hier  den  Begriff 
der  Relativdiscriminante  des  Relativkörpers  K  vom  Relativgrade 
r  bezüglich  seines  Unterkörpers  h  einführen. 

Unter  der  Relativdiscriminante  Dj^  des  ZahlkSr- 
persfin  Bezug  auf  den  Zahlkörpers  X;  versteht  man 
den  grössten  gemeinschaftlichen  Teiler  der  Rela- 
tivdiscriminanten  aller  ganzen  Zahlen  des  Relativ* 
körpers  K. 


1)  „Bericht«  p.  194. 
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Zwischen  den  Grössen  der  Discriminante  2)  des 
Relativkörpers  JST,  seiner  Relativ  discriminante  Dj^  in 
Bezug  auf  den  Unterkörper  k  and  der  Discriminante 
d  des  Unterkörpers  k  besteht  ein  wichtiger  Znsam- 
menhang, welcher  in  der  Formel 

Aasdrnck  findet,  wobei  m(2)J  die  in  dem  Unterkörper 
k  genommene  Norm  der  Relativdiscriminante  D^  be- 
deutet^). 

Speciell  werden  wir  hier  die  Relativdiscrimi- 
nanteD^des  relativ-cnbischenZahlkörpers  sechsten 
Grades  K{^^9i)  in  Bezng  anf  seinen  quadratischen  Un- 
terkörper K{^  als  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Teiler  der  Relativdiscriminanten 

aller  ganzen  Zahlen  A  des  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  K{1^^^)  definiren. 

Zwischen  der  Discriminante  D  des  relativ-cubi- 
schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  £^(C,^),  seiner 
Belativdiscriminante  D^  in  Bezug  auf  den  quadrati- 
schen Zahlkörper  K{}^  und  der  Discrimnante  d  des 
quadratischen  Zahlkörpers  £(£)  soll  nun  die  Relation 

bestehen,  wobei  n(i)J  die  im  quadratischen  Zahl- 
korper  £(£)  genommene  Norm  der  Belativdiscrimi- 
nante  D«  von  K{]^%)  in  Bezug  auf  K(^  bedeutet. 

Die  Belativdiscriminante  eines  beliebigen  Zahlkörpers  in  Be- 
zug auf  seinen  Unterkörper  ist  im  Allgemeinen  ein  Ideal,  sie  kann 
^ber  insbesondere  ein  Hauptideal  sein,  wie  es  hier  auch  der  Fall 
wird. 

Haben  wir  nun  den  Wert  der  Belativdiscriminante  D^  des  Zahl- 
korpers  sechsten  Grades  K{]ifi)  in  Bezug  auf  K{Q  auf  irgend  eine 
Weise  gefunden,  so  können  wir  sofort  den  absoluten  Wert  der 
Discriminante  D  des  Zahlkörpers  sechsten  Grades  £^(C,  %)  mit  Hilfe 
der  angegebenen  Formel  berechnen.  Das  Vorzeichen  der  Discri- 
minannte  D  kann  leicht  infolge  der  Ueberlegung  bestimmt  werden, 
dass  die  von  0  verschiedenen  in  K{Ji^9)  gebildeten  Discriminanten 


1)  ,,Berioht'  p.  206. 


46 

aller  entsprechenden  ganzen  Zahlen  des  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
K{i^jd')  stets  dasselbe  Vorzeichen  besitzen,  wie  die  Discriminante 
D  des  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K^jd)  selbst. 

unsere  Aufgabe  ist  nun  die  Gestalt  der  Relativdiscriminante 
Dj,  von  K{i,d')  zu  finden. 

Dies  geschieht  auf  Grund  der  in  dem  ^Berichte"  des  Herrn 
Pr.  Dr.  D.  Hilbert  bewiesenen  Sätze  zur  Berechnung  der  Re- 
lativdiscriminante des  Kummer'schen  Zahlkörpers  ^). 

Der  Zahlkörper  sechsten  Grades  K(ifd')  erscheint  nämlich  als 
ein  specieller  Fall  des  Kummer'schen  Zahlkörpers. 

Der  Kummer'sche  Zahlkörper  entsteht  auf  Grund  des  Kreis- 
körpers der  Zten  von  1  verschiedenen  Einheits Wurzel  (worin leine 
ungerade  rationale  Primzahl  ist)  durch  Adjunction  zu  demselben 
einer  bestimmt  ausgewählten  Wurzel  der  im  Kreiskörper  irredu- 
cibelen  reinen  Gleidiung  Zten  Grades: 

aj^-fi  =  0, 

worin  fi  eine  ganze  Zahl  des  Kreiskörpers  bedeutet. 

Im  Falle  des  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{i,9)  ist  nun 

l  =  3 

und  wir  können  alle  Sätze  über  die  Ermittelung  der  Relativdis- 
criminante des  Kummer'schen  Zahlkörpers  in  Bezug  auf  den  Kreis- 
körper der  { ten  Einheitswurzel  unmittelbar  auf  unseren  Fall  hier 
übertragen. 

Wir  wissen  bereits,  dass  es  im  quadratischen  Kreiskörper 
K{0  nur  Hauptideale  giebt.  Infolge  dessen  ist  es  eigentlich  nicht 
nöthig  von  den  Idealen  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{0  zu 
sprechen.  Wir  wollen  es  doch  bei  der  Berechnung  der  Relativ- 
discriminante D^  des  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K  (C,  ^)  in  Bezug 
auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K{J^  thun,  um  dieses  Verfahren 
in  dem  zweiten  Teile  vorliegender  Arbeit  verallgemeinem  zu 
können. 

Wir  bezeichnen  mit  dem  Buchstaben  p  diejenigen  Hauptprim- 
ideale des  quadratischen  Zahlkörpers  K{Qj  welche  aus  den  Prim- 
zahlen X  der  ersten  Art,  resp.  p  der  zweiten  Art,  wobei  be- 
kanntlich 

p  =  -1  (modS) 

ausfallti  in  £~(C)  entspringen;  es  wird  dann 


1)  „Bericht*'  p.  892. 
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resp. 

P  =  (P) 

sein.  Es  bezeichne  weiter  I  dasjenige  Haaptprimideal,  welches 
dorch  X  definirt  wird,  es  ist  also 

i  =  (A). 

Bei  der  Anwendnng  der  Substitation  t  auf  die  Hauptprim- 
ideale p  und  I  gehen  die  Hauptprimideale 

P  =  W 
in  die  zu  ihnen  conjugirten  Hauptprimideale 

tp  =  (tx) 

über;  die  Hauptprimideale 

P  =  iP), 
worin 

p  =  — l(mod3) 

ist,  und  I  bleiben  dabei  ungeändert,  weil  die  rationalen  Primzahlen 
p  sich  bei  dieser  Substitution  gar  nicht  und  die  ganze  Zahl  X  sich 
nur  um  eine  Einheit^  nämlich  um  die  Einheit  —  g*  ändern.  Da 
aber  diejenige  Zahl,  welche  ein  Hauptideal  definirt,  stets  nur  bis 
auf  eine  Einheit  bestimmt  werden  kann,  so  ist  das  Hauptprimideal 

I  =  (A) 

mit  dem  Hauptprimideal 

n  =  (tk)  =  (-eU) 
identisch. 

Bilden  wir  uns  in  A'(g)  die  Normen  der  Hauptprimideale 
p,tp  und  I,  so  erhalten  wir  folgende  drei  Fälle,  indem  wir  die 
Normen  der  Hauptprimideale  p,tp  und  I  mit  n(p),  n(ip)  und  n(() 


[  bezeichnen : 


wenn 


ist; 


1)  p  =  (ä),  n{p)=p, 
tp  =  (^«),  n(tp)  =p, 

jp  =  1  (mod  8) 

2)  P  =  (P),  n{p)  =  p\ 
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worin 

p  =  —  1  (mod  3) 
aasfallt ; 

3)        n(l)  =  3. 

Die  Norm  eines  Primideals  ist  bekanntlich  diejenige  ganze 
rationale  Zahl,  welche  die  Anzahl  aller  nach  diesem  Primideal  in- 
congruenten  ganzen  Zahlen  des  Zahlkorpers  angiebt.  Biese  ganze 
rationale  Zahl  definirt  zugleich  dasjenige  rationale  Hanpüdeal, 
welches  ans  dem  Froducte  aller  zn  dem  betreffenden  Primideal 
conjngirten  Primideale  gebildet  wird.  Die  Norm  eines  Primideals 
ist  stets  eine,  z.  B.  fte  Potenz  derjenigen  rationalen  Primzahl  jp, 
welche  das  durch  das  betreffende  Primideal  teilbare  rationale 
Primzahlhauptideal  (p)  deünirt.  Der  Exponent /* heisst  der  Grad 
dieses  Primideals^). 

Wir  sehen  daraus,  dass  die  Hauptprimideale  (sr),  {tjt)  und  ( 
zu  den  Primidealen  ersten,  die  rationalen  Hauptprimideale  (p), 
worin 

p  =  -l(mod  3) 

ist,  zu  den  Primidealen  zweiten  Grades  gehören. 

Zur  Ermittelung  der  Relativdiscriminante  D^  des  Eummer'schen 
Zahlkörpers  Jr(g, -0")  "Vom  Grade  1(1—1)  in  Bezug  auf  den  Kreis- 
körper K{i)  der  Item  Einheitswurzel 

2%n 


wobei  die  ganze  Zahl 


:-e', 


%^  =  \jll 


eine  bestimmt  ausgewählte  Zte  Wurzel  aus  einer  ganzen  Zahl  fi 
des  Ereiskörpers  K(1j^^  welche  nicht  zugleich  die  2te  Potenz  einer 
Zahl  in  K{^  wird,   und  l  eine   ungerade  rationale  Primzahl   be- 
deuten, haben  wir  das  folgende  fundamentale  Theorem'). 
Geht  ein  von  dem  Primideal 

I  =  (A)  =  (l-ö 

verschiedenes  Primideal  q  des  Ereiskorpers  K{tj^  in 
dem  Hauptideal  (fi)  genau  zuraten  Potenz  auf,  so  ent- 
hält, wenn  der  Exponent  ezu  l  prim  ist,  die  Belativ- 


1)  „Bericht"  p.  189. 

2)  „Bericht«  p.  898. 
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discriminante  des  Enmmer'schen  Zahlkörpers  K(ijd) 
in  Bezug  auf  K(IQ  genaa  die  Potenz  (f'^  von  q  als  Fac- 
tor. Ist  dagegen  der  Exponent  e  ein  Vielfaches  von 
If  so  fSllt  diese  Belativdiscriminante  prim  zu  q  aas. 

Was  das  Primideal  I  betrifft ,  so  können  wir  zunächst  den 
Umstand  ansschliessen,  dass  das  Hauptideal  (ji)  durch  t  teilbar  ist 
und  dabei  I  genau  in  einer  solchen  Potenz  enthält,  deren  Exponent 
ein  vielfaches  von  l  ist;  denn  alsdann  könnte  die  ganze  Zahl  ft 
sofort  durch  eine  ganze  Zahl  ft*,  wobei  das  Hauptideal  (ji*)  zu  I 
prim  ausfällt,  ersetzt  werden,  so  dass  der  Zahlkörper  iT ((,<&*), 
worin  S*  eine  bestimmt  ausgewählte  He  Wurzel  aus  der  ganzen 
2^hl  II*  bedeutet,  derselbe  Zahlkörper  wie  Kd^d")  ist.  Unter 
Ausschluss  des  genannten  Umstandes  haben  wir  die  zwei  mögli- 
lichen  Fälle,  dass  (ji)  genau  eine  Potenz  von  I  enthält,  deren  Ex- 
ponent zu  l  prim  ist,  oder  dass  {(i)  nicht  durch  I  teilbar  ist. 

Im  ersteren  Falle  ist  die  Belativdiscriminante 
von  K{t,»)  in  Bezug  auf  K(t)  genau  durch  die  Potenz 
r*"'  von  (  teilbar.  Im  zweiten  Falle  sei  u  der  höchste 
Exponent,  für  den  es  eine  Zahl  a  in  £'(()  giebt,  so  dass 

fi  =  0^  (mod  I*) 

ausfällt.  Jene  Belativdiscriminante  ist  dann  im  Falle 
u^l  zu  I  prim;  sie  ist  dagegen  im  Falle  u  <:l  genau 
durch  die  Potenz  Iö-»>«--+"  von  I  teilbar. 

Was  den  Beweis  dieses  Fundamentalsatzes  angeht,  so  möge 
min  ihn  in  dem  ,|Berichte^  von  Prof.  Dr.  D.  Hilbert  nachlesen. 
Wir  haben  hier  nur  die  Besultate  zusammenstellen  wollen,  soweit 
es  unsere  Zwecke  angeht. 

Diesen  Satz  woUen  wir  nun  zur  Anwendung  bringen,  um  die 
Belativdiscriminante  Dj,  des  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(tt^) 
in  Bezug  auf  den  quadratischen  Ereiskörper  K{t)  der  dritten 
Einheitswurzel 

i-e      -        2 

za  ermitteln.  Indem  wir  die  ungerade  rationale  Primzahl  l  gleich 
3  ansetzen,  können  wir  den  angeführten  Satz  in  unserem  Falle 
folgendermassen  aussprechen: 

Geht  ein  ein  von  dem  Hauptprimideal 

I  =  (i)-(W)    . 

verschiedenes  Hanptprimideal  q  des  qaadrati- 

4 


sehen  Kreiskörpers  K{t)  in  dem  Haaptideal  (ii) 
genan  zur  eten  Potenz  auf,  so  enthält,  wenn  der 
Exponent  e  zu  3  prim  ist,  die  Belativdiscriminante 
Dj^  des  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(t,d')  in  Be- 
zug anf  K(0  genan  die  zweite  Potenz  dieses  Hanpt- 
primideals  als  Factor;  ist  der  Exponent  6  dage- 
gen ein  Vielfaches  von  3,  so  fällt  die  Relativdis- 
criminante  D^  prim  zn  diesem  Hanptprimideal  aus. 

Das  heisst,  mit  anderen  Worten,  dass  diese  Belatiydiscrimi- 
nante  D^  genau  die  Quadrate  aller  von  I  verschiedenen  in  dem 
Hauptideal  (ji*)  aufgehenden  Primidealfactoren  q  enthält.  Die 
Hauptprimideale  q  können  dabei  die  Werte 

q  =  p  =  (ä),    q  =  f p  =  (te),    q  =  p  =  (p\ 

worin 

j)  =  — 1  (mod  3) 
ausfallt,  besitzen. 

Was  das  Hauptprimideal  l  angeht,   so  müssen 

wir  folgende  zwei  Fälle  unterscheiden: 

1)  ist  das  Hauptideal  (ft*)  durch  I,  resp.  l*  teilbar, 
so  enthält  die  Relativdiscriminante  Dj,  genau  die 
Potenz  V  als  Factor; 

2)  fällt  das  Hauptideal  (ft*)  prim  zulaus,  so 
können  wir  stets  eine  Zahl  a  in  £(g)  finden,  so 
dass  die  ganze  Zahl 

l»,*  s  cf  (mod  I") 

wird,  worin  u  zugleich  den  höchsten  Exponenten 
bedeuten  soll;  ist  nun  u^8,  so  fällt  die  Relativ- 
discriminante D^  prim  zu  I  aus;  ist  aber  dieser  höch- 
ste Exponent  u  gleich  1,  resp.  2,  so  wird  die  Rela- 
tivdiscriminante A  genau  durch  l*  resp.  I^  teil- 
bar sein. 

Dieser  angeführte  Satz  giebt  uns  Mittel  die  Relativdiscrimi- 
nante D«  eines  beliebigen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(tfd)  in 
Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K{t)  aufzustellen. 

Wir  wollen  es  hier  aber  nur  für  den  Fall  des  Galois' sehen, 
resp.  Galois'schen  Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K  ({,  &) 
durchführen. 

Wir  beginnen  mit  dem  ersten  Falle  des  Galois^schen  Zahl- 
körpers  sechsten  Grades  Jr((,d),  in  welchem 

ausfällt. 
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Wir  wissen  bereits,  dass  in  diesem  Falle  die  ganze  algebrai- 
sche 2iahl  II*  die  Primzahlen  a,  zugleich  auch  tx,  und  die  ratio- 
nalen Primzahlen  p,  wobei 

jp  s  -1  (modS) 

ist,  in  der  ersten  oder  zweiten  Potenz,  also  das  Hauptideal  (ji*) 
die  Hauptprimideale  («),  zugleich  auch  (/»),  und  die  rationalen 
Hauptprimideale  (;>),  wobei 

p  s  — 1  (mod  3) 

ausfallt,  in  der  ersten  oder  zweiten  Potenz  enthalten  dürfen. 

Daraus  schliessen  wir,  dass  die  Belativdis- 
criminante  D^  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechs- 
ten Grrades  K{C,^)  in  Bezug  auf  den  quadratischen 
Zahlkörper  jBr(Q  genau  die  Quadrate  derjenigen 
rationalen  Primzahlhauptideale  (p),  worin 

p  =  1  (mod  3) 

ist,  deren  Hauptprimidealfa ctoren  (sr),  (^^r)  in  Qi*) 
and  genau  die  Quadrate  derjenigen  rationalen 
Primzahlhauptideale  (p),    worin 

jp  =  — 1  (mod  3) 

ausfällt,  welche  in  Qi*)  in  der  ersten  oder  zweiten 
Potenz  auftreten,   als  Factoren  enthält. 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  zu  untersuchen,  unter  welchen  Um- 
ständen die  Relativdiscriminante  D^  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
sechsten  Grades  K  (C,  &)  in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkör- 
per K{0  den  Factor  I  enthalten  wird. 

Wir  haben  gesehen,  dass  im  Falle  des  Galois' sehen  Zahlkör- 
pers sechsten  Grades  K  (C,  d)  die  ganze  Zahl  fi*  entweder  eine 
durch  3  teilbare,  oder  eine  mit  dem  Factor  V-'3  multiplicirte  zu 
3  prime  ganze  rationale  Zahl,  oder  eine  nicht  durch  3  teilbare 
ganze  rationale  Zahl  sein  kann. 

Ist  nun  die  ganze  Zahl  ii*  eine  durch  3  teilbare, 
oder  eine  mit  dem  Factor  V^—S  multiplicirte  zu  3  prime 
ganze  rationale  Zahl,  so  wird  die  Relativdiscrimi- 
nante D^  genau  die  Potenz  I"  als  Factor  enthalten. 

Wird  aber  für  ft*  eine  nicht  durch  3  teilbare  ganze  rationale 
Zahl  gewählt,  so  muss  man  zwei  Fälle  auseinander  halten. 

Wir  teilen  nämlich  alle  nicht  durch  3  teilbaren  ganzen  ratio- 
nalen Zahlen  in  zwei  Klassen  ein :  in  die  erste  Klasse  werfen  wir 

4* 


1 


62 

alle  diejenigen  ganzen  rationalen  Zahlen,  welche  congruent  ±  1 
genau  nach  3,  d.  h.  nach  A*,  und  in  die  zweite  Klasse  alle  diejeni- 
gen ganzen  rationalen  Zahlen,  welche  congruent  ±  1  mindestens 
nach  9,  d.  h.  nach  A*  ausfallen. 

Gehört  nun  die  ganze  rationale  Zahl  (i*  zu  der  ersten  Klasse, 
so  können  wir  keine  rationale  Zahl 

resp.  keine  algebraische  Zahl 

a  =  a'  +  V  \J^ 
finden  derart,  dass 

Ik*  ^  cf  mindestens  nach  A' 
ausfällt. 

Es  ist  klar,  dass  die  rationale  Zahl  p*  eine  ganze  rationale, 
resp.  die  algebraische  Zahl  a'  +  V\f^  eine  in  iC(J;)  ganze  alge- 
braische Zahl  sein  soll,  weil  ja  die  Differenz  (**— p'*  eine  minde- 
stens durch  ^  teilbare  ganze  rationale  Zahl,  resp.  die  Differenz 
fi*  —  (a'+  V  V— 3)'  eine  mindestens  durch  A  theilbare  im  quadrati- 
schen Zahlkörper  K(X)  ganze  algebraische  Zahl  sein  muss.  Ausser- 
dem soll  die  ganze  Zahl  a  prim  zu  k  angenommen  werden,  weil 
ja  die  ganze  rationale  Zahl  ^*  nicht  durch  3,  also  auch  nicht  durch 
A  teilbar  ist.  Es  soll  also  nämlich  die  ganze  rationale  Zahl  a 
von  der  Form 

«=!>'=  3i>''  ±  1 

sein,  worin  p"  eine  ganze  rationale  Zahl  ist,  resp.  die  in  K(J^ 
ganze  algebraische  Zahl 

a  =  a'+  Vsf^  ^  0  (mod  A) 

ausfallen.  In  der  ganzen  algebraischen  Zahl  a'  +  6'  ^—3  können 
die  rationalen  Zahlen  a',  V  gleichzeitig  entweder  ganze  rationale 
Zahlen,  oder  gebrochene  rationale  Zahlen  sein,  bei  denen  dann  in 
den  Zählern  nur  ganze  rationale  ungerade  Zahlen  und  in  den 
Nennern  nur  die  rationale  Primzahl  2  in  der  ersten  Potenz  stehen 
dürfen,  welche  also  die  Form 

a  =  2  '    *  =  2 

besitzen  müssen,  worin  a",  V  ganze  rationale  ungerade  Zahlen  be- 
deuten. Sind  nun  a\  V  gebrochene  rationale  Zahlen,  so  wird, 
wegen  der  Congruenz 

f»*  s  ( ^ — j  mindestens  nach  A', 
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aack  die  Congraems 

8fi*  =  (a"  +  V  \f^y  minaestens  nach  A» 
bestehen.    Da  non  die  ganze  2iahl 

denselben  Zahlkorper  sechsten  Grades  K{ti  ^)  wie  die  ganze  Zahl 
d*  auf  Grund  von  K(i)  definirt,  so  können  wir  stets  a  gleich 
a'+b'^—S  annehmen,  worin  o',  V  ganze  rationale  Zahlen  bedeu- 
ten. Da  nun  a  prim  zu  A  ausfallen  soll,  so  müssen  wir  die  ganze 
rationale  Zahl 

a'  =  ±  1  (mod  3) 

wählen.  Nun  ist  aber  die  dritte  Potenz  einer  nicht  durch  3  teil- 
baren ganzen  rationalen  Zahl  p',  resp.  einer  zu  X  primen  in  E(i) 
ganzen  Zahl  a' + b'  \/^  stets  congruent  ±  1  nach  9.  In  der  That 
wird 

^  =p'^  =  (3i>''±l)«=  27i>''*±27i>"'+9i)''±l  =  ±l(mod9), 
resp. 

a>  =  (a'+6'v/=3)'  =  a''+3a'"6'V^-9a'6'«-86'*  v/==3  =  ±  1  (mod  9) 

sein.    Es  ist  klar,  dass  die  ganze  algebraische  Zahl 

stets  durch  9  teilbar  ist ;  da  nun  a\  V  ganze  rationale  Zahlen  sind, 
so  werden  folgende  Congruenzen 

a'»  =  ±  1  (mod  9), 

a'«+l  =0  (mod  9), 

a'«  =  1  (mod  3), 

j'(a'»-6'«)  =  6' (!-&'•)  =  0  (mod  3) 

erfüllt,  abgesehen  davon,  ob  die  ganze  rationale  Zahl  V  durch  3 
teilbar  ist,  oder  zu  3  prim  ausfällt.    Es  ist  also  stets 

a»  =  ±  1  (mod  9). 

Hieraus  folgt,  dass  in  diesem  Falle 

fi'*'  =  ±1  genau  nach  A', 

a  =  ±1 
sind. 

Die  Belativdiscriminante  B^  wird  in  diesem  Falle 
infolge  des  allgemeinen  Satzes  genau  den  Factor  t' 
enthalten. 


54 

Gehört  aber  die  ganze  rationale  Zahl  (i*  zu  der  zweiten 
Klasse,  so  ist  sie  stets  congraent  ±  1  mindestens  nach  k\ 

Die  Relativdiscriminante  D^  wird  in  diesemFalle 
prim  zu  l    ansfallen. 

Die  Relativdiscriminante  D^  kann  niemals  ge- 
nau die  sechste  Potenz  des  Hauptprimideals  1  ent- 
halten,  weil  in  der  Congruenz 

jx*  =  et*  (mod  0 

der  höchste  Exponent  u  stets  von  1  verschieden 
ausfällt. 

Wir  wollen  nun  die  "Werte  der  Relativdiscriminante  D^  des 
Galois' sehen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(i,^)  in  Bezug  auf 
den  quadratischen  Zahlkörper  R  (Ö  zusammenstellen ,  indem  wir, 
wie  früher,  mit  dem  Buchstaben  P,  resp.  P^  das  Product  aller 
rationalen  in  fi*  in  der  ersten,  resp.  zweiten  Potenz  aufgehenden 
Primzahlen 

jp  =  ±  1  (mod  3) 
bezeichnen.    Wir  erhalten  folgende  drei  Fälle: 


1)  ^*  =  ±  3PPJ 
oder 

2)  n*  =  ±  PF*,  =  ±1  genaa  nach  l* 

S)  (t*  =  ±  PP[  =  ±  1   mindestens  nach  A* 


D.  =  ipyi.p;)' 


Wir  sehen,  dass  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechs- 
ten Grades  JE(5, -d")  die  Relativdiscriminante  D»  stets  ein  Haupt- 
ideal und  zwar  ein  rationales  Hauptideal  ist ,  weil  ja  I',  (P),  (P,) 
rationale  Hauptideale  sind. 

Die  in  Ä'(£)  gebildete  Norm  der  Relativdiscriminante  D»  ist 
gleich  dem  Quadrate  von  2)„  weil  das  rationale  Hauptideal  D^  bei 
der  Anwendung  der  Substitution  t  ungeändert  bleibt. 

Den  absoluten  Wert  der  Discriminante  D  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  jff(C,  ^)  finden  wir  mit  Hilfe  der 
Formel  : 

D  =  cPn(A). 

Die  Discriminante  d  des  quadratischen  Zahlkorpers  K(Q  ist 
uns  von  Hause  aus  bekannt.    Es  ist  nämlich 


BB 


A  = 


1, 


-1+\P3 
2 


1  -l-V-3 


=  (-V=3)*  =  -3. 


Um  das  Vorzeichen  der  Discriminante  D  za  bestimmen,  müs- 
sen wir  in  K{Ji^%)  die  von  0  verschiedenen  Discriminanten  D{A) 
aller  entsprechenden  ganzen  Zahlen  A  des  Galois'schen  Zahlkör- 
pers sechsten  Grades  K{1^%)  bilden.  Diese  Discriminanten  D{A) 
miissen  die  folgende  Form: 

(sA-tAy  {sA-tsAYisA-ts^Ay  (s^A-tA)^)  (s^A-tsAy  (sU^ts^Ay 

{tA-tsAy  {tA-ts^Ay  (tsA-ts^Ay 
besitzen. 

Es  ist  klar,  dass  die  Quadratwurzeln  ±  \]D{A)  aus  den  von 
0  verschiedenen  in  K{1^&)  gebildeten  Discriminanten  D{A)  aller 
entsprechenden  ganzen  Zahlen  A  des  Galois'schen  Zahlkorpers 
sechsten  Grades  K{1^  %)  stets  den  ganzen  rationalen  mit  dem  Fac- 
tor ^—3  multiplicirten  Zahlen  gleich  ausfallen,  weil  ja  diese  Discri- 
minanten D{A)  ganze  rationale  Zahlen  sind  und  die  bestimmt  aus- 
gewählten, z.  B.  die  positiven  Quadratwurzeln  >JB{A)  bei  der 
Anwendung  der  Substitution  t  das  Vorzeichen  ändern,  was  aus 
dem  für  D{A)  angeführten  Ausdrucke  leicht  zu  sehen  ist.  Daraus 
folgt,  dass  diese  Discriminanten  I){A)  gleich  den  mit  dem  Factor 
—3  multiplicirten  Quadraten  der  entsprechenden  ganzen  rationa- 
len Zahlen  ausfallen,  also  selbst  negative  ganze  rationale  Zahlen 
sind. 

Die  Discriminante  D  des  Galois'schen  Zahlkör- 
pers sechsten  Grades  JäL(C,^)  ist  stets  eine  negative 
ganze  rationale  Zahl. 

Dass  die  Discriminante  B  von  K{i,^)  in  der  That  das  nega- 
tive Vorzeichen  besitzen  soll,  können  wir  auch  folgendermassen 
constatiren. 

Wir  wissen,  dass  die  Discriminante  eines  algebraischen  Zahl- 
körpers gleich  dem  Quadrate  der  aus  den  Basiszahlen  des  Zahl- 
körpers und  den  zu  denselben  conjugirten  Zahlen  gebildeten  De- 
terminante ist.  Wird  nun  dieser  Zahlkörper  ein  im  Rationali- 
tätsbereiche 1  Galois' scher  Zahlkörper  sein,  so  muss  der  Galois*- 
sche  Zahlkörper  nicht  nur  seine  eigene  Discriminante,  welche  be- 
kanntlich stets  Bine  ganze  rationale  Zahrl  ist ,   sondern  auch  die 
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Quadratwurzeln  aus  dieser  Discriminante  enthalten,  weil  in  einem 
jeden  Galois'schen  Zahlkörper  nicht  nur  die  Basiszahlen  selbst, 
sondern  auch  die  zu  denselben  conjugirten  Zahlen  liegen. 

Indem  wir  uns  den  Ausdruck  für  die  Discriminante  D  des 
Galois'schen  ZahlkSrpers  sechsten  Grades  K{1^%)  berechnen,  fin- 
den wir,  dass  dieselbe  stets  nur  ungerade  Potenzen  der  rationa- 
len Primzahl  3  und  nur  gerade  Potenzen  der  von  3  verschiedenen 
rationalen  Primzahlen ,  welche  congruent  ±  1  nach  3  ausfallen, 
enthält. 

Infolge  dessen  soll  die  Discriminante  D  stets  negativ  ange- 
nommen werden,  weil  der  Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades 
K{1^  %)  auch  die  Quadratwurzeln  ±  ^TD  unter  seinen  Zahlen  ent- 
hält; in  der  That,  hätten  wir  B  positiv  angenommen,  so  mussten 
in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{1^%)  auch  die 
Quadratwurzeln  ±  \/  3  liegen,  was  aber  hier  nicht  der  Fall  ist. 

In  der  Tabelle  I  haben  wir  die  Werte  von  D^^,  n{I)^  und  D 
für  den  Fall  des  Gulois' sehen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  £'(S, '9-) 
zusammengestellt. 

Beispiele. 

l),x*  =  -3.5    oderft*  =  B«    \P3 1 A  =  I' (6)' 

2)^  =  1«  (13)» 


2)  ,1*  =  •  3.13  oder  f**  =  13*  V~3 

3)  ^*  =  -  2V3  oder  ;t*  =  2    S^Z 

4)  ^*  =  -  2».  3.7»  od.  fi*  =  2.7  V^^ 

5)  ^*  =     2.7 

6)  ^*  =  -BM9 

7)  (i*  =     17 

8)  ft*  =  -17M9 


D,  =  (2)»  ? 
2).  =  (2)»I-(7)» 
A  =  (2)M*(7)» 

A  =  iwm* 

A  =  (17)' 
A  =  (17)'(19) 


D  =  -3".B* 
D  =  -3".13* 
2)  = -2*.  3" 
D  =  -2*.3".7* 
2)  = -2*.  3'.  7* 
D  =  -3'.5M9* 
2)  =  -3M7* 
D  =  --3M7M9* 


Nunmehr  gehen  wir  zu  dem  Falle  des  Galois'schen  Abel'schen 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(^^%)^  wobei  die  Relation 

bestehen  soll,  über. 

Wir  haben  schon  gefunden,  dass  in  diesem  Falle  die  ganze 
Zahl  II*  die  Gestalt 

besitzt. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Belativdiscri- 
minante  D^  des  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkjöjrjp'ers 
sechsten  Grades   K{ii^)  in  Bezug  auf  den  quadrati- 
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sclieB  ZahlkSrper  K(Q  genau  die  Quadrate  aller 
derjenigen  rationalen  Primzahlbanptideale  (jp\ 
worin 

p  =  1  (med  3) 

ist,  deren  Haaptprimidealfactoren  (n)  and  (tx)  i n 
dem  Hanptideal  (fi*)  auftreten,  als  Factoren  ent- 
hält. 

Durch  die  rationalen  Hauptprimideale  (p),  worin 
die   rationalen  Primzahlen 

p  =  —  1  (mod  3) 

sind,  wird  diese  ßelativdiscr iminante  2)^  nie  teil« 
bar  sein,  weil  ja  diese  rationalen  Primzahlen^  in 
der  ganzen  Zahl  fi*  im  Falle  des  Galois' sehen  Abel'- 
sehen  Zahlkorpers  sechsten  Grades  K{tjd)  nicht 
aufgehen  dürfen. 

In  derselben  Weise  schliessen  wir,  dass  der 
Hauptprimidealfactor  I  niemals  genau  in  der  achten 
Potenz  in  dieser  Relativdiscriminante  Dj^  vorkommen 
kann,  weil  ja  im  Falle 

die  ganze  Zahl  ii*  stets  prim  zu  X  ausfällt. 

um  nun  zu  entscheiden,  wann  die  Relativdiscriminante  D^ 
den  Hauptprimidealfactor  I  enthalten  wird,  müssen  wir  zusehen, 
ob  wir  für  eine  gegebene  ganze  Zahl  (i*  solch  eine  Zahl  a  in  K{f;) 
finden  können,  dass 

{i*  =  e^  genau  nach  A,  oder  nach  A',  oder  mindestens  nach  V 

ausfallen  wird,  wobei  natürlich  a  prim  zu  A  sein  soU. 

Wir  erinnern  hier  daran,  dass  die  ganze  rationale  Zahl  ii*tii* 
stets  die  dritte  Potenz  einer  ganzen  rationalen  Zahl  9*  ist,  wobei 

**  s  1  (mod  3) 
ausfallt.    Daher  wird 

L 

'  n*tfi,*  =  **•  =  !  (mod  9) 

sein.    Indem  wir  alle  Factoren  der  ganzen  Zahl  ii*  mit  einander 

l  multipliciren,  können  wir  ii*  auf  die  Form 

i 

*  II*  ^  a,  +  b,  V^ 

bringen,  worin  a„  b^  rationale  Zahlen  bedeuten,  welche  gleichzeitig 
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entweder  ganze  rationale  Zahlen)  oder  gebr^ene  ra.iionale  Zah^ 
len.  sein  können,  welche  dann  in  xLen  Zählern  nnr  ganze  rationale 
ungerade  Zahlen  nnd  in  den  Nennern  nur  die  rationale  Primzahl 
2  in  der  ersten  Potenz  enthalten  dürfen,  weil  (i*  eine  in  K(i) 
ganze  Zahl  sein  soll.  Da  nun  fi*  prim  zu  X  ausfällt,  so  moss 
die  ganze  rationale  Zahl 

a,  =  ±1  (mod  3), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^  +  1  durch 
die  rationale  Primzahl  3  teilbar  sein. 

Wir  wollen  hier  zwei  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem  die 
ganze  rationale  Zahl  b^,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationa- 
len Zahl  &j  zu  3  prim  ausfällt,  oder  durch  3  teilbar  ist. 

Es  ist  klar,  dass  wir  für  die  Zahl  a  entweder  eine  ganze 
rationale  Zahl  p',  oder  eine  in  K{i)  ganze  algebraische  Zahl 
a'  +  V^—S  nehmen  müssen. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  in  welchem  die  ganze  ra- 
tionale Zahl  &j,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl 
&,  zu  3  prim  ausfällt,  so  sehen  wir  sofort  ein,  dass  in  diesem 
Falle  die  ganze  Zahl 

fi*  =  ±  1  genau  nach  X 

sein  wird,  falls  die  ganze  rationale  Zahl 

a  =  ±  1  (mod  3), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  cr^  q:  1  congruent 
0  nach  der  rationalen  Primzahl  3  ausfällt.  Wir  können  keine 
zu  3  prime  ganze  rationale  Zahl,  resp.  keine  in  K(t)  ganze  zu  X 
prime  Zahl  a  finden  derart,  dass 

II*  =  a*  mindestens  nach  A' 

sein  wird,  weil  ja  die  dritte  Potenz  solch  einer  nicht  durch  X 
teilbaren  ganzen  Zahl  a  stets  congruent  ±  1  nach  9,  d.  h.  nach  A^ 
ist,  was  wir  bereits  gezeigt  haben. 

In  diesem  Falle  wird  die  Relativdiscriminante 
Dj^  genau  die  sechste  Potenz  des  Haup  tp  r  imideal- 
factorsl  enthalten. 

Im  Falle,  dass  die  ganze  rationale  Zahl  &^,  resp.  der  Zähler 
der  gebrochenen  rationalen  Zahl  b^  durch  3  teilbar,  d«  h. 

b,  =  36, 

ist,  worin  6,  eine  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahl  bedeuteti 
wird  die  ganze  Zahl 

fi*  =  a^  +  3  Jj  \/^  =  ±  1  mindestens  nach  A* 
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ausfällen,  weil,  infolge  der  Bedingung 

d*»  ==  it*tii*  =  a\  +  Bb]  =  a\  +  27b\  =  1  (mod  9), 

die  ganze  rationale  Zahl 

a,  =  ±1  (mod  9), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^  + 1  congrnent 
0  nach  dem  Modal  9  aasfallt. 

Ist  nun  die  ganze  rationale  Zahl  &,,  resp.  der  Zähler  der  ge- 
brochenen rationalen  Zahl  b^  prim  zu  3,  so  wird 

fi'*'  =  ±  1  genaa  nach  A' 

zugleich  sein,   weil  wir  keine  solche  nicht  darch   A  teilbare   in 
K{i)  ganze  algebraische  Zahl  a  finden  können,  dass 

nach  einer  höheren,  als  die  dritte ,  Potenz  von  A  wird,  da  o*  selbst 
stets  congraent  ±  1  nach  A^  ausfällt. 

In  dem  Falle  aber,  dass  die  ganze  rationale  Zahl  &,,  resp. 
der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  &,  eine  darch  3  teil- 
bare ganze  rationale  Zahl  ist,  wird 

fi'*'  =  ±  1  mindestens  nach  A^ 
ausfallen. 

Daraus  folgt,  dass  falls  die  ganze  rationale  Zahl 
b^,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl 
&j  durch  3  teilbar  ist,  die  Belativdiscriminante  D,^ 
den  Hauptprimidealfactor  I  niemals  enthalten  kann. 

Wir  haben  hier  im  Ganzen  folgende   drei  Fälle   zusammenzu- 
stellen: 


A  =  (^y{txy   -  (py 


1)  it*  =  £«Vä  =5  «1+6^^^  =  ±  1  genau  nach  A 

2)  fi*  =  ««*^Ä  =  Oj+tj  v/^  =  + 1  genau  nach  A" 

3)  1^*  =  €7^tx  =  ai  +  6j  V--3  =  ±  1  mindestens  nach  A* 

Die  Relativdiscriminante    D^  wird  hier  ein  rationales  Haupt- 
ideal sein  und  es  ist 

Den  absoluten  Wert  der  Discriminante  D  des  Galois'schen 
Abel'schen  ZahlkSrpers  sechsten  Grades  K(l,d)  bestimmen  wir 
wieder  ans  der  Formel 

D  =  (Pfi(A), 

wobei,  wie  im  vorigen  Falle,  die  Discriminante 
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el=    -8 

ist. 

um  das  Vorzeichen  der  Discriminante  D  festzulegen,  müssen 
wir  in  K(tjd)  die  von  0  verschiedenen  Discriminanten  D(Ä)  aller 
entsprechenden  ganzen  Zahlen  Ä  des  Galois'schen  Aberschen  Zahl- 
körpers sechsten  Grades  K(ij  %•)  bilden.  Diese  Discriminanten  D  (A) 
müssen  die  folgende  Gestalt: 

D(A)  =  (A-sjy  (A-s^J)*  {A'-tAY  (A'-tsAy  (A-ts^A)*  {sAs^jy 

{sA-tAy  (sA-tsAy  {sA-ts^Ay  {s^A-tAy  {s^A-tsdy  {s^A-ts^Ä)^ 

(tA-'tsA)^  {tA-ts^A)^  {UA-ts^Ay 
besitzen. 

Es  ist  klar ,  dass  die  Quadratwurzeln  ±  SJD  (A)  aus  den  von 
0  verschiedenen  in  Jr(g, -0")  gebildeten  Discriminanten  D(A)  aller 
entsprechenden  ganzen  Zahlen  A  des  Galois'schen  Aberschen  Zahl- 
korpers  sechsten  Grades  K(i,&)  stets  den  ganzen  rationalen  mit 
dem  Factor  ^^  multiplicirten  Zahlen  gleich  ansfaUen,  weil  ja 
diese  Discriminanten  D{Ä)  ganze  rationale  Zahlen  sind  und  die 
bestimmt  ausgewählten,  z.  B.  die  positiven  Quadratwurzeln  \J B{A) 
bei  der  Anwendung  der  Substitution  t  das  Vorzeichen  ändern, 
was  aus  dem  für  D{A)  angegebenen  Ausdrucke  leicht  zu  schliessen 
ist.  Daraus  folgt,  dass  diese  Discriminanten  D{A)  gleich  den. 
mit  dem  Factor  —3  multiplicirten  Quadraten  der  entsprechenden 
ganzen  rationalen  Zahlen  ausfallen,  also  selbst  negative  ganze 
rationale  Zahlen  sind. 

Die  Discriminante  D  des  Galois'schen  AbeTschen 
Zahlkorpers  sechsten  Grades  K{i^%)  ist  stets  eine  ne- 
gative  ganze  rationale  Zahl. 

Indem  wir  den  Ausdruck  für  die  Discriminante  D  des  Gralois'- 
schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{1^  •&)  berechnen, 
finden  wir,  dass  D  nur  ungerade  Potenzen  der  rationalen  Prim- 
zahl 3  und  nur  gerade  Potenzen  der  von  3  verschiedenen  ratio- 
nalen Primzahlen,  welche  congruent  1  nach  3  ausfallen,  enthalt. 

Es  mnss  also  in  der  That  die  Discriminante  D  negativ  ange- 
nommen werden,  weil  in  dem  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörper 
sechsten  Grades  £*((,  ^)  wohl  ±  V^D,  aber  nicht  ±  ^  enthalten  sind. 

In  der  Tabelle  11  haben  wir  die  Werte  von  Ai  >K^»)  '"^d  D 
für  den  Fall  des  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten 
^rades  f  (C,'&)  zusammengestellt. 
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Beispiele. 


1)  p*  =  {(-l-3ö(-l-3e»)«  -  7  (=^^^ 

2)  p,*  =  i;(2-3£)»(2-3P)       =  19  A+^V^) 

3)  p*  =  C«(B+6{)(B+6t«)«   =  31  (-11+V^\ 

4)  ^*  =  g»(_4+3{)t(_4+3{«)«  37  (5+2VC3) 

B)  p*  «  (-1-30  (-1-30*  =  7   (^^±^) 

6)  ,»*  =  (_l+3£)«(-l+35')  ==  13  (-6+|V-3j 

7)  n*  ^  (-7-9ty  (-7-%*)  =  67  (±|V^j 

8)  p*  =  (-1-9Ö« (-l-et')  =  73  ^7-9V=3j 


2).  =  r«(7)» 
2).  =  I«(19)» 

A  =  I'(31)« 
D,  =  l«(37)» 

D.  =  (7)« 


A  =  (13) 


3 


D,  =  (67)« 
A  =  (73)« 


2)  =  -3M9* 

D  «  -3».31* 
D  =  -3».37* 

2)  =  -3'.7* 
D  —  -.3».13* 
2)  =  «38.67* 
D  =  -3».73* 


Es  möge  hier  noch  die  folgende  Bemerkung  Platz  finden. 

Die  Belativdiscriminante  2)»  des  Galois'schen, 
resp.  Gralois'schen  AbeTschen  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  ^(^,9)  in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahl- 
körper K{Q  ist  stets  von  dem  rationalen  Haupt- 
ideal  (1)  verschieden. 

Sie  hätte  nur  dann  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1),  d.  h. 
weder  durch  die  rationalen  Primzahlhauptideale  (joi),  worin  die 
rationalen  Primzahlen  p  congruent  ±  1,  resp.  1  nach  3  ausfallen, 
noch  durch  das  Hauptprimideal  I  teilbar  sein  können ,  wenn  ft* 
gleich  einer  solchen  Einheit  angenommen  werden  könnte,  welche 
zugleich  congruent  a*  mindestens  nach  A*  sein  wurde.  Es  ist  klar, 
dass  dies  nie  der  Fall  sein  kann,  weil  ja  im  Falle  des  Galois'- 
sehen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{i,d)  die  ganze  Zahl  fi* 
stets  von  einer  Einheit  verschieden  angenommen  werden  soll,  und 
im  Falle  des  Galois'schen  Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
K(J^d)  die  von  1  verschiedenen  Einheiten 

stets  congruent  ±  1  genau  nach  A  ausfallen. 
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§  B. 

S/erlegung  der  Primideale  des  quadratischen  Zahlkorpers  K{0 
in  dem  Qalois'schen,  resp.  Galois'schen  Aberschen  ZaUkörper 

sechsten  Grades  K{!^yS'). 

Nachdem  wir  in  §  4  die  Eelativdiscriminante  D^  des  Gralois'- 
schen,  resp.  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkorpers  sechsten  Grades 
K^ljd)  in  Bezug  auf  K{t)  aufgestellt  haben,  wollen  wir  die  vor- 
angehenden Sätze  dazu  benutzen,  die  Zerlegung  der  Hauptprim- 
ideale oder,  wie  wir  kurz  sagen  wollen,  der  Primideale  des  qua- 
dratischen Zahlkörpers  K{t)  im  Galois'schen,  resp.  Galois'schen 
Abel'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  £'((,'&)  abzuleiten. 

Zunächst  müssen  wir  dasjenige  Symbol  für  die  Primideale 
des  quadratischen  Zahlkörpers  K{t)  voranstellen,  welches  in  der 
Theorie  des  Kummer' sehen  Zahlkörpers  eingeführt  wird^). 

Wir  stellen  zuvörderst  die  Definition  des  Symbols  für  die 
von  I  verschiedenen  Primideale  q  des  quadratischen  Zahlkörpers 
K{Q  auf. 

Unter  dem  Symbol  J— l  verstehen  wir  die  folgen- 
den vier  in  K{Q  ganzen  Zahlen:  0,  1,  £,  g*,  je  nachdem 

fi*   »     =0,  1,  g,  ß»  (mod  q) 
ausfällt. 

Dieses  Symbol  darf  dann  und  nur  dann  den  Wert 
0  besitzen,  wenn  die  fielativdiscriminante  D,,  des 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{i,&)  in  Bezug  auf -K'(6) 
durch  q,  also  das  Hauptideal  (ii*)  durch  q  oder  q*  teil- 
bar ist. 

In  dem  Falle  aber,  dass  (ji*)  prim  zu  q  ausfällti 

wird   das   Symbol  j— |  stets    einen    der    drei  Werte 

1,  f,  J"  besitzen. 

In  der  That  ist  nach  dem  in  der  Idealtheorie  verallgemeinerten 
Fermat'schen  Satze  eine  jede  ganze  Zahl  des  quadratischen  Zahl- 
körpers K(f),  welche  ^  0  nach  dem  Primideal  q  ausfällt,  in  die 
n(c()—lte  Potenz  erhoben,   stets  congruent  1  nach  dem  Primideal 


1)  .Bericht"  p.  897. 
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^0*    Daher  werden 

ji.«i»(fl)-i  5  1  (mod  q),  fi*"(^)-»-l  s  0  (mod  q) 

sein,  falls 

(fL*)  «  0  (mod  q) 

angenommen  wird.    Da  nun  die  ganze  rationale  Zahl  n(q)— 1  stets 
dnrch  3  teilbar  ist,  weil  n{q)  entweder  gleich  p,  wobei 

p  s  1  (mod  3) 
ist,  oder  gleich  p^  wobei 

p  s  -1  (mod  8),  p«  s  1  (mod  3) 

sind,  ausfällt,   so  wird    —  ^ —   stets   eine   ganze  rationale  Zahl 

sein.    Die  linke  Seite  der  angegebenen  Congmenz  gestattet  dann 
folgende  Zerlegung  nach  dem  Frimideal  q: 

(fi*  »   ^lj(fi*    »    ~f)(^*   3    -e«)  =  0  (mod  q). 

Es  bieten  sich  hier  folgende  drei  Möglichkeiten  dar:   es  muss 
entweder 

fi*    »     =1  (mod  q), 
oder 

fi*    8     =  g  (mod  q), 
oder 

fi*   ^     =  {•  (mod  q) 

sein.    Diesen  drei  Möglichkeiten   entsprechend  erhalten  wir   fol- 
gende drei  Werte  für  das  Symbol  j — j : 

Nun  ist  aber  bekannt,  dass  wenn 

fi*  '    s  1  (mod  q) 


1)  «Berieht«  p.  19L 
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ausfallt,  so  lasst  sich  immer  eine  im  quadratischen  Siahlkorper 
jBr(C)  ganze  Zahl  «  finden,  so  dass 

ft*  =  «•  (mod  q) 

wird^).  Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehreu.  In  diesem  Falle 
sagt  man,  dass  fi*  ein  cubischer  Best  nach  dem  Frim- 
ideal   q  ist. 

Jetzt  wollen  wir  das  entsprechende  Symbol  für  das  Prim- 
ideal I  definiren,  wobei  wir  unter  dem  Symbol  \j-\  wieder  die 
vier  in  Ar(£)  ganzen  Zahlen  0,  1,  f,  £■  verstehen  werden. 

Das  Symbol  j^i  soll  dann  und  nur  dann  den  Wert 

0  besitzen,  wenn  die  Belativdiscriminante  D^  des 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{t,d')  in  Bezug  auf 
den  quadratischenZahlkörper  K{t)  durch  I  teilbar  ist. 

Wir  wissen  bereits,  dass  dies  nur  dann  der  Fall  sein  kann, 
wenn  entweder  in  der  ganzen  Zahl  fi"^  der  Factor  A,  resp.  A'  auf- 
geht, oder  wenn  die  nicht  durch  k  teilbare  ganze  Zahl  fi*  der 
Congruenz 

II*  ^  cf  (mod  n 

genügt,  worin  der  höchste  Exponent  u  gleich  1  oder  2  ist. 

Fällt  nun  u  ^  3  aus ,  so  lässt  sich  stets  eine  ganze  rationale 
Zahl  a  aus  der  Beihe  0,  1,  2  bestimmen,  dass 

(i*  =  a^  +  aX*  (mod  I*) 

wird.  Dabei  sollen  stets  ii*  mit  dem  positiven  oder  negativen 
Vorzeichen  versehen,  die  ganze  Zahl  a  gleich  1  angenommen  wer- 
den, falls 

±  fft*  s  1  genau  nach  I* 

und  a  von  0  verschieden  ausfallen. 

Es  soll  dann  das  Symbol  j^[  durch  die  Gleichung 

1^1  =  r  =  1,  oder  J,  oder  P 

definirt  werden. 

Nebenbei  bemerkt  stimmt  das  hier  für  die  ganze  Zahl  f**  an- 


1)  .Bericht*  p.  866. 
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führte  Symbol  |^(  für  ein  beliebiges  Primideal  tD  des  quadrati- 
schen Zahlkörpers  K{Q  mit  dem  gewöhnlichen  cnbischen  Symbole 
überein,  welches  in  der  Theorie  der  rationalen  Zahlen  benatzt 
wird;  wir  haben  es  nur  für  Ideale  ausgesprochen. 

Bekanntlich  gelten  in  der  Theorie  des  für  eine  beliebige  ganze 
Zahl  fi   des   quadratischen  Zahlkörpers   K{Q   definirten  Symbols 

|m  folgende  Rechnungsregeln: 

1)  sind  zwei  ganze  Zahlen   fi,  fi'  in  K{i)  einander  congruent 
nach  einem  von  l  verschiedenen  Primideal  q,  so  wird  auch 

sein; 

2)  haben  wir  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  p,  f*'  in  K{1^),   so 
ist  sowohl  für  das  Primideal 

tt)  =  q, 

als  auch  für  das  Primideal 

tt)  =  I, 


tu 


j-ISli&l' 


3)  ist  (i  die  dritte  Potenz  einer  ganzen  Zahl  f^'  in  ITft),   so 
wird  stets 


sein,  weil  ja  für 


stets 


n  =  i 

tof 


/»^f»" 


ii?!  -  Kr = 1 

tD  tu 


ist; 

4)  ist   a   ein   beliebiges  Ideal   des   quadratischen  Zahlkörpers 

K{i)j   so   wird  für  eine   beliebige  ganze  Zahl  ft  das  Sjnnbol    <-] 

durch  das  Product: 

M      »1  M'"  p.' 
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definirt ,  worin  to^j  to,,  . . .,  tD,  die  Friinidealfactoren  des  Ideals 

a  =  tD^  10,  •  •  •  10« 
bedeuten. 

^     und  der  Zerlegung 

des  Frimideals  to  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{i)  in  dem 
Zahlkörper  sechsten  Grades  £'(g,<8')  besteht  folgender  Zusammen- 
hang ^) : 

Ein  beliebiges  Primideal  to  des  quadratischen 
Zahlkörpers  K{i)j  wobei  tp  gleich  q  oder  I  sein  mag, 
ist  in  dem  Zahlkörper  sechsten  Grades  K^jd)  ent- 
weder gleich  der  dritten  Potenz  eines  Primideals, 
oder  zerlegbar  in  drei  von  einander  verschiedene 
relativ  conjugirte  Primideale,  oder  selbst  ein 
Frimideal,   je   nachdem 

^    =  0,   oder  1,   oder  fc  V 

ausfällt. 

Dieser  Satz  mit  seinen  drei  Unterfallen  gilt  für  ein  beliebi- 
ges Primideal  tu  des  quadratischen  Zahlkörpers  K  (f).  Wir  haben 
aber  die  Primideale  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{Q  in  drei 
Hauptarten  eingeteilt.  Infolge  dessen  haben  wir  im  Ganzen  neun 
Fälle  bei  der  Zerlegung  der  Primideale  des  quadratischen  Zahl- 
körpers K(ji)  im  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{t,  ^)  zu  unter- 
scheiden. 

Wir  wollen  der  Uebersichtlichkeit  halber  die  in  Bede  stehen- 
den neun  Fälle  in  einer  Tabelle  zusammenstellen,  indem  wir  der 
Reihe  nach  unter  dem  Primideal  q  die  Primidealfactoren  der  ra- 
tionalen Primzahlhauptideale  {p)j  wobei 

p  =  1  (mod  3) 

ist,  oder  die  rationalen  Primzahlhauptideale  (p)  selbst,   wobei 

jp  =  — 1  (mod  3) 

ausfällt,  verstehen,  und  mit  $  die  Primidealfactoren  der  Frim- 
ideale  q,  mit  &  die  Primidealfactoren  des  Primideals  I  im  Zabl- 
körper  sechsten  Grades  K{i,d')  bezeichnen  wollen.  Wir  erhalten 
dann  die  folgende  Tabelle: 


1)  „Bericht«'  p.  898. 


Der  quadratische 
ZahlkSrper  K(t) 
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Der  Zahlkörper  sechsten  Grades 


p  s  1  (mod  3) 
p  =■  xttt 

tp  =  (tji) 


n 

p  =  —1  (mod  3) 
P  =  (P) 


P 
3 

I 


m 

3 


I(a) 


I(b) 


I(c) 


n(a) 


n(b) 


n(c) 


ni(a) 


m(b) 


ni(c) 


q 


hl 

— 

1 

h 
hl 

^ 

t,V 

= 

0 

= 

1 

hl 

= 

t,V 

- 

0 

SS 

1 

l 


=»  tv 


q  =  r 


q  =  %s%8^ 


q  =  ? 


q  =  r 


q  =  ^.s^.«*? 


q  =  * 


t  =  S' 


I  =  8.«S.«'ß 


I  =  S 


Bekanntlich  bezeichnet  man  ein  Primideal  des  relativ-cykli- 
schen  ZahlkSrpers,  welches  bei  der  Ausführnng  der  Relativsnb- 
stitationen  nngeändert  bleibt  nnd  selbst  nicht  zugleich  im  Grnmd- 
zahlkörper  liegt,  als  ein  ambiges  PrimideaL 

Indem  wir  diese  Bezeichnongsweise  benatzen,  können  wir 
sagen,  dass  die  Primideale  $  der  Gruppen  I(a),  n(a)  and  das 
Primideal  ü  der  Grappe  III(a)  von  K{t,^)  ambige  Primideale  sind. 

Wir  wollen  non  angeben,  was  für  eine  Gestalt  die  Primideale 
$  imd  S  in  einem  jeden  der  angeführten  Fälle  besitzen  *). 


1)  gBericht«  p.  899. 
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Die  ambigen  Primideale  $  der  Gruppen  I(a),  II(a)  haben 
stets  die  folgende  Form: 

*  =  (q,  ^), 

worin  'ö*,    wie    früher,   eine   bestimmt   ausgewählte   Wurzel  der 
Gleichung 

ic'-fi*  =  0 

bedeutet. 

Was  aber  die  Primideale  %  s^,  s*Sß  der  Gruppen  I(b),  n(b) 
angeht,  so  wissen  wir  bereits,  dass  im  Falle 

q| 

im  quadratischen  Zahlhörper   K{Q   stets  solch  eine  ganze  Zahl  a 
gefunden  werden  kann,  dass 

fi*  =  o*  (mod  q) 

ausfallt;  wir  hönnen  a  so  bestimmen,  dass  zugleich 

ft*  ^  a'  (mod  q') 

wird.    Die  drei  relativ  conjugirten  Primideale  5ß,  s^,  s'Jß  besitzen 
dann  die  Werte: 

s^  =  (q,6^-«), 
«•?  =  (q,6"^-«). 

£twas  anders  ist  es  mit  dem  Primideal  2  der  Gruppe  in(a), 
resp.  in(b). 

Das  ambige  Primideal  S  der  Gruppe  in(a)  ist  entweder  gleich 
dem  Primideal 

S  =  (A,  «*), 

oder  genügt  der  Relation 

S-  =  (A,a-Ö*), 

je  nachdem  ii*  durch  A,   resp.  A'  teilbar  ist,   oder  die  nicht  durch 
A  teilbare  ganze  Zahl  ii*  der  Congruenz 

fi*  =  a»  (mod  I-) 

genügt,  worin  die  ganze  rationale  Zahl  u  höchstens  gleich  1  oder 
2  sein  kann. 

Hat  nun  das  Symbol    1^}    einen  von  0  verschiedenen  Wert, 
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so  können  wir  stets  eine  solche  ganze  rationale  Zahl   a  <:  3  fin- 
den, dass 

fi*  =  cf  +  ai}  (mod  I*) 

ausfällt,  wobei  a  gleich  1  angenommen  werden  soll,  falls 

±  ft*  =  1  (mod  V) 

ist.     Ist  nnn  a  gleich  0,   so  folgt  daraus  eine  Congruenz  von  der 
Form 

fi*  s  o'  +  a^A*  (modi»), 

worin  a*  wieder  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet.    Wird 

a*  ^  0  (mod  3), 
so  setzen  wir 

ist  dagegen 

a*  =  0  (mod  3), 
so  setzen  wir: 

fi**  =  (1-A*)V*; 
daraus  folgt  die  Congruenz: 

ft**  =  «•  +  a**  A*  (mod  I»), 

worin  o^*    eine  ganze  rationale   nicht  durch  3   teilbare  Zahl  be- 
deutet.   Dann  findet  man  folgende  Ausdrücke  für  die  Primideale 

^  -  ('.  ^). 

worin   d**  eine  bestimmt  ausgewählte  dritte  Wurzel  aus  f***  be- 
deutet. 

Ist  in  der  Congruenz 

fi*  =  «*  +  aA»  (mod  I*) 

die  ganze  rationale  Zahl  a  gleich  1,  resp.  2,   so  wird,  dem  Vori- 
gen nach, 

1^}  =  C,  resp.  V 
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sein ;  das  Primideal  I  bleibt  im  Zahlkörper  sechsten  Grrades  K(t,  6) 

unzerlegbar  und  wird  in  demselben  das  Primideal  der  Gruppe  III(c). 

Diese   hier   von    uns   angeführten  Zerlegungssätze    gelten   in 

einem   beliebigen   relativ    cyklischen  Zahlkörper  sechsten  Grades 

Wir  wollen  aber  hier  untersuchen,  wie  diese  Beziehungen 
zwischen  den  Primidealen  des  quadratischen  Zahlkörpers  Ä'(f) 
und  den  Primidealen  des  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(ijd)  nur 
im  Falle  des  Galois'schen,  resp.  Galois'schen  Aberschen  Zahlkör- 
pers sechsten  Grades  K{^,d')  zur  Geltung  kommen. 

Es  möge  hier  eine  kleine  Bemerkung  eingeschaltet  werden, 
welche  sich  auf  das  Verhalten  des  Symbols  für  diejenigen  Prim- 
ideale (x)  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{i)  bezieht,  welche  be- 
kanntlich bei  der  Anwendung  der  Substitution  t  in  die  zu  densel- 
ben conjugirten  Primideale  (tTc)  übergehen. 

£s  ist  leicht  zu  zeigen,   dass   wir  im  Falle  des  Galois'schen, 

resp.  Galois*schen  Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(i,d') 

Sit*) 
^}    sofort  auch  die  Werte   des 

Symbols  )J^\,  worin  p  die  Primideale  (ä),   tp  die  Primideale  (tx) 

bedeuten,  ableiten  können. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  die  beiden  Primideale  (ar)  und  (tn) 
stets  in   dem  Hauptideal  (ji*)  zu  gleicher  Zeit  aufgehen.    Daraus 

folgt,  dass  die  beiden  Symbole  |^|  und  |^|  für  die  in  (fi*)  auf- 
gehenden Primideale  p,  tp  zu  gleicher  Zeit  stets  denselben  Wert, 
und  zwar  den  Wert  0  besitzen  müssen. 

Gehen  aber  die  Primideale  p,  tp  nicht  in  (fi*)  auf,  so  wird 


j^j  =  1,  oder  6,  oder  V 


ausfallen.    Nun  wenden  wir  auf  beide  Seiten  der  eben  angeführ- 
ten Gleichung  die  Substitution  t  an.    Wir  erhalten: 

tu*) 

-~-|  =  1,  oder  g*,  oder  f. 

ip  j 

Im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(t,  d) 
jnnss  II*  der  Bedingung 

tii*  =  ±  ft* 

genügen.    Da  aber  die  Einheiten  1   und  —1    stets  cubische  Beste 
nach  allen  Primidealen  des    quadratischen  Zahlkörpers  K{t)  sind, 


r 
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.« 


tu,  l 
^1  die  Werte: 

\^\  =  1,  oder  {•   oder  { 
\tp\ 

besitzen  müsseiL 

Im   Falle  des  Galois'schen  Aberschen  Zablkörpers   sechsten 
Grades  i'(g,  «•)  ist  das  Product 

gleich  der  dritten  Potenz  einer  ganzen  rationalen  Zahl  d*.  Be- 
kanntlich ist  die  dritte  Potenz  einer  ganzen  Zahl  in  K{i)  stets 
ein  cabischer  Rest  nach  allen  Primidealen  des  quadratischen  Zahl- 

körpers   Kit),   d,  h.  dass   die  Symbole   r  ^»d    \^—~-\    den 

Wert  1  besitzen.    Da  nun  zugleich  die  Gleichungen: 


infolge  der  ßechnungsregeln  bestehen  sollen,   so  werden  folgende 
Relationen  zwischen  den  gesuchten  Symbolen  erfüllt  sein  müssen: 

\^\  =  1,  oder  f,  oder  Pj 
'-5^J  =  1,  oder  C*,  oder  C; 
\^\  =  1,   oder  C,  oder  P; 

*-^|  =  1,  oder  r,  oder  f. 

Indem  wir  den  Zerlegungssatz  auf  die  Primideale  p  und  tp 
anwenden,  erkennen  wir,  dass  die  beiden  Primideale  stets  gleich- 
zeitig die  Zerlegung  desselben  Charakters  zulassen  oder  unzer- 
legbar bleiben.  Die  Zerlegung  der  Primideale  tp  finden  wir  aus 
der  Zerlegung  der  Primideale  p,  indem  wir  auf  die  Primidealfac- 
toren  der  Primideale  p  die  Substitution  t  anwenden. 

Indem  wir  die  Zerlegungsgesetze  im  Falle  des  Galois 'sehen, 
resp.  Galois'scben  Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  £'(f,  d) 
untersuchen,  finden  wir,  dass  in  demselben  nicht  alle  neun  Typen 


V2 

der  Primideale  des  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K  (C,  -O-)  vertreten 
sind. 

In  den  Beispielen  wollen  wir  das  Sternchen  (*)  bei  /*  und  d 
weglassen,  falls  ft  gleich  {l^  sein  wird. 

Wir  beginnen  zunächst  mit  dem  Falle  des  Gralois'schen  Zahl- 
körpers sechsten  Grades  -K'(C.  %)  mit  der  Relation 

Wie  früher  gezeigt  worden,  ist  in  diesem  Falle  die  ganze 
Zahl  ft*  dadurch  ausgezeichnet,  dass 

^fi*  =  ft*, 
also  auch 

td*  =  %^ 

sind,  wenn  für  fi*  eine  ganze  rationale  Zahl  genommen  wird  und 

also  auch 

t%*  =  — %* 


sind,  falls  der  Factor  V— 3  in  fi*  explicite  vorkommt.  Wir  er- 
halten hier  folgende  Typen  der  Primideale  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers  sechsten  Grades  Jf(4, -O"). 

Die  Primideale  der  Qruppe  I  des  Galois'schen  Zahlkörpers 

sechsten  Orades  £(S,  %). 

Die  Primideale   der  Gruppe   I (a). 

Zu  den  Primidealen  q  des  quadratischen  Zahlkörpers  -BT  (£)  der 
Gruppe  I(a)  gehören  alle  diejenigen  Primideale 

q  =  |,  =  (ä),    q  =  <J)  =  {in) 

der  Gruppe  I  von  Ä^(Ö,  welche  in  (f**)  in  der  ersten  oder  zweiten 
Potenz  aufgehen.    Es  werden  dann  stets: 

sein,  worin  die  Primideale  ?ß,  (^  die  Werte : 
besitzen. 


r 


1)  13  = 

P  = 

2)  13  = 

P  = 
8)    13  = 

P  = 
4)    19  = 

P  = 
B)    19  = 

P  = 

6)  7  = 

P  = 

7)  31  = 

8)  37  = 

P  = 
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Beispiele. 

(-l  +  30(-l  +  3g*)  =  ntn,    ft  =  13,  t»  =  *, 
(-1  +  3;;  »y,    tp  =  (-1+ 3C»,  *)•. 

(-1  + 3£)  (-1  +  SD  =  ntjc,    II  =  13CI,    t»  —  -*, 
(-1  +  3g,  »y,    tp  =  (-1 + 3C»,  -d)»  =  (-1  +  36»,  »f. 

(-l  +  3£)(-H-36»)  =  «te,    f(  =  3.13,  <*  =  d, 
(-1  +  3C  »),    tp  =  (-1  +  3g»,  *)». 

(2-3g)(2-3g»)  =  «/«,    ft  =  5.19,  »  =  », 
(2- 3g,»)»,    ^  =  (2- 3g»,»)». 

(2-3ö(2-3g»)  =  «/«,    ft  =  7.19»gA,  »  =  -», 
(2-3C,^)»,    <|)  =  (2-3C»,-*)»  =  (2-3£«,«')». 

(-l-3{)(-l-3g»)  =  9tn,    ft  =  7.19»Cl,  <»  =  -», 
(-1-3J:,»)»,    <<j  =  (-l-3C»,-d)  =  (-l-3g«,»)». 

(5  +  6g)  (5  +  6g»)  =  *t%,    fi  =  31Ö,   t»  =  -», 
(5  +  6g,d)«,    <p  =  (B  +  6f»,-»)»  =  (B  +  eC»,»)». 

(-4  +  3g)(-4+3C»)  =  ntic,    ft  =  37,    »•  =  «•, 
(-4+ 3g,*)»,    <^)  =  (_4  +  3C»,»)«. 


Bie  Primideale  der  Grnppe  I(b). 

Za  den  Friinidealen  q   des   quadratischen  Zahlkörpers   £'(£) 
der  Gruppe  I(b)  gehören  diejenigen  Primideale 

q  =  p  =  («),    q  =  <p  =  (te) 

der  Gruppe  11  von  JE(f),   nach  denen  yk*  ein  cubischer  Rest  ist. 
Wir  erhalten  folgende  Zerlegungen  für  )>  und  tp: 

p  =  ^.s$.«»^, 
p  =  ^$.te$.^«»$. 


wenn 


and 


^  =  (<V,  ±«*-te), 
te^  =  (<)),±P«*-te), 
<«»^  =  (<p,  +g»*_te) 

(t*  s  a»  (mod  p),    (t*  ^  flf»  (mod  p*) 
;  dabei  bedeutet  «  eine  in  K{Q  ganze  Zahl. 
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Beispiele. 

1)  7  —  (-l-8Ö(-l-8e*)  =  «<«,    ^  =  2.3,    t9  =  &. 

Es  sind  6  =   — 1  nach  7,  also  6  5—1  nach  xtit,  a  =  —1, 

p]    w 

t)  =  (_l-8S,»  +  l)(-l-3ß,5*+l)(-l-3t,  e«*+l), 
^  =  (-1-35»,  »  +  1)(-1-3C»,  g«*+l)(_l_3t»,  C*+l). 

2)  7  =  (-l-3t)(-l-35«)  =  «<«,   fi  =  3.5,    »  =  4^. 

Es  sind  15  =  1  nach  14,  also  15  =  1  nach  jtt»,  a  =  1, 
|15|  _  |15|  _  1 

\p\~ M~  ' 

p  =  (-l-3f,  *_1)(-1_3C,  g*_l)(-l-3g,C»*-l), 
tp  =  (_i_3{:«,*-l)(-l_3C»,  g»*-l)(-l-3C«,{»-l). 

3)  7  =  (_l_3g)(-l-36')  =  jttjt,   I*  =  13,   t»  =  ». 

Es  sind  13  =  —1  nach  14,  also  13  =  —1  nach  arte,  a  =  —i, 
\m  _  |13|  _  1 

\p\ ~ M~  ' 

p  =  (-l_35,*+l)(-l-35,t*+l)f-l-3C,C»*+l), 
tp  =  (_i_3g«,*+l)(-l-3{;»,  C»*  +  l)(-l-3{;«,f*  +  l). 

4)  61  =  (-5-9Ö(-5-9j*)  =  xtx,    /t  =  2».3.5,    t»  =  ». 

Es  sind  60  =  —1  nach  61,  also  60  =  —1  nach  ntx,  «  =  — 1, 
160»  ^  160)        j 

^i        \^P\  ' 

p  =  (_B_9j,^+i)(_5_9j,f#  +  i)(_5_j9,j;«^  +  l), 

tp  =  (_5_9jt,^+i)(_B_9f«,f«*4.1)(_5_9j«,j^4.1). 

5)  67  =  (-7-9Ö  (-7-9J«)  =  xt«,    fi  =  3.5»     »  =  *. 

Es  sind  75  s  2*  nach  67,  also  75  =  2*  nach  fct*,   «  =  2, 
|75|  _  175)  _  . 

\p\  ~  \tp\  ~    ' 
p  =  (-7-9t,4^-2)(-7-9£,f^-2)(-7-9c,C»*-2), 
tp  =  (-7-9£»,*-2)(-7-9:»,g»d-2)(-7-9f,:»-2). 

6)  7  =  (-1-30  (-1- 3t«)  =  ärfjr,  _^  =  31:A,    t»  =  -». 

Es  sind  31^  =  3lV=3  =  (-2^-3)»  s  (-2CA)»  nach  7,  also 
auch  nach  itt»,  a  =  —2^1, 
13UA)  _  l8Ui|  _  . 
P\~\tp\~' 

p  =  (_i_3f,fr+2{Ä)(_i_3:,:*+2£A)(-i-3:,£«*+2:A), 

<»)  =  (-l_3{»,4^+2{A)(-l-3:»,{»*+2a)(-l-3:»,t*  +  2cf). 
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7)  18  =  (-l  +  8t)(-H-3{«)  =  lä*,    tt  =  2.6{A,    t»  =  -♦. 

Es  sind  lOfA  =  lOy/^  =  (V-3)*  s  (:A*)  nach  18,  also  auch 
nach  Hin,   a  =  (A, 
lOgAl  _  (1^1  _  . 

»)  =  (_l  +  3t,*-tA)(-l  +  3£,Jd-fA)(-l+8j,t»*-:A), 
<p  =  (-1  +  3j»,  *-£A) (-1  +  8:»,  i*»-tX){-l  +  3t»,  t*»-ii.). 

8)  19  =  (2-3|;)(2-3£*)  =  «/«,  fi  =  SllfA,  (i*  =  -11,  <♦•  =  e*. 
Es  sind  —11  :=  2'  nach  19,  also  auch  nach  xt»,  a  ^  2, 

p  =  (2-3£,d*-2)(2-3t,  td*-2)(2-3j,:«d*«2), 
ip  =  (2-3t^fr*-2)(2-3t^t»^♦-2)(2-3t^£^-2). 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(c). 
Der  Fall  I(c)  tritt  ein  für  solche  Primideale 

q  =  (P)  =  W,    q  =  m  =  if*) 
des  quadratischen  Zahlkörpers  -BTft)  der  Gruppe  I,   nach  welchen 
f**  ein  cubischer  Nichtrest  ist.    Diese  Primideale  q  bleiben  unzer- 
legbar im  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  £*({;,  ^). 

Beispiele. 


fi 


1)    7  =  (-l-3ö(-l-3j»)  =  idn 


2)    7  =  (-l-8ö(-l-8£^  =  «fte 


3)    7  =  (-l-8t)(-l-3£«)  =  xt* 


4)  13  =  (-1+3:)  (-1+3:*)  =  «te 
B)  13  =  (-l+3f)(-l+3c»)  =  «te 
6),18  =  (-l+3ö(-l  +  8{«)  =  jrt« 

7)  19  =  (2-8j)(2— 3:«)         =  «/« 

8)  31  =  ^+6t)(B  +  6{»)        =  nttt 

9)  37  =  {-4+3:)(-4+3C«)=jrt« 


f»  =  2 


ft  =:  6 


ft  =  3 


fi  =  2 


f»  =  2.3 


f»  =  7cA 


l»=  ISfA 


ft  =  6 


ft  =  2 


2 

5 

3 

2 
P 
6 

TfA 

13jf 
P 
5^ 

2 


4     =f* 


=  :• 


•r     =: 


4     =c« 


^     =: 


=  c» 


=  : 


{» 


=  c 


2 

«P 
5 

8 

<p 

2 

tp 
6 

<^) 

7£A 

13£A)       ^ 

-!  =c 


■7::\     =J 


IT     =: 


^1     =£" 


^      =t 


^      =£• 


==8 


^ 
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Die  Primideale  der  Qrappe  n  des  Galois'schen  Zahlkörpers 

sechsten  Qrades  K^jd). 

Die  Primideale  der  Gruppe  n(a). 

Zu  den  Frimidealen   q  der  Gruppe  11  (a)  gehören  diejenigen 
rationalen  Primideale 

c\  =  P  =  (P) 

der  Gruppe  II  von  JC(J:)>  wobei  jp  congruent  —1  nach  3  ist,  welche 
in  (ji*)  als  Factoren  aufgehen.    Es  wird: 

worin  das  Primideal  $  die  Gestalt: 
besitzt. 


1)  fi  =  6.19 

2)  fi  =  2.3 

3)  fi  =  2.55A 

4)  II  =3.1UA  =  -1U»,  fi*  =  -ll 

5)  II  =  &tl 

6)  fi  =  17 

7)  (i  =  7.29j:A 


Beispiele. 

(5)  =  (B,«-)» 

(2)  =  (2,d)» 

(2)  =  (2,*)» 

(11)=  (11,**)» 

(5)  =  (5,*)' 

(17)=  (17,#)' 

(7)  =  (7,*)» 

(B)  =  (5,*)» 


19  =  (ig,*)' 

B  =  (B,*)» 


(29)  =  (29,*)' 
(23)  =  (23,*)» 


8)  f»  =  B.23 

Ehe  wir  ans  za  der  Betrachtung  der  Fälle  II  (b)   and   II  (c) 

wenden,  wollen  wir  hier  das  Symbol  l^li  worin  p  das  rationale 

Frimideal  (p)  and  p  eine  rationale  nicht  in  (i*  aufgehende  Prim- 
zahl, welche  congraent  —1  nach  3  aasfällt,  bedeuten,  ans  naher 
ins  Auge  fassen. 

Nach  der  Definition  des  Symbols  wird 


'i\  =  <•• 


nO))-! 


pi-1 


(P+1)(P-I) 


8 


=     fl*    •        =     fi* 


(mod  rtf 


P+1 


worin  ^-q-  stets  eine  ganze  rationale  Zahl  ist.     Wir  müssen  hier 
o 

wieder  zwei  Falle  auseinander  halten,  je  nachdem  p,*  gleich  einer 

ganzen  rationalen  Zahl   P,   oder  gleich  einer   ganzen  rationalen 

Zahl  P  multiplidrt  mit  dem  Factor  ^-3  angenommen  wird.    Ist 

nun  (t*  gleich  einer  nicht  durch  3  teilbaren  ganzen  rationalen  Zahl 


"  1 
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Py  so  folgt  ans  dem  Fermat'schen  Satze  in  dem  Qebiete  der  ra- 
tionalen Zahlen,  dass 

P'-*  =  1  (mod  p) 

aasfallt.    Infolge  dessen  wird  stets 

'?t  -  If  I  -  ^ 

sein,  weil  ja  die  rationale  Zahl  — q—  eii^e  ganze  rationale  Zahl  ist. 

Wird  aber  für  ft*  eine  ganze  Zahl  von  der  Form  PV--3  ge- 
nommen, so  können  wir  nach  den  Rechnnngsregeln  mit  dem  Symbol 
schreiben : 


1^1  -  !f 1 1^1 = l^i- 


Da  aber  die  rationale  Primzahl  3  eine  ganze  rationale  nicht  dnrch 
die  rationale  Primzahl 

p  =  —1  (mod  3) 
teilbare  Zahl  ist,  so  wird  toch 

-3)  ^  (3r  ^  1 


P  )        \P 
aasfallen«    Infolge  dessen  ist 


1^! = '. 


weil  das  Symbol  !  [  nnr  einen  der  drei  Werte  1,  g,  f*  haben 


kann  nnd 


P 
ist.    Es  wird  also  stets: 


V-3|'_  1-3,  _j 


>l        \     P      \ 
sein«     Wir  kommen  za  dem  folgenden  Resultat : 

Im  Falle   des  Galois'schen  Zahlkörpers   sechsten 

Grades  -£"({:, d)  ist  das  Symbol  j^j  für  alle  nicht  in  Qi*) 

aufgehenden  rationalen  Primideale 

P  =  {Pl 
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worin 

j?  s  —  1  (mod  3) 
ansfällt,  stets  gleich  1. 

Die  Primideale  der  Gruppe  n(b). 

Infolge  der  vorangehenden  Ueberlegnng  gehören  zu  der  Gruppe 
U(b)  alle  diejenigen  rationalen  Primideale 

(\  =  P  =  (jp), 
der  Gruppe  11  von  JSr(£),  wobei 

p  =  —1  (mod  3) 

ausfallt,  welche  nicht  in  Qi*)  auftreten.  Die  ganze  Zahl  ii*  ist 
stets  ein  cubischer  Rest  nach  allen  diesen  rationalen  Primidealen 
p.  Wir  können  immer  eine  ganze  Zahl  a  in  K{t)  bestimmen ,  so 
dass  gleichzeitig 

fi*  =  «•  (mod  p),     fi*  ^  «'  (mod  p^) 

ausfallt.  Das  rationale  Primideal  p  wird  folgendermassen  in  K{S,  9) 
zerlegt : 

p  =  ^•s^s«$; 
die  Primideale  $,  s^j  s^  haben  folgende  Werte: 

s^  =  (p,  £«*-«), 
a»$  =  (p,£*«— a). 

Ist  li*  gleich  einer  ganzen  rationalen  Zahl  P,  so  wird  auch  a  eine 
ganze  rationale  Zahl  sein;  ist  aber  ft*  gleich  einer  ganzen  ratio- 
nalen Zahl  P  multiplicirt  mit  ^—3,  so  wird  auch  a  gleich  einer 
ganzen  rationalen  mit  dem  Factor  ^—3  multiplicirten  Zahl  aus- 
fallen. 

Beispiele. 

1)  fi  =  5,    p  =  2,    «  =  -1,     j||  =  1, 
(2)  =  (2,  *  + 1)  (2,  i9  + 1)  (2,  i*»  + 1). 

2)  M  =  7JA,    i»  =  2,    a  =  £A,     j^j  =  1, 
(2)  =  (2,  *-jA)  (2,  t»-tl)  (2,  (2,  {«*-Ci). 
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3)  1»  =  -2,    p  =  5,    «  =  7,     j|j  =  1, 
(5)  =  (5,  9-7)  (5,  :*-7)  (5,  {«*-7). 

4)  ,»  =  2«.8,    1»  =  11,    «  -  1,     1^1  =  1. 
(11)  =  (11,  »-1)  (11,  i»-\)  (11,  :«*-l). 

5)  ^  =  5»,    1)  =  11,    a  =  -2,     l^j  =  1, 
(11)  =  (11,  d+2)  (11,  £*  +  2)  (11,  :»J>  +  2). 

6)  p  =  3l£l,    p  =  29,    «  =  5£A,    |?^j  =  1, 
(29)  =  (29,  »-m)  (29,  :*-BjA)  (29,  £»*-5a). 

7)  ^  =  31,    p  =  23,    «  =  2,     j^j  =  1, 
23  =  (23,  *-2)  (23,  t*-2)  (23,  t*»-2). 

8)  ,»  =  17,    p  =  71,    «  =  -5,     j^j  =  1, 
(71)  =  (71,  *  +  5)  (71,  t»  +  B)  (71,  i*»  +  5). 

9)  M  =  5«,    p  =  17,    «  =  2,     j|j  =  1, 

(17)  =  (17,  *-2)  (17,  5^-2)  (17,  :»»-2). 
Der  Fall  II  (c),  in  welchem  das  Symbol 

wird,  tritt  im  Gralois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{i^^) 
far  die  erwähnten  Primideale  q  des  quadratischen  ZahlkSrpers 
£(!:),  d«  h«  für  die  rationalen  Primideale 

q  =  p  =  (2>) 

der  Gruppe  11  von  Jr({:),  wobei 

P  s  —1  (mod  3) 

ist,  nberhaupt  nicht  aof. 

Die  Primideale  der  Gruppe  m  des  Qalois'schen  Zahlkörpen 

sechsten  Qrades  J^(e,^). 

Nun  gehen  wir  zu  der  Betrachtung  der  Zerlegung  des  Prim- 
ideals I  über. 

Diese  Frage  können  wir  sofort  erledigen,  indem  wir  uns  der 
Eigenschaftender  ganzen  Zahl  fi*  erinnern.     Wir  wissen ,  dass 
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die  ganze  Zahl  n*  entweder  durch  X  teilbar,  oder  eine  nicht  darch 
3  teilbare  ganze  rationale  Zahl  ist. 

Enthält  non  n*  den  Factor  X  oder  X\  so  wird  stets 

1  =  8», 

wobei  das  Primideal  S  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Gra- 
des Kit,»)  die  Gestalt: 

S^{X,d*) 

besitzt. 

Wird  für  ^i*  eine  ganze  rationale  nicht  darch  3  teilbare  Zahl 
P  genommen,  welche  der  Congraenz 

P  =  ±1  genau  nach  3 
gentigt,  so  wird 

wobei  das  Primideal  Z^  die  Relation 

ßJ  =  (A,  ±1-^*) 

befriedigen  mnss. 

In  diesen  beiden  Fällen  werden  die  Primideale  2,  S^  zu  der 
Gruppe  in(a)  gehören. 

In  allen  übrigen  Fällen  ist  ^i*  stets  eine  ganze  rationale  Zahl, 
welche  congruent  ±1  mindestens  nach  9,  also  nach  X*  ausfällt. 
Wir  sehen,  dass  dabei  in  der  Congruenz 

^*  =  a*  +  aA»  (mod  l*) 

die  ganze  rationale  Zahl  a  stets  gleich  0  sein  wird.  £s  muss 
also  infolge  des  Zerlegungssatzes  das  Primideal  I  im  Galois'schen 
Zahlkörper  sechsten  Grades  K{tjd')  zerlegbar  sein,  es  wird: 

I  =  a  .  «8  .  8*2, 

worin  die  Primideale  S,  sS,  s^Z  die  früher  angegebenen  Werte: 


besitzen  und  zu  den  Primidealen  der  Gruppe  in(b)  gehören. 

Infolge  dessen  schliessen  wir,   dass  wir  im  Falle  des  Galois'- 
schen Zahlkörpers  sechsten  Grades   J^((|^)   nur  mit  den   Typen 
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in (a)  and  in(b)  des  Primideals  S  za  than  haben,  das  Primideal 
I  ist  im  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K^jd)  stets 
zerlegbar,  der  Fall  in(c)  tritt  überhaupt  nicht  auf. 

Beispiele  fär  den  Fall  III(a). 


1)  ^  -  -2».a 

1      oder  2tX 

1  =  s» 

ß  -  (A,*) 

2)    ft  =  -3.5 

oder  5'(>l 

I  =  8» 

ß  -  (A,*) 

3)    ^  —  -3.13      oder  13»{A 

I  =  i 

19 

ß  =  (A,*) 

4)    1»  =  -2*.3.7«  oder  2.7£A 

l  =  i 

\9 

ß  ^  (A,*) 

5)^  =  7 

a  =  1 

1    S 

=  21 

S!  =  (A,l-d) 

6)  ^  =  11 

«  =  -1 

i  =  fi: 

fi;  =  (A,-i-») 

7)  ^  -  2.7 

o  ^  -1 

i  —  *,, 

fi;-(A,-i-*) 

8)  |(  =  23 

a  =  -1 

i  =  s; 

ßf  =  (A,  -1-») 

9)  f(  =  29 

«  =  -1 

i  =  ßj 

fiJ  =  (A,-l-«.) 

10)  f»  =  31 

a  =  1 

I-SI 

ß;  =  (A,i-«-) 

11)  ,»  =  41 

a  =  -1 

i  =  fij 

ßI=.(A,-l-*) 

12)  ^  =  47 

«  =  -1 

i  =  ßj 

ßJ  =  (A,-l-*) 

13)  ^  —  B9 

«  =  -1 

I  =  SJ 

ß;  =  (A,-i-*) 

14)  |(  =  61 

«  =  1 

I  =  SJ 

ß;  =  (A,i-*) 

IB)  ^  —  67 

a  —  1 

i  =  ßl 

ßJ  =  (A,l-d) 

16)  M  -  79 

a  =  1 

i  =  £; 

ß;  =  (A,i-*) 

17)  ft  —  83 

«  =  -1 

i  =  s; 

ß!  =  (A,-l-fr) 

18)  ft  =  97 

a  —  1 

1  =  8? 

fl;-(A,i-*) 

19)  11  —  -BM9 

«  -  -1 

t  =  SJ 

ßj  =  (A,  -1-*) 

20)  /t  =  7M9 

a  =  1 

l  = 

-2\ 

ßj  = 

=  ai-*) 

Beispiele  für  den  Fall  III(b). 
17  =  -l+2a*,  «  =  -1,  a  =  0,  0*  =  2,  ^**  =  ^*,  1^1 

2)  (»*=-19=-l-2a*,  a=-l,  0  =  0,  o*  =  l,  <t**  =  f»*,j*j*l 

-1-5**  \/.  -i-i;d**\/,  -i-c»«*' 


!)<»*  = 


I  = 


=  1, 


=  1, 


l  = 


{. 


)[. 


=)(. 


6 


} 


8S 


3)  ^*  =  37  =  l+4a*,  «  =  1,  a  =  0,  o*  =  1,  ,***  =  ,**,  |^*|  =  1, 

4)  (t*  =  53  =  -l-2il«,    «  =  -1,    a  =  0,    a*  =  0  (mod  3), 

^♦*  =(1-A«)V*,  |f  I  =  1, 

5)  ft*  =  5.11  =  55  =  1-2A«,  »=1,  a  =  0,  a*sO  (mod  3), 

6)  n*  =  -71  =  l-Sa*,  a  =  1,  a  =  0,  o*  =  1,  /»**  =  (»*,Kl  =  1, 

7)  ^*  =  73  =  l  +  8a*,  «  =  1,  a  =  0,  o*  =  2,  f»**  =  ft*,  |^|  =  1, 

8)  (»♦=89=-n-ioa*,  «=-1, 0=0,  o*=i,  ^**=p*,  1^1  =  1, 

Nachdem  wir  die  Zerlegang  der  Primideale  des  quadratischen 
Zahlkörpers  £*({;)  im  Gralois' sehen  Zahlkörper  sechsten  Grades 
K  {t,  %•)  untersucht  haben,  wollen  wir  die  hier  vorkommenden  Fälle 
in  der  Tabelle  lU  zasammenstellen ,  aas  welcher  wir  sofort  die 
Zerlegung  in  K  ((,  d)  der  rationalen  Primzahlhauptideale  (p),  worin 

jp  =  +1  (mod  3) 

oder 

JP  =  3 

ausfallt,  ableiten  können,  weil  die  Zerlegung  ihrer  Primidealfacto« 
ren  im  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Kifjd)  uns  jetzt 
vollkommen  bekannt  ist. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu   der  Untersuchung  der  Zerlegung 


83 

der  Primideale   des    quadratischen   Zahlkörpers   K{t)  im  Galois'- 
sehen  Abel' sehen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K(jtjd'). 
Dieser  Zahlkörper  ist  dadurch  charakterisirt,  dass 

sind.    Dabei  hat  die  ganze  Zahl  ^*  stets  die  Gestalt 

fi*  =  ««•<« 

and  darf  weder  dorch  l,  noch  durch  eine  rationale  Primzahl 

p  =   —  1  (mod  3) 
teilbar  sein. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  im  Galois'schen  Aberschen  Zahl- 
körper sechsten  Grades  K{t,^)  der  Fall  II  (a)  und  derjenige  Fall 
in(a)y  in  welchem 

I  =  fi» 
und 

fi-  (A,^) 

sind,  nicht  vertreten  werden  können. 


Die  Primideale  der  Qrappe  I  des  (Galois'schen  Aberschen 

Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{tj^). 

Die  Primideale  der   Gruppe   l(a). 
Der  Fall  I(a)  tritt  ein  für  solche  Primideale 

q  =  t>  =  («),    q  =  tp  =  {tTt) 

der  Gruppe  I  von  K{i),  welche  in  (fi*)  aufgehen.     Es  hat  dann 
folgende  Zerlegung  statt: 

worin  die  Primideale  ^,  ^  die  Werte: 

*  =  (»>,«*), 

besitzen. 
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Beispiele. 


1)  ft  =  (-i-dtX-i-SfY  =  «te* 

2)  ^  =  (-l+3j)(-l  +  30*  =  «<«' 

3)  ^  =  (2-3jX2-3t»)»  =  Jri«» 

4)  ft  =  (B+6t)(5+6£«)»  =  «tu* 

5)  ^  =  (-7-6£)»(7-6£»)  =  xHx 

6)  ^  =  (5  +  9ty{6  +  9£»)  =  ««/« 

7)  ^  =  (-7-9£)«'(-7-9£*)  =  3rV« 

8)  ^  =  (-l-9Ö«(-l-9£')  =  «Hn 


t»  = 

7 

t»  = 

13 

t»  — 

19 

»•  = 

31 

t9=: 

43 

t»  — 

1^ 

61 

t»  — 

67 

1»  = 

73 

p  = 


p  = 


p  = 


«>  = 


p  = 


p  = 


p  = 


-l-3£,*)» 

-l  +  3£,*)» 

2-3£,*)» 
5+6£,*)» 
-7-6£,*)» 
B  +  9£,«-)« 
-7-%») 


s 


-l-9£,»)» 


P  = 


P  = 


P  = 


P  = 


P  = 


P  = 


P-= 


P  = 


2 


-1+3S>,V7 

6+6r.,|)" 

-7-6,.,«)' 
»  +  »=•.?)• 


Die  Frimideale  der  Gruppe  I(b). 
Za  den  Frimidealen  q   der  G-mppe  I(b)  gehören  diejenigen 


Primideale 


q  =  t>  =  («),    q  =  <^)  =  (te) 

der  Grnppe  I  von  K(i),   nach  denen  (i*  ein  cabischer  Rest  ist, 

wobei 

ft*  s  a*  (mod  ))),   /**$«»  (mod  p*) 

zagleich  ausfällt,  worin  a  eine  ganze  Zahl  in  K{t)  bedeutet.    Die 
Primideale  p,  tp  werden  folgendermassen  zerlegt : 

p  =  ^.s^.s*^, 
tp  =  ^.ts^.ts^, 


wenn 


?  =  (P,  «*-«), 
s?  =  (p,  £«*-«), 

«^  =  *,£•**-«), 


aasfallen. 


^1 
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Beispiele. 
1)  ;.  =  -J(B  +  9Ö»(5+9c«),  «  =  -10-3:,  «  =  l  +  6tA,  »  =  % 


M  - 1.^1 = '• 


p  =  (-10-3t,    *~l-5cA)(-10-3{,  {e-l-BcA)(-10-3c, 

:«4>-l-5£A), 

<P  =  (-10-3£«,^-l+BfA)(-10-3c»,:«5-H-BtA)(-10-3c», 

s^-i+b:a). 

2)ft=-{*(2-3£)»(2-3f»),    «=-4  +  3f,    «=1  +  2:A,    »  =  ^, 


IfHIll-'- 


t)  =  (-4+3C,  *-l-2£A)(-4  +  3t,  je_l_2£A)(-4  +  3t, 

<t)  =  (-4+3{»,^-l+2{A)(-4  +  3c«,C«i--l  +  2{A)(-4  +  3£». 


«•         ■    •  '"    -.-..-  ^ 


IQ 

:^-i+2£A). 

3)  ft  =  -:(-l  +  3Ö«(-l+3£«),     «  =  -1-9J,     «  =  ^^^^, 

l-3eA\ 

4)  ^  =  j(_l_3£)«(-l-3g»),    «  =  5+9C,    a  =  1-4:*,     <*  =  |, 

p  =  (6+9:,  *-i+4:a)(b+9:,  :»-i+4:a)(b+9:,  :«*-i+4:a), 
tp  =  (5+9:«,|-i-4:a)(b+9:',:'^-i-4:a)(B+9:»,:~i-4{:a). 
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5)  ^  =  j(_l_3Ö«(-l-3c«),    «  =  B+6t,    «  =  -1,    t»  =  l, 


{?}={!}-■ 


p  =  (B  +  6J,  *  +  l)(B+6{,  f^+l)(5  +  6t,  t**+l),' 
tp  =  (B+6{»,  J  +  l)(B+6j»,£«^  +  l)(B+65«,g|  +  l). 

6)  j»=  -C(5  +  9ö«(B  +  90,    «=-l-3f,    «  =  1,    <*  =  ^, 

p  =  (-l-3c,*-l)(-l-3t,f»-l)(-l-3j,j«*-l), 
<p  =  (-l-3s»,^-l)(-l-3sSt'^-l)(-l-3£«,e^-l). 
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7)  ^  =  _g«(8_3ö«(8-3j;«),    «  =  -1-3J,    a  =  1,    »  =  ^, 

p  =  (-l-3t,*-l)(-l-3f,£*-l)(-l-35,S»d-l), 

<}j  =  (_l_3g»,^-l)(-l-3i;»,g''^-l)(-l-8f«,£^-l). 

37 

8)  ,t  =  g«(_4+3g)*(-4+3g»),    «  =  -7-%    «  =  10,    <*  =  :sr. 


{?}-fel  =  '' 


p  =  (_7_9g,^_io)(-7-9C,g*-10)(-7-9C,P*-10), 

<p  «  (_7_9c«,^-io)(-7-9j;«,{:»^-io)(-7-9{;«,{;^-io). 

an 

9)  11  =  {:«(-4+3Ö»(-4+3{:»),  «  =  -1-9C  a  «  2-£A,    »  =  ^, 


M  -  M 


1, 


),  =  (-i-9f,  *-2+eA)(-i-9t,f*-2-i-a)(-i-9{:,f»*-2+a), 

<1)  =  (_1_9{;«,^_2-Cl)(-1-9P,  p^-2-a)(-l-9C», 

c^-2-a). 

Die  Primideale  der  G-rnppe  I(c). 

Za   den   Primidealen  q  der  Gruppe   I(c)  gehören  diejenigen 
Frimideale 
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q^  p  =  (»),    q^  tp  =  (tu) 

der  G-rappe  I  von  JE(£)»  für  welche  /»*  ein  cubisclier  Nichtrest  ist. 
Diese  Frimideale  q  bleiben  in  dem  Galois'schen  Aberachen  Zahl- 
körper sechsten  Grades  K(ifd-)  anzerlegbar. 

Beispiele. 

1)  fi  =  £»  (_l_8C)(_l_3{;^t, 

«  =  -1+3C   t.  =  -1+3;«,  {1}  =  ,.,  {^}  =  f., 

2)  /»  =  -J«(-l+30(-l-|-3g*)*, 

«  =  5+6:,   te  =  B+6C»,  1^}  =  t*,  {^}  =  i\ 

3)  p  =  _f(2-30(2-3j:»)*, 

«  =  -1-3C,    t.  =  -l-3t«.   {^}  =  ,S    {A}  =  ,« 

«  =  5+6f,    <«  =  B+6C«,   {^j  =  C.   {^j  ==  ^ 

4)  /*  =  (5+60  (6 +6C»)«, 

«  =  -l-3t   <«r  =  -l-3i?,    1^}  =  f,    {^}  =  £, 

«  =  -1+3C.   t»  =  -1+3C«,    {-J-|  =  ^^  j^}  =  J^. 

5)  ^  =  _(-7-6ö(-7-6{;^», 

*  =  -l-3t   <«  =  -1-3P,   1^  =  C.    {^}  =  C. 

«  =  -1+3C,    te  =  -l+SP-,   {:^}  =  C,    {^}  =  t 

6)  ^  =  -:(B+9Ö«(5+9{;»), 

«  =  2-3t    <«  =  2-3^,    {^}  =  C«,  {^}  =  C«. 

,  =  8-3C,   ;p  =  8-3£»,   {^}  =  f,    {^}  =  C. 


} 


3t 


» 


88 

7)  ,i  =  C(_7-9e)«(-7-9n, 

=  -1+3C.    ««  =  -1+3C,   jf }  =  J»,  j^j  -  {'. 

8)  ,t  =  {:»(-4+3{0*(-4+3{:«), 

,  =  2-3f,    ^«  =  2-3£«,         {^}  =  f,    j^j  =  t 


Die  Primideale  der  Qruppe  n  des  Oalois'schen  Abel'schen 

Zahlkörpers  sechsten  Qrades  K{i^»). 

Die  Primideale  der  ßrappe  n(b). 

Zu  den  Primidealen  q  der  Gruppe   U(b)   gehören   diejenigen 
rationalen  Frimideale 

q  =  P  =  (P) 
der  Gruppe  11  von  JBr(j),  wobei 

jp  =   — 1  (mod  3) 

ist,  nach  welchen  fi*  ein  cubischer  Best,  also 

ft*  =  «•  (mod  p),   fi*  ^  cfi  (mod  |)*) 

wird,  wobei  a  eine  ganze  Zahl  in  K{^  bedeutet.    Es  wird  dann 

worin 

ausfallen. 

Beispiele. 

1)  ^  =  (-l+3£)'(-l+3C»),       p  =  5,       «  =  6A,     {j}  =  1, 
(5)  =  (6,*-SA)(5,{^Cl)(6,e**-tA). 

2)  ft  =  (-7-90«  (-7-9g«).       i>  =  5,        «  =  2a,     {^}  =  1. 
(5)  =  (6,  «-2gA)  (5,  t»-2Vi)  (6,  j;**-2gi). 
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3)  ,»  =  (2-3ö«(2-^g«),       p  =  n,       a  =  4r-tX,      M  =  1. 
(11)  =  (ll,*-4+tl)(ll,{*-4f6A)(ll,e»«-4+6A). 

4)  M  =  f'(-^Ö*(-4+3C*),    P  =  5,    «  =  -2JA,      j^l  =  1, 
(5)  =  (5,  *+2tA)  (B,  t»+2tX)  (5,  £»*+2jA). 

B)  ^  =  _(_7-6£)»(-7-60.   P  =  11,    «  =  ^,   jj}  =  1, 

(11)  =  (ii,*_iW)(n,,^_i^)(n,,.*_i3+:i). 

6)  ^  =  t»  (-10-30«  (-10-3:»),  1>  =  17,    «  =  4+2:A,   M  =  1, 
(17)  =  (17,*-4-2:il)(17,te-^-2tA)(17,£»*-4-2£A). 

7)  ^  =  f(-l-9j)«(-l-90,    P  =  17,    «  =  ?^,    1^1  =  1, 

(17)  =  (i7,^-?:J?i)(i7.e.-?^SA)(i7.t«^-«:^). 

8)  ^  =  c(-l-3£)(-l-30*,   P  =  23,  «  =  -1+51:1,   W  =  1, 
(23)  =  (23,*+l-BfA)(23,J*+l-BtA)(23,t'^l-B£A). 

Die  Primideale  der  Gruppe  II(c). 
Der  Fall  11  (c)  tritt  aof  für  solche  rationalen  Primideale 

q  =  P  =  (P) 
der  Gruppe  II  von  K{0,  wobei 

p  =  —1  (med  3) 

ausfällt,  nach  denen  (i*  ein  cabischer  Nichtrest  ist.  Diese  ratio- 
nalen Primideale  q  bleiben  in  dem  Galois'schen  Abel'schen  Zahl- 
korper  sechsten  Grades  K{i,d)  anzerlegbar. 

Beispiele. 

i)*»  =  £(-i-8:)(-i-3:«)»,    p  =  2,       {!-}  =  «'• 

2)  ^  =  (-1-3:)  (-1-80*,       P  =  5  {t}  =  f • 

3)  ^  =  (-1+8:)  (-1+3:«)»,     P  =  11,      \^  =  t. 

4)  ^  =  :  (2-3:)  (2-3:«)«,       p  =  n,      ||y}  =  :• 
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5)  p  =  (ß+6£)(B+6t«)^  p  =  17,  {ii|  =  t\ 

6)  ^  =  (-7-6J)  (-7-6t«)«,  p  =  17,  {l^l  =  f ^ 

7)  ^  =  (5+9ö(5+9£0',  1>  =  19,  {J^j  =  gl 

8)  ^  =  (-7-9f)  (-7-9f^)«,  i,  =  23,  {gj  =  ^. 

9)  ^  =  (-1-9Ö  (-l-90^  P  =  29,  ji^j  =  g. 


Die  Primideale  der  Ghrappe  m  des  Oalois'schen  Aberschen 

Zahlkörpers  sechsten  Qrades  K(ifd'). 

Nun  wollen  wir  die  Zerlegung  des  Primideals  I  in  dem  Ga- 
lois'schen  Aberschen  Zahlkörper  sechsten  Grades  i^(C,'&)  studieren. 
Bekanntlich  ist  hier  die  ganze  Zahl 

entweder  congruent  ±  1  genau  nach  A,  falls  die  ganze  rationale 
Zahl  &!,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  6,  nicht 
durch  3  teilbar  wird,  oder  congruent  ±  1  mindestens  nach  A*,  falls 
die  ganze  rationale  Zahl  6j,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  ra- 
tionalen Zahl  b^  durch  3  teilbar,  also 

b,  =  36, 

wird  und  zugleich  die  ganze  rationale  Zahl  6,,  resp.  der  Zähler 
der  gebrochenen  rationalen  Zahl  6,  durch  3  teilbar  ist,  oder  con- 
gruent ±  1  mindestens  und  zugleich  auch  genau  nach  A',  falls  die 
ganze  rationale  Zahl  6„  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  ratio- 
nalen Zahl  6,  zu  3  prim  ausfällt. 

Im  ersten  Falle  wird  das  Primideal 

I  =  ß», 
wobei 

ß  =  (A,  ±1--^) 

ist.    Das  Primideal  2  gehört  also  zu  der  Gruppe  in(a). 
Im  zweiten  Falle  wird 

I  =  g.sß.s^ß, 
worin  die  PrimideaJe  ß,  «ß,  «•ß  der  Gruppe  III (b)  die  Werte: 
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besitzen. 

Im  dritten  Falle  wird 

^"^  =  ±  1  genau  nach  A' ; 

infolge  dessen  bleibt  das  Primideal  I  in  dem  Galois'schen  AbeV- 
schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  jE(C,^)  unzerlegbar  und  definirt 
ein  Primideal  der  Gruppe  III  (c), 

Beispiele  für  den  Fall  Ill(a). 

I  =  fi»,     ß  =  (A,  -1-**). 

2)  ^  =  g(-l+3ö  (-1+350*  =  13  (^=^)  =  ^^=^,         «  =  -1. 
t  =  S»,    S  =  (A,  -1-d*). 

3)  ,»  =  C(2-3Ö'(2-3t»)  =  19  (^— )  = 2 '         "  =  "1' 

1  =  8«     S  =  (i,  -1-^). 

4)  ,  =  .«(5+60(5+6,«)«  =  31  (zM+e)  =  Z^ll+aia     ,  ^  _i^ 
1  =  8»,    8  =  (A,  -1-^). 

5)  *»  =  £«(-4+3Ö«(-4+3£«)=  37(5+2v^)  =  185+74eA,     «  =  -1, 
1  =  8»,    8  =  (X,  -1-9*). 

/ß_7i/Z3\      21B-301JA 

6)  ^  =  _e«(-7-6j)«(-7-6£«)  =  43  (^— )  = T"^, «  =  1. 

1  =  8»,    8  =  (A,  1-**). 

7) , = tf»-m+Hv = 61  (i?±|0) = '■^^.    . = -1, 

1  =  8',    8  =  (», -!-»♦). 


ea 


9) ,  =  t(-i-9jx-i-W  =  78(dMa)  _^l!*^^,.=_,, 

I  =  ß»,     S  =  (A,  -l-Ö*). 

Beispiele  für  den  Fall  III(b). 

1)  ,.  =  (5+90(6+9.r  =  61  (1=^)  -  «t:|Ü?; 

a  =  -1,  a  =  0,  o*  =  O(mod  3),  ft**  =  (1-A*)V*.     jy|  =  1. 

2)  ,.  =  (-7-9e.(-7-*-)  =  67(=t^  .  ^!§5^'. 
«==-1,0  =  0,  a*  =  0  (mod  3),  n**  =  (1-X»)*  /»*,     Kl  =  1, 

8)  ,'  =  (-l-9ö.(-l-9t^  =  73  (t^)  =  StW;, 

«  =  -1,  o  =  0,  o*  s  0  (mod  3),  ft**  =  (1-A»)»  f»*,        j^j  =  1, 

Beispiele  für  den  Fall  III(c). 

1)  ,»  =  (-1-3Ö  (-1-30*  =  7  (^1^), «  =  2.  [^]  =  £M  =  8. 

2)  ^  =  (-l+SÖ'C-l+St«)  =  13(=5±|0).  a  =  2,  {j]  =  t^,  1  =  2. 

3)  ,»  =  (2-3£)(2-3£»)'  =  19  (^^),  «  =  2,  {^}  =  C«,    1  =  2. 

4)  ^  =  (B+6Ö»(5+6f')  =  31  (2+3  V=3),  a  =  1,  |^|  =  6,       I  =  S. 

5)  f»  =  (-4f3ö(-4+3j«)«  =  37(=^t^^),  a  =  l,  |f}  =  C,  l  =  S. 

6)  ^  =  (_7-6Ö»(-7-6j«)  =  43(--4-3V=3),  a  =  2,  |^|  =CM  =  ß. 

7)  ^  =  (-10-3t)(-10-3£')'  =  79(=^^ÄJ),  o  =  2,  |^*}  =  f,  1=2. 

8)  p  =  (8-3ö»(8-3c«)  =  97(^^=^),  a  =  1,  |^*}  =  f ,  l  =  S. 
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Wir  werden  nnn  alle  Zerlegangsfalle  der  Primideale  des  qua- 
dratischen Zahlkörpers  K(0  in  dem  Galois'schen  Aberschen  Zahl- 
körper sechsten  Grades  Jf(C, -Ö")  in  der  Tabelle  IV  zusammenstel- 
len, ans  welcher  wir  ebenfalls  auf  die  Zerlegung  in  K{C,&)  der 
rationalen  Primzahlhauptideale  schliessen  können. 


§6. 

Die  cubischen  Unterkörper  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechs- 
ten Grades  K(i,d-)  nnd  der  cubische  Unterkörper  des  Ga- 
lois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  JfiTff,  &). 

Wir  haben  in  §  2  die  Gruppen  der  Substitutionen  des  Ga- 
lois'schen,  resp.  Galois'schen  AbeFschen  Zahlkörpers  sechsten  Gra- 
des iC(g,  d')  mit  ihren  sämtlichen  Untergruppen  zweiten  und  drit- 
ten Grades  bereits  angeführt. 

Aus  der  allgemeinen  Theorie  des  Galois' sehen  Zahl  kör  per  s 
üften  Grades  ist  bekannt,  dass,  wenn  irgend  welche  r  Substitutio- 
nen in  seiner  Gruppe  der  Substitutionen  eine  Untergruppe  vom 
rten  Grade  ausmachen,  so  bildet  die  Gesamtheit  aller  derjenigen 
Zahlen  des  Galois'schen  Zahlkörpers,  welche  bei  der  Anwendung 
einer  jeden  Substitution  der  Untergruppe  ungeändert  bleiben,  ei- 
nen im  Galois'schen  Zahlkörper  liegenden  Unterkörper  vom  Grade 

M 
m  =  — 

r 

Dieser  Zahlkörper  mten  Grades  heisst  der  zur  Untergruppe 
rten  Grades  gehörige  Unterkörper^). 

Da  wir  wissen,  dass  in  der  Gruppe  der  Substitutionen  des  Galois'- 
schen, resp.  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
K  {t,  d)  nur  eine  Untergruppe  dritten  Grades  1,  s,  &'  enthalten  ist, 
so  schliessen  wir,  dass  der  Galois'sche,  resp.  Galois'sche  Abel'sche 
Zahlkorper  sechsten  Grades  K(C,^)  nur  einen  einzigen  quadrati- 
schen Zahlkörper  als  Unterkörper  enthält.  Dieser  quadratische 
Zahlkörper  ist  uns  aber  wohl  bekannt,  es  ist  derjenige  quadrati- 
sche Ereiskörper  K(i),  auf  Grund  dessen  wir  den  Zahlkörper 
sechfiten  Grades  K(ff^)  aufgebaut  haben«    In  der  That  bleiben  die 


1)  »Bericht«  p.  260. 
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Zahlen  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{^)  bei  der  Anwendung 
der  Substittttionen  der  Untergruppe  1,  s,  s*  ungeändert,  weil  sie 
die  ganse  Zahl  ^  gar  nicht  enthalten.  Wir  sehen  daraus,  dass  die 
in  Bezug  auf  K(t)  gebildete  Relativnorm  ebier  Zahl  ^j  cespL  eines 
Ideals  3  des  Zahlkörpers  E{C,^)j  d.h.  die  Zahl  A-sA-^A^  resp. 
das  Ideal  9[-sS*s*3  stets  in  dem  quadratischen  Zahlkörper  -Br(g) 
liegt ,  weil  sie  bei  der  Anwendung  der  Substitutionen  1, 5, 5*  unge- 
ändert bleibt. 

Die  drei  Untergruppen  zweiten  Grades:  1,^;  1,  <«;  1,  fe*  im 
Falle  des  Galois'schen  und  die  einzige  Untergruppe  zweiten  Gra- 
des 1,  ^  im  Falle  des  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  iC(f,  %)  definiren  uns  cubische  Unterkörper,  und  zwar  ent- 
halten der  Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  -K^(C,  ^)  drei 
cubische  Unterkörper,  von  denen  ein  jeder  durch  die  eine  der  drei 
angeführten  Untergruppen  definirt  wird,  und  der  Galois'sche  Abel'- 
sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  K\^^^)  einen  einzigen  cubischen 
Unterkörper.  Wir  wollen  diese  cubischen  Zahlkörper  mit  dem 
Buchstaben  K  bezeichnen,  indem  wir  noch  unten  die  definirenden 
Untergruppen  beifügen. 

Die  drei  cubischen  Unterkörper  Z,,,  -K,,,,  K^^^ 
des  Galois' sehen  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
£(C,'^)  sind  keine  Galois' s  chen  Zahlkör  per  im  Ba- 
tionalitätsb  er  eiche    1. 

Wären  sie  Galois'sche,  zugleich  auch  AbeFsche  Zahlkörper, 
wie  alle  Galois'schen  cubischen  Zahlkörper  es  überhaupt  sind,  so 
würden  sie  mit  dem  Galois'schen  Abel'schen  quadratischen  Zahl- 
körpers iL  (C)  zusammengesetzt,  einen  Galois'schen  Abel'schen  Zahl- 
körper sechsten  Grades  liefern,  was  aber  hier  nicht  der  Fall  ist. 

Der  cubische  Unterkörper  jKj,  des  Galois'schen 
Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  J^(C,^)  ist 
dagegen  stets  ein  Galois'scher  Abel'scher  Zahlkör- 
per im  Bationalitätsbereiche  1,  weil  der  Galois'sche 
Abel'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  £(i^^)  aus 
dem  Galois'schen  Abel'schen  quadratischen  Zahl- 
körper £(£)  und  dem  cubischen  Zahlkörper  £,^  zu- 
sammengesetzt ist. 

Wir  können  leicht  algebraische  Zahlen  im  Galois'schen,  resp. 
Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  ^^(Ci^)  bil- 
den, welche  in  den  cubischen  Zahlkörpern  liegen,  d.h.  bei  der 
Anwendung  der  Substitutionen  der  den  entsprechenden  cubischen 
Zahlkörper  bestimmenden  Gruppe  ungeändert  bleiben,  und  cubi- 
schen Gleichungen  mit  rationalen  Zahlencofficienten  Genüge  leisten« 
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Wir  beginnen  zunächst  mit  dem  Falle  des  Galois'schen  Zabl- 
körpers  sechsten  Grades  K{Cjd'). 

In  diesem  Falle  haben  wir  immer  unterschieden,  ob  die  ganze 
Zahl  n*  gleich  einer  ganzen  rationalen  Zahl  P,  d.  h. 

t^*  =  11,    »♦  =  «*, 

oder  pi*  gleich  einer  ganzen  rationalen  Zahl   P  multiplicirt  mit 
V=3,  d.  h. 

sind. 

Im  ersten  Falle  definirt  die  reine  cubische  Gleichung 

aj'-fi*  =  a^—P  =  0 

zugleich  auch  drei  cubische  Zahlkörper  im  Rationalitätsbereiche  1. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  die  ganzen  Zahlen: 

Wir  sehen  sofort,  dass  die  ganze  Zahl 

in  dem  cubischen  Zahlkörper  JT,^  liegt,  weil  ja 

ist ;  dieser  cubische  Zahlkörper  enthält  nur  die  ganze  Zahl  d*,  die 
ganze  Zahl  ^  aber  nicht.    Entsprechend  liegt  die  ganze  Zahl 

in  dem  cubischen  Zahlkörper  Z^,,,  weil 

ist;  dieser  cubische  Zahlkörper  enthält  weder  &*,  noch  C,  es  liegt 
nur  die  Verbindung  C^  in  ihm.     Die  dritte  Wurzel 

ist  in  dem  cubischen  Zahlkörper  üTj^^t  enthalten,  weil  die  ganze 
Zahl  JÜ'd*  bei  der  Anwendung  der  Substitutionen  l,ts*  ungeändert 
bleibt;  in  dem  cubischen  Zahlkörper  K^,,i  liegt  bloss  die  Verbin- 
dung g*^,  die  ganzen  Zahlen  d*  und  {?  sind  aber  nicht  in  dem- 
selben enthalten. 

Im  zweiten  Falle,  in  welchem  ^*  gleich  einer  mit  dem  Factor 
V— 3  multiplicirten  ganzen  rationalen  Zahl  P  ausfällt,  definirt  die 
in  Bezug  auf  K{0  relativ-cubische  Gleichung 
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rr'-ft*  =  x^-P\J^  =  0 

drei  relativ-cabische  Zahlkorper  in  Bezng  auf  K(j[)  and  hat  als 
Wurzeln  die  ganzen  Zahlen  d^y  Co*,  £'-&*.  Um  diejenigen  Zahlen 
des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K^jd)  zu  bekom- 
men, welche  zugleich  in  den  cubischen  Unterkörpern  enthalten 
sind,  brauchen  wir  nur  diese  Wurzeln  zu  quadriren.  Die  ganzen 
Zahlen 

genügen  in  der  That  einer  reinen  cubischen  Gleichung  mit  ratio- 
nalen Zahlencoefficienten,  und  zwar  der  Gleichung: 

a;'-^*»  =  a?»+3P»  =  0, 

und  sind  entsprechend  in  den  cubischen  Zahlkörpem  K^,j  K^^^  ^1.1« > 
enthalten. 

Eine  reine  cubische  Gleichung  mit  rationalen  Zahlencoefficien- 
ten  besitzt  stets  eine  reelle  und  zwei  conjugirt  imaginäre  Wurzeln. 
Wollen  wir  unter  -ö*,  resp.  %*^  die  reelle  Wurzel  der  reinen  cu- 
bischen Gleichung 

x^-P  —  0, 
resp. 

rc'  +  SP«  =  0 

verstehen,  so  wird  der  cubische  Zahlkörper  K^^^  stets  ein  reeller 
sein,  die  übrigen  zwei  cubischen  Zahlkörper  -ff^,,,  Z",,,«  sind  dann 
zwei  conjugirt  imaginäre  cubische  Zahlkörper. 

Wir  sehen  also,  dass  wir  im  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten 
Grades  ir(C,  ^)  stets  drei  cubische  Zahlkörper  abtrennen  können, 
welche  durch  die  entsprechenden  drei  Wurzeln  einer  reinen  cubi- 
schen Gleichung  mit  rationalen  Zahlencoefficienten  definirt  werden« 

Umgekehrt  geben  die  drei  Wurzeln  einer  jeden  im  Bationali- 
tätsbereiche  1  irreducibelen  reinen  cubischen  Gleichung  mit  ratio- 
nalen Zahlencoefficienten  stets  Anlass  zu  der  Entstehung  des  ent- 
sprechenden Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{^^  Ö).  Ist 
diese  reiue  cubische  Gleichung  von  der  Form 

a:»-c  =  0, 

wobei  wir  stets  für  c  eine  ganze  rationale  Zahl  wählen  dürfen,  so 
soll  die  in  K(^  ganze  Zahl 

gesetzt  werden,  falls  c  gleich  dem  Quadrate  einer  ganzen  rationa- 
len Zahl  ist,  welche  durch  solch  eine  Potenz  von  8  teilbar  ?ärd| 
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deren  Exponent  congraent  2  nach  3  ausfällt,  oder  c  gleich  dem  mit 
dem  Factor  3  mnltiplicirten  Quadrate  einer  zu  3  primen  oder  einer 
dnrch  solch  eine  Potenz  von  3,  deren  Exponent  congruent  0  nach 
3  aasfallt,  teilbaren  ganzen  rationalen  Zahl  ist,  und 

(l  =  c 

in  diesen  auch  und  in  allen  übrigen  Fällen  angenommen  werden. 
Im  Falle 

(l  =  ±\fc 
sind  die  Wurzeln  der  reinen  cubischen  Gleichung 

aj'-c  =  0 

gleich  den  Quadraten  der  von  uns  betrachteten  ganzen  Zahlen 
^,  C^,  ^»]  im  Falle 

(l  =  c 

stimmen  die  Wurzeln  der  erwähnten  Gleichung  mit  den  ganzen 
Zahlen  -Ö*,  Co-,  C-ö"  genau  überein. 

Nun  gehen  wir  zu  dem  Falle  des  Galois'schen  Aberschen 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{<C,d)  üljer. 

Der  Galois'sche  Abel' sehe  cubische  Zahlkörper  Jf, ,  wird  durch 
die  Gruppe  1,  t  definirt.  Es  ist  leicht  aus  den  Zahlen  des  Ga- 
lois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{ij  d)  solche 
Combinationen  von  Zahlen  zu  bilden,  welche  bei  der  Anwendung 
der  Substitutionen  1,  t  ungeändert  bleiben ,  also  im  Galois'schen 
AbeFschen  cubischen  Zahlkörper  K^,  enthalten  sind.  In  der  That 
besitzen,    z.  B.  die  drei  folgenden  Zahlen : 

a^  =  s^  +  ts^j 

die  verlangte  Beschaffenheit.  Indem  wir  uns  des  Umstandes  be- 
dienen, dass  im  Falle  des  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers 
sechsten  Grades  K(j^,^)  alle  zusammengesetzten  Substitutionen 
umkehrbar  sind,  können  wir  schreiben,  dass 

a^  =  8*(d'  +  M)  =  8\ 

sind.  Diese  drei  Zahlen  genügen  einer  im  Rationalitätsbereiche 
1  irreducibelen  allgemeinen  cubischen  Gleichung,  nämlich  der  Glei- 
chung 

7 
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oder,  was  dasselbe  ist,  der  Gleichung 

x^-^Sdx-iii  +  tii)  =  a:»-3dÄ;— (2a-6)  =  0 

mit  ganzen  rationalen  Zahlencoefficienten  1,— 3d,  —  (2a— 6)  und  sind 
infolge  dessen  die  drei  za  einander  conjugirten  ganzen  Zahlen; 
diese  Gleichung  ist  in  der  That  eine  Galois'sche  AbeFsche  allge- 
meine cubische  Gleichung,  weil  ihre  Discriminante 

D  =  -4.270*-^/*)»  =  -4.271*(J:-J:7  =  4.816*  =  (186)* 

das  Quadrat  der  ganzen  rationalen  Zahl  186  ist,  falls 

ft  =  a  +  6C, 
wie  früher,  gesetzt  wird,   worin  a,  b  ganze  rationale  Zahlen  be- 
deuten. 

Die  ganzen  Zahlen  a^^  ^a^  s^a^  lassen  sich  durch  eine  jede  von 
ihnen  rational  mit  Hilfe  der  rationalen  Zahlencoefficienten  aus- 
drücken. Um  diese  Ausdrücke  zu  finden,  müssen  wir  die  Formeln 
(A)  des  §  1  zur  Anwendung  bringen.  Im  Falle  eines  Galois' sehen 
Aber  sehen  cubischen  Zablkörpers  können  wir  von  den  Substitu- 
tionen des  Galois'schen  Abel' sehen  cubischen  Zahlkörpers  sprechen. 
Da  nun  die  angeführte  Galois'sche  Abersche  allgemeine  cubische 
Gleichung  mit  den  Wurzeln  a„  5«^,  s*a^  eine  im  Bereiche  der  ra- 
tionalen Zahlen  irreducibele  Gleichung  ist,  so  wird  der  Galois'sche 
Abersche  cubische  Zahlkörper  K^^^  vollkommen,  z.  B.  durch  die 
ganze  Zahl 

a^  =  d'  +  td- 

definirt.  Die  Gruppe  der  Substitutionen  des  Galois'schen  Abel*- 
schen  cubischen  Zahlkörpers  ist  die  Gruppe  1,  s,  s*. 

Der  Galois'sche  AbeTsche  cubische  Zahlkörper 
ÜTj,  ist  stets  ein  cyklischer  Zahlkörper  mit  der  Sub- 
stitutionsgruppe  1,  Sf  s*. 

Der  Galois'sche  Abersche  cubische  Zahlkörper  K^^  wird  stets 
ein  reeller  Zahlkörper  sein,  weil  eine  jede  Gleichung  ungeraden 
Grades  mit  rationalen  Zahlencoefficienten  stets  eine  reelle  Wurzel 
besitzt;  im  Falle  der  Galois^schen  Abel'schen  allgemeinen  cubi- 
schen Gleichung  mit  rationalen  Zahlencoefficienten  können  die 
übrigen  zwei  Wurzeln  a„  a,  rational  mit  Hilfe  der  rationalen 
Zahlencoefficienten  durch  die  Wurzel 

ausgedrückt  werden,  wobei  wir  natürlich  die  ganze  Zahl  ^  so 
wählen  dürfen,  dass  a,  eine  reelle  ganze  Zahl  wird;  infolge  des- 
sen sind  alle  drei  Wurzeln^  a^,  a„  a,  der  Galois'schen  Abel'schen 
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aUgemeinen  cabischen  Gleichung  mit  rationalen  Zahlencoefficien- 
ten,  also  auch  der  Gralois'sche  Abersche  cnbische  Zablkörper  jR,^ 
selbst  reell. 

Im  Falle  des  Galois'schen  Aberschen  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  K(l^,d')  können  wir  stets  den  Galois'schen  Abel' sehen  ca- 
bischen Zahlkörper  abtrennen,  der  durch  die  Wurzeln  der  ent- 
sprechenden Galois'schen  Abel'schen  allgemeinen  cubischen  Glei- 
chung mit  rationalen  Zahlencoefficienten  definirt  wird. 

Umgekehrt  giebt  eine  jede  im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen 
irreducibele  Galois'sche  Abersche  allgemeine  cubische  Gleichung 
mit  rationalen  Zahlencoefficienten  Anlass  zu  der  Entstehung  des 
Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K^Cjd). 

Die  Wurzeln  der  vorgegebenen  allgemeinen  cubischen  Glei- 
chung von  der  Form: 

ac^  +  bx—c  =  0, 
wobei  wir  für  b,  c  stets  ganze  rationale  Zahlen  wählen  dürfen, 

werden  bekanntlich  mit  Hilfe  der  Zahl  J  y ^ gebildet. 

Sie  werden  immer  dann  den  Nenner  3  besitzen,  wenn  D  nicht 
durch  81  teilbar  ist.  Wird  aber  D  durch  81  teilbar,  so  ver- 
schwindet der  etwaige  Nenner   3,   die  Wurzeln  werden  dann  aus 

der  Zahl  \/ ^  (c  +  \f^3jf;)  gebildet,  wobei 

D  =  81D, 

ausfallt. 

Infolge  dessen  müssen  wir  bei  der  vorgegebenen  Galois'schen 
Abel'schen  allgemeinen  cubischen  Gleichung  mit  der  Discriminante 

stets  die  ganze  Zahl 

wobei  bekanntlich  J  (27  c  +  3g  V"-3)  eine  in  Är(£)  ganze  Zahl  bedeu- 
tet, annehmen,  falls 

3^0  (mod  9) 

ausfällt^  dagegen  aber  die  ganze  Zahl 

f*  =  i(c+atV=3), 

wobei  natürlich  }(^  +  SiV~3)  eine  in  £'(£)  ganze  Zahl  bedeutet, 
wählen,  falls 
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g»  =  0  (mod  9),   q  =  Qq^ 

ist.  Im  ersten  Falle  werden  dann  die  hier  eingeführten  ganzen 
Zahlen  a^,  a„  a,  sich  von  den  Wurzeln  der  vorgegebenen  Galois'- 
sehen  AbeVschen  allgemeinen  cnbischen  Gleichung  nur  um  den 
Factor  3  unterscheiden.  Es  ist  klar,  dass  der  Galois'sche  AbeF- 
sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ä*  (C,  &)  nicht  nur  die  Producte 
der  rationalen  Primzahl  3  mit  den  Wurzeln  der  vorgegebenen 
Galois'schen  Aberschen  allgemeinen  cnbischen  Gleichung,  sondern 
auch  die  Wurzeln  selbst  enthalten  wird,  so  dass  wir  bei  der  Wahl 
der  ganzen  Zahl  ii  den  Neuner  3  nicht  besonders  zu  berücksichti- 
gen brauchen.    Im  zweiten  Falle 

q  =  9q, 

werden  die  hier  betrachteten  ganzen  Zahlen  a^,  a„  a,  mit  den 
Wurzeln  der  vorgegebenen  Galois'schen  Aberschen  allgemeinen 
cnbischen  Gleichung  genau  übereinstimmen. 

Es  möge  hier  noch  eine  kleine  Bemerkung  eingeschaltet  wer- 
den, was  den  Affect  der  reinen  und  Galois'schen  AbeFschen  all- 
gemeinen cnbischen  Gleichungen  mit  rationalen  Zahlencoefficienten 
betrifft. 

Der  Begriff  des  Affectes  wird  folgendermassen  eingeführt: 
haben  wir  irgend  eine  algebraische  Gleichung  i/ten  Grades  mit 
den  im  Grundzahlkörper  liegenden  Coefficienten  und  mit  den 
Wurzeln  a^,  «,,  .  .  .,  a^,  von  denen  vorausgesetzt  wird,  dass  sie 
alle  von  einander  verschieden  ausfallen,  und  bilden  wir  uns  den 
algebraischen  Zahlkörper  K  (a„  a„ . . .,  a^),  so  ist  er  stets  ein  Galois'- 
scher  Zahlkörper  von  einem  gewissen  Grade  x  im  Bereiche,  den 
wir  zu  Grunde  gelegt  haben.    Ist  nun 

X  =  niv), 

worin  11  (y)  die  Anzahl  der  Permutationen  aus  v  Elementen  be- 
deutet, so  sagt  man:  die  betreffende  algebraische  Gleichung  hat 
keinen  Affect  in  dem  Grundzahlkörper.     Der  Quotient 

— — ,  der  immer  eine  ganze  Zahl  sein  muss,  welche  höchstens  gleich 

n{v)  und  mindestens  gleich  1  sein  kann,  wird  als  Grad  des 
Affectes  bezeichnet^). 

Legen  wir  den  Körper  der  rationalen  Zahlen  zu  Grunde  und 
betrachten  wir  die  in  demselben  irreducibelen  reinen  und  Galois'- 
schen  Aberschen  allgemeinen  cnbischen  Gleichungen  mit  rationa- 


1)  H.  Weber,  Lehrbach  der  Algebra.    Bd,  I  p.480. 
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len  Zahlencoefficienten  und  mit  den  Wnrzeln,  welche  wir  in  bei- 
den Fallen  mit  den  Buchstaben  «j,  a„  a,  bezeichnen  wollen,  ao 
wird  der  Zahlkörper  K(a^j  a,,  aj  im  ersten  Falle  mit  dem  Galois'- 
schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{Cf  &) ,  im  zweiten  Falle  mit 
dem  Gtilois'schen  Aberschen  cubischen  Zahlkörper  K(a^j  «„  a,) 
identisch  sein. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  eine  reine  cubische 
Gleichung  keinen  Affect,  wohl  aber  eine  Galois'- 
sche  AbeTsche  allgemeine  cubische  Gleichung  stets 
einen  Affect,  und  zwar  vom  zweiten  Grade  im  Ra- 
tionalität sber  eiche  1  besitzt,  weil  ja 

77(3)  =  6  ist. 


§7- 

Zerlegung  der  rationalen  Primzahlhauptideale  in  den  cubischen 

Unterkörpern  des  Galois'schen  Zahlkörpers   sechsten  Grades 

K{C,&)   und   in  dem  cubischen  Unterkörper  des  Galois'schen 

Abel'sehen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K[i^&). 

In  §  2  sind  wir  davon  ausgegangen,  dass  wir  den  Galois'- 
schen,  resp.  Galois'schen  AbeFschen  Zahlkörper  sechsten  Grades 
Jr(f, -ö")  auf  Grund  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{^  durch  Ad- 
junction  zu  demselben  einer  bestimmten  gewisse  Eigenschaften  be- 
sitzenden Wurzel  der  in  Bezug  auf  Ä(£)  relativ-cubischen  Glei- 
chung 

a;»-/t  =  0 

construirten  und  die,  resp.  den  cubischen  Zahlkörper  K^^  ÜT,^,  K^^,t^ 
resp.  JT, ,  als  Unterkörper  des  auf  diese  Weise  definirten  Galois'- 
schen,  resp.  Gulois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechten  Grades 
-K  (C,  %)  betrachteten. 

Nun  wollen  wir  unseren  Gedankengang  umkehren. 

Eine  zweite  Darstellung  des  Galois'schen ,  resp.  Galois'schen 
Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  X(C, -ö")  gewinnen  wir, 
indem  wir  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
JSr(C, -fr)  irgend  einen  der  drei  nicht-Galois'schen  conjugirten  cubi- 
schen Zahlkörper  jRTj^,  J^^, ,  ^i.»<)  resp.  im  Falle  des  Galois'schen 
Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  Jr({;,  %)  den  GaJois'schen 
Aberschen  cubischen  Zahlkörper   K^^^  zu  Grunde   legen  und  den 
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botreffenden  Zahlkorper  sechston  Grades  K(^^d')  relativ  in  Bezog 
auf  den  cubischen  Grundzahlkörper  betrachten. 

Da  nun  der  nicht-Galois'sche  cubische  Zahlkörper  JC,,,  resp. 
Ä^  „,  resp.  jRTj^t  die  ganze  Zahl  a^,  resp.  a„  resp.  a,  und  der  Ga- 
lois'sche  AbeFsche  cubische  Zahlkörper  iT^  ^  alle  drei  ganzen  Zah- 
len ffj,  a^j  a,  enthalten,  so  können  wir  die  in  Bede  stehenden  cu- 
bischen Zahlkörper  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  KiJ^d)  mit  K(a^)f  resp.  /?(«,),  resp.  K{a^)  und  im  Falle 
des  Galois'schen  Abel' sehen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(tj  ^) 
mit  K{a^,  u^y  a^)  bezeichnen,  worin  natürlich  die  ganzen  Zahlen 
^v  ^v  ^8  ^^®  ^^^^  Wurzeln  im  ersten  Falle  einer  irreducibelen 
reinen,  im  zweiten  Falle  einer  irreducibelen  Galois'schen  Aberschen 
allgemeinen  cubischen  Gleichung  bedeuten. 

In  Bezug  auf  einen  jeden  der  erwähnten  cubi- 
schen Zahlkörper  ist  der  entsprechende  Zahlkörper 
sechsten  Grades  Jf  (f,  ^5^)  .  ein  relativ-quadratischer 
Zahlkörper. 

Um  auf  Grund  eines  beliebigen  cubischen  Zahlkörpers  irgend 
einen  Zahlkörper  sechsten  Grades  aufzubauen,  müssen  wir,  dem 
allgemeinen  Verfahren  nach,  eine  quadratische  Gleichung  bilden, 
deren  Coefficienten  Zahlen  des  vorgegebenen  cubischen  Zahlkör- 
pers sind,  und  die  eine  ihrer  Wurzeln  zu  dem  cubischen  Grund- 
zahlkörper adjungiren. 

Wollen  wir  uns  aber  den  Galois'schen ,  resp.  GaloLs'schen 
Abel' sehen  Zahlkörper  sechsten  Grades  JSr(C,  Q)  auf  Grund  eines 
jeden  der  nicht-Galois'schen  Zahlkörper  K{a^y  ^(«a)>  *^W»  resp. 
auf  Grund  des  Galois'schen  Abel'schen  cubischen  Zahlkörpers 
K{a^y  a„  «3)  construiren,  so  brauchen  wir  nur  die  quadratische 
Gleichung 

a:»  +  3  =  0 

zu  bilden,  und  die  eine  ihrer  Wurzeln,  z.  B.  die  positiv-imaginäre 
Quadratwurzel  V— 3  zu  dem  zu  Grunde  gelegten  cubischen  Zahl- 
körper zu  adjungiren.     Die  Gleichung 

a?«  +  3  =  0 

kann  in  der  That  als  eine  relativ-quadratische  Gleichung  in  Bezug 
auf  einen  jeden  der  oben  angegebenen  cubischen  Grundzahlkörper 
aufgefasst  werden,  weil  ihre  Coefficienten,  d.  h.  die  ganzen  ratio- 
nalen Zahlen  1,  3  im  Rationalitätsbereiche  1  liegen,  welcher  in 
einem  jeden  algebraischen,  also  auch  in  einem  jeden  der  angeführ- 
ten cubischen  Grundzahlkörper,  als  Unterkörper  enthalten  ist. 
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Die  ZaUkörper  sechsten  Grades  JK'(a,,  \/-3)j  K(a^,  \f^a), 
K(cc^,  V^— 3),  resp.  der  Zahlkörper  sechsten  Grades  K(a^,  a„  a„  V/--3) 
und  der  Galois'sche,  resp.  Galois'sche  AbeFsche  Zahlkörper  sechs- 
ten Grades  jK'(C,  d)  stimmen  vollständig  mit  einander  überein,  weil 
ja  die  ganze  Zahl  d  aas  einer  jeden  der  Wurzeln  a^,  a„  a,  and  ans 
der  ganzen  Zahl  \/^  sich  rational  mit  Hilfe  der  rationalen  Zah- 
lencoefficienten  zusammensetzen  lässt. 

Die  quadratische  Gleichung 

rc»  +  3  =  0 

ist  schon  im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  eine  Galois'sche  Abel'- 
sehe  Gleichung,  infolge  dessen  wird  sie  auch  eine  in  Bezug  auf 
den  cubischen  Grundzahlkörper  relativ-Galois'sche-Abersche  Glei- 
chung sein,  weil  die  eine  ihrer  Wurzeln  V^— 3,  —^—^  sich  rational 
in  dem  cubischen  Grundzahlkörper  durch  die  andere  ausdrücken 
lässt,  und  ausserdem  die  Bedingung  dafür,  dass  die  Gleichung  eine 
Abel'sche  wird,  hier  von  selbst  erfüllt  ist.  Die  Relativ-Gruppe 
des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(i,^)  in  Bezug 
auf  den  nicht-Galois'schen  cubischen  Zahlkörper  X(a,),  resp.  Jf  (a,), 
resp.  K(cQ  ist  die  Gruppe  1,^,  resp.  1,  tSj  resp.  1,  ^s';  entspre- 
chend wird  die  Relativ-Gruppe  des  Galois'schen  Aberschen  Zahl- 
körpers sechsten  Grades  K{Cf^)  in  Bezug  auf  den  Gralois'schen 
Aberschen  cubischen  Zahlkörper  K{a^,  a„  «,)  die  Gruppe  1,  t  sein, 
wobei  alle  angegebenen  Relativ- Gruppen  stets  cyklische  Gruppen 
sind. 

Der  Galois'sche,  resp.  Galois'sche  AbeTsche  Zahl- 
körper sechsten  Grades  Ki^jd)  ist  ein  relativ-Galois'- 
sch  er- A  be  r  s  eher -cyklis  eher -quadratisch  er  Zahlkör- 
per in  Bezug  auf  den  entsprechenden  cubischen  Grund- 
zahlkörper. 

Wir  wissen,  dass  eine  jede  im  Rationalitätsbereiche  1  irre- 
ducibele  reine,  resp.  Galois'sche  Abersche  allgemeine  cubische 
Gleichung  mit  rationalen  Zahlencoefficienten  und  mit  den  Wurzeln 
a„  a,,  a,  stets  Anlass  zu  der  Entstehung  des  Galois'schen ,  resp. 
Galois' sehen  Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  £(C,'0')  giebt, 
worin 


oder 


resp. 


«. 

=  »,  «, 

^ss 

&>;    a,  ■■ 

=  ?», 

«1 

=  d«,  «. 

s= 
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=  {»•, 

«1 
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—  ««,. 

c,  =  «*«„ 
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oder 

«1  =  (^  +  t^')J    «,  =  5«!,    «8  =  s\ 

sind. 

Wir  wollen  jetzt  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahlhaopt- 
ideale  in  den  durch  die  Wurzeln  der  irreducibelen  reinen ,  resp. 
Gralois'schen  Aberschen  allgemeinen  cubischen  Gleichungen  definir- 
ten  cubischen  Zahlkörpern  studiren,  indem  wir  diese  cubischen 
Zahlkörper  als  Unterkörper  der  Galois'schen ,  resp.  Galois'schen 
Abel'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  X(f,  -ö")  betrachten  werden. 

Hier  möge  darauf  hingewiesen  werden,  dass  ein  beliebiges 
rationales  Primzahlhauptideal  in  einem  cubischen  Zahlkörper  sich 
höchstens  in  drei  Factoren  zerlegen  lässt,  weil  der  Grad  des  cu- 
bischen Zahlkörpers  gleich  drei  ausfällt. 

Wir  haben  eben  gesehen,  dass  ein  jeder  von  diesen  cubischen 
Zahlkörpern  als  Unterkörper  des  entsprechenden  Zahlkörpers  sechs- 
ten Grades  K{C,^)  aufgefasst  werden  kann.  Zuvörderst  ist  klar, 
dass  die  Primideale  der  cubischen  Zahlkörper  sich  aus  den  Prim- 
idealen des  entsprechenden  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K  (C,  ^) 
bilden  lassen,  eventuell  können  sie  auch  mit  denselben  identisch 
sein.  Da  aber  gezeigt  worden  ist,  dass  der  Galois'sche,  resp. 
Galois'sche  Abersche  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{ijd)  als  ein 
in  Bezug  auf  den  betreffenden  cubischen  Grundzahlkörper  relativ- 
cyklischer-quadratischer  Zahlkörper  aufgefasst  werden  kann,  so 
dürfen  hier  nur  folgende  drei  Möglichkeiten  vorhanden  sein^). 

Ein  Primideal  des  cubischen  Unterkörpers  ist  in 
dem  entsprechenden  Zahlkörper  sechsten  Grades 
K{i,&)  entweder  gleich  der  zweiten  Potenz  eines  Prim- 
ideals oder  gleich  dem  Product  zweier  von  einander 
verschiedener  in  Bezug  auf  den  cubischen  Grundzahl- 
körper relativ  conjugirter  Primideale,  oder  selbst 
ein  Primideal. 

Sollen  wir  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahlhauptideale 
in  den  cubischen  Zahlkörpern  angeben,  so  ist  eine  solche  bereits 
in  den  Tabellen  III  und  IV  enthalten.  Aus  den  angeführten  Ta- 
bellen können  wir  sofort  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahl- 
hauptideale im  Galois'schen,  resp.  Galois^schen  Aberschen  Zahl- 
körper sechsten  Grades  £"({;,  d-)  ablesen,  was  wir  bereits  in  §  5 
erwähnt  haben. 

Um  uns  die  Vorstellung  davon  zu  verschaffen,  welche  Combi- 
nationen   der   Primidealfactoren  der  in  dem  Galois'schen,    resp. 


1)  »Bericht«  p.  274. 
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Galois'schen  Aberschen  Zahlkörper  sechsten  Grrades  K(tjd)  zer* 
legbaren  rationalen  Primzahlbanptideale  in  den  cabischen  Grtind- 
zahlkörper  werden  zu  liegen  kommen,  müssen  wir  zunächst  das 
Verhalten  der  Primideale  des  Galois'schen ,  resp.  Galois'schen 
Aber  sehen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{Z,d)  gegenüber  den  in 
der  Grappe  der  Substitutionen  des  Galois^schen,  resp.  Galois'schen 
Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(ij^)  enthaltenen  Un- 
tergruppen untersuchen. 

Wir  wollen  nun  auf  den  Galois'schen,  resp.  Galois'schen  Abel'- 
sehen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K(Z,d')  dasjenige  übertragen, 
was  uns  in  dieser  Beziehung  aas  der  allgemeinen  Theorie  des 
Galois'schen  Zahlkörpers  bekannt  ist^). 

Es  bezeichne  S93  ein  beliebiges  Primideal  vom  Grade  f  in  dem 
Galois'schen,  resp.  Galois'schen  Abel' sehen  Zahlkörper  sechsten 
Grades  K{i,  9).  Die  in  K  {C,  d)  genommene  Norm  einer  Zahl,  resp. 
eines  Ideals  bezeichnen  wir  durch  Vorsetzung  des  Buchstaben  j^ 
vor  dieser  Zahl,  resp.  vor  diesem  Ideal.    Es  ist  also 

wobei  (p)  das  durch  8E8  teilbare  rationale  Primzahlhauptideal  be- 
deutet und  p  gleich  3,  oder  congruent  i:  1  nach  3  sein  mag.  Die 
Gesamtheit  derjenigen  r^  Substitutionen  Z  der  Gruppe  der  Sub- 
stitutionen des  Galois'schen,  resp.  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkör- 
pers sechsten  Grades  K  (C,  '8'),  welche  das  Primideal  SS  ungeändert 
lassen ,  bildet  eine  Gruppe  und  wird  die  Zerlegungsgruppe 
des  Primideals  SB  genannt.    Sie  definirt   den  Zerlegungs- 

körper  des  Primideals  SB,  derselbe  ist  vom  Grade  — .    Die 

Gesamtheit  aller  derjenigen  r,  Substitutionen  T  der  Gruppe  der 
Substitutionen  des  erwähnten  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{Cy9)j 
welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  für  eine  jede  ganze  Zahl  Sl 
des  erwähnten  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(C,  9)  die  Congruenz 

Tä  =  Ä  (mod  SB) 

besteht,  bildet  eine  Gruppe,  welche  die  Trägheitsgruppe  des 
Primideals  SB  genannt  wird.    Diese  Gruppe  definirt  den  Träg- 

heitskörper  des  Primideals   SB  und  zwar  vom  Grade  — : 

sie  ist  eine  invariante  Untergruppe  der  Zerlegungsgruppe  von  SB. 
Es  besteht  die  Relation 

^  =  /*^• 

1)  .Bericht*'  p.  260. 
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Die  Gesamtheit  derjenigen  r^  Substitutionen  V  der  Trägheitsgruppe 
von  SB,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  für  eine  jede  ganze 
Zahl  Sl  des  erwähnten  Zahlkörpers  sechsten  Grades  iC(C,  d)  die 
Congruenz 

Fß  =  Ä  (mod  SB*) 

erfüllt  wird,  bildet  die  sogenannte  Verzweigungsgruppe  des 
Primideals  SB,  welche  den  Verzweigungskörper  des  Prim- 

i  de  als   SB   und   zwar  vom  Grade  —  definirt.     Der  Grad  r.  der 


^ 


Verzweigungsgruppe  von  SB  ist  stets  eine  Potenz  derjenigen  ra- 
tionalen Primzahl  p,  welche  das  durch  SB  teilbare  rationale  Prim- 
zahlbauptideal  {p)  definirt;  es  ist 


r   =  ^ 


worin  A  einen  Teiler  von  p'—l  bedeutet.  Wird  L  der  höchste 
Exponent,  dass  für  eine  jede  Substitution  V  der  Verzweigungs- 
gruppe von  SB  die  sämtlichen  ganzen  Zahlen  Si  des  Galois*schen, 
resp.  Galois'schen  Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  Ä'(C,  ^) 
der  Congruenz: 

Fä  =  12  (mod  SB") 

genügen,  so  bildet  die  Gesamtheit  aller  derjenigen  r;  Substitutio- 
nen F  der  Verzweigungsgruppe  von  SB  von  der  Beschaffenheit, 
dass  die  Congruenz 

Fß  =  ß  (mod  SB^O 

für  alle  in  dem  erwähnten  Zahlkörper  sechsten  Grades  £;*((,  ^) 
ganzen  Zahlen  ß  erfüllt  wird,  die  einmal  überstrichene 
Verzweigungsgruppe  von  SB,  welche  den  einmal  über- 
strichenen    Verzweigungskörper    des    Primideals    SB 

und  zwar  vom  Grade  —  definirt.    Auf  die  Weise  gelangen  wir  zu 

dem  tmal  überstrichenen  Yerzweigungskörper  von  SB, 
der  mit  dem  betreffenden  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{^^^) 
übereinstimmt. 

Die  überstrichenen  Verzweigungskörper  können  eventuell  nur 
für  diejenigen  Primideale  des  betreffenden  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  A'(C,  «d*)  existiren,  welche  in  dem  rationalen  Hauptideal  (6) 
aufgehen,  weil  der  erwähnte  Zahlkörper  K{]i^%)  vom  sechsten 
Grade  im  Bationalitätsbereiche  1  ist.     Es   können  also  die  über- 
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strichenen  VerzweigungskSrper  nnr  für  die  Frimidealfactoren  der 
rationalen  Pnmzahlhanptideale  (2)  and  (3)  vorhanden  sein. 
Ausserdem  liegt  das  Ideal 

in  dem  Zerlegongskorper  von  993  and  wird  dort  za  einem  Prim- 
ideal ersten  Grades;  in  dem  Zerlegongskörper  von  9EB  besteht 
dann  die  Gleichang 

(p)  =  tü,0, 

worin  a  ein  za  lo,  primes  Ideal  ist.  Im  Trägheitskörper  von  8B 
bleibt  to,  ein  Primideal,  sein  Grad  wird  aber  erhöht  and  gleich  f. 
Das  Ideal 

liegt  im  Yerzweigangskörper  von  Sß  and  ist  in  demselben  ein 
Primideal  /'ten  Grades,   es  wird 

worin  h  den  Qaotienten  -  bedeatet.     Das  Ideid 

liegt  in  dem  einmal  überstrichenen  Yerzweigangskörper  von  9ß; 
es  wird  dann 

worin  die  ganze  rationale  Zahl  e  den  Grad  des  Primideals  SB 
nicht  übersteigt  and  s.  f. 

Wir  werden  jetzt  die  angeführten  Grnppen  and  Zahlkörper 
für  aUe  Typen  der  Primideale  des  Galois'schen,  resp.  Galois'schen 
Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{i^^)  aaf stellen,  soweit 
sie  überhaapt  existiren. 

Die  in  dem  Zahlkörper  sechsten  Grades  K  (g,  %)  genonmiene 
Norm  eines  Primideals  SB  haben  wir  mit  ^(SB)  bezeichnet.  Es 
ist  dann  im  Falle  des  Galois'schen ,  resp.  Galois'schen  Aberschen 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{J^,^) 

iV(SB)  =  SB-5SB-s"9B-^SB-feSB-fe"SB. 

Was  die  ambigen  Primideale  SB  des  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  K{%^%)  angeht,  so  wollen  wir  hier  noch  den  folgenden 
Satz  angeben,  den  wir  znr  Bestimmang  des  höchsten  Exponenten 
L  in  der  Congraenz 
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FÄ-a  =  0  (mod  SB*) 

benutzen  werden,  indem  wir  ihn  für  l  gleich  3  aussprechen*). 

Satz  A.  Wenn  ein  Primideal  lü  des  quadrati- 
schen Zahlkörpers  K(JQ  im  Zahlkörper  sechsten 
Grades  K(ijd)  gleich  der  dritten  Potenz  eines  am- 
bigen Primideals  SB  wird,  so  enthalten  die  ßelativ- 
discriminanten  des  Zahlkörpers  sechsten  Gra- 
des K{t,d)  und  einer  in  K{t,d)  ganzenZahl  Ä,  welche 
congruent  0  nach  2B,  abe  r  nicht  nach  SB*  ausfällt, 
in  Bezug  auf  K(s)  genau  die  gleiche  Potenz  von  to 
als  Factor.  Jede  ganze  Zahl  £1  des  Zahlkörpers 
sechsten  Grades  K(tjd)  lässt  sich  dann  in  der  Form 

ß_ 

darstellen,  wobei  «,  ßj,  ä„  ß  ganze  Zahlen  in  K{t) 
bedeuten  und  ausserdem  das  Hauptideal  (ß)  zu  to 
prim  ausfällt. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall  des  Galois'schen  Zahlkör- 
pers sechsten  Grades  K(i,d'). 


Die  Prixnideale  der  Qruppe  I  des  Gbdois'schen  Zahlkörpers 

sechsten  Qrades  K{tjd'). 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(a). 

Die  Primideale  $,  t^  der  Gruppe  I  (a)  sind  ambige  Primideale, 
weil  sie  bei  der  Anwendung  der  Substitutionen  1,8,  s*  ungeändert 
bleiben  und  selbst  nicht  in  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(t;) 
liegen.    Beide  Primideale  besitzen  denselben  Grad 

weil  ia 

Nm  =  Nim  =  p 

ist,  und  dieselbe  Zerlegungsgruppe  1,  s,  6*',  also  auch  denselben 
Zerlegungskörper.    Aus  der  Delation 

folgt,  dass  die  beiden  Primideale  dieselbe  Trägheitsgruppe  1,  $,  s", 
also  auch  denselben  Trägheitskörper  haben.  Die  Verzweigungs- 
gruppe von  $,  resp.  t^  enthält  nur  die  identische  Substitution  1, 
weil  sie  eine  Untergruppe  vom  Grade  r,   seiner  Trägheitsgmppe 


1)  „Bericht"  p.  892. 
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1,  Sf  s*  sein  aoll,  wobei  die  ganze  rationale  Zahl  f  gleich  einer 
Potenz  von  p  sein  mnss,  also  nnr  gleich 

p»  =  1 

sein  kann.  Infolge  des  Satzes  (A)  lässt  sich  eine  jede  ganze  Zahl 
Sl  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{i,d)  in  der 
Form: 

'^  ß 

resp. 

ß' 
schreiben,  worin  A,  resp.  A'  eine  ganze  Zahl  im  Galois'schen 
Zahlkörper  sechsten  Grades  K{i,d')  bedeutet,  welche  congruent 
0  nach  ^,  aber  nicht  nach  $',  resp.  congruent  0  nach  (^,  aber 
nicht  nach  t^*  ist,  und  die  a's,  /3's  ganze  Zahlen  im  quadratischen 
Zahlkörper  K{i)  sind,  wobei  ausserdem  das  Hauptideal  {ß),  resp. 
{ß')  prim  zu  p,  resp.  tp  ausfällt.  Da  nun  die  Relativdiscriminante 
D^  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{tj  ^)  '^  Bezug 
auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K{t)  genau  den  Factor 

p«  =  *•, 

resp. 

enthält,  und  infolge  dessen 

{A'-8Ay{A-'S^Ay{8A-s^Ay  =  0  genau  nach  5ß«, 
resp. 

(A'-8A'y{A'^s^Ay(8A's*A'y  =  0  genau  nach  ^5ß« 

wird,  so  muss 

A—sA  =  0  genau  nach  $, 
resp. 

A'—8A'  =  0  genau  nach  <5ß 

sein.    Infolge  dessen  werden  die  ganzen  Zahlen 

Ä-Ä      =  0, 

ß 

ß 
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ß-ß     ==  0, 

ß' 

ß' 

congruent  0  genau  nach  %  resp.  t^  ausfallen.  Hiermit  haben  wir 
wieder  die  Bestätigung  des  Umstandes  bekommen,  dass  die  Ver- 
zweigungsgruppe  des  Primideals  $,  resp.  (^  aus  der  identischen 
Substitution  1  besteht.  Die  Zerlegungskörper  und  Trägheitskörper, 
resp.  Verzweigungskörper  dieser  Primideale  stimmen  mit  dem 
quadratischen  Zahlkörper  K{t),  resp.  mit  dem  Galois'schen  Zahl- 
körper sechsten  Grades  K  {i,  d)  überein. 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(b). 

Die  Primideale  $,  s^,  s*^,  ^,  t8%  to'$  der  Gruppe  I  (b)  sind 
alle  vom  Grade 

und  besitzen  dieselbe  Zerlegungsgruppe,  welche  aus  der  identischen 
Substitution  1  besteht.  Die  Zerlegungskörper  dieser  Primideale 
sind  mit  dem  Galois' sehen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{i,d) 
identisch. 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(c). 

Die  Primideale   %  t^  der   Gruppe   I(c)    besitzen    denselben 
Grad 

und  dieselbe  Zerlegungsgruppe  1,  8,  s^,  weil  sie  selbst  in  dem  qua- 
dratischen Zahlkörper  K{i)  liegen.    Aus  der  Relation 

^  =  fr» 

folgt,  dass  die  Trägheitsgruppen  der  beiden  Primideale  nur  die 
identische  Substitution  1  enthalten  können.  Für  diese  Primideale 
sind  die  Zerlegungskörper,  resp.  Trägheitskörper  mit  dem  quadra- 
tischen Zahlkörper  £  (C).  resp.  mit  dem  Galois'schen  Zahlkörper 
sechsten  Grades  £{^9)  identisch. 
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Die  Primideale  der  Qruppe  n  des  Qalois'schen  Zahlkörpera 

sechsten  Qrades  £(g,  <&). 

Die  Primideale  der  Gruppe  II(a). 

Die  Zerlegongsgrappe  eines  jeden  Primideals  $   der  Grappe 
n(a),  wobei  nun 

P  *  (2), 
oder 

1)  =  (2) 

sein  kann,  ist  die  Gruppe  1,  s,  s*,  t,  ts,  t$*f  weil  das  ambige  Prim- 
ideal $  bei  der  Anwendung  der  Substitution  8  ungeändert  bleibt 
und 

p  =  tp 

ist.     £s  wird  stets 

5ß  =  (p,  «*)  =  (tp,  t9*)  =  {p,  +  d*)  =  (p,  »*)  =  i^. 

Die  Trägheitsgruppe  1,  s,  5*  des  Primideals  $,  worin 

P  *  (2), 
oder 

P  =  (2) 
ist,  finden  wir,  indem  wir  die  Relation 

r.  =  fr, 

zur  Anwendung  bringen  und  beachten,  dass  der  Grad  f  des  Prim- 
ideals $ß  gleich  2  ist.  Da  nun  die  Verzweigungsgruppe  eine  Un- 
tergruppe der  Trägheitsgruppe  sein  und  den  Grad  gleich  einer 
Potenz  von  p,  wobei 

i>*  2, 
oder 

jp  =  2 

in  diesem  Falle  sein  kann,  besitzen  muss,  so  ist  es  evident,  dass 
für  alle  nicht  in  (2),  oder  in  (2)  aufgehenden  Primideale  $  dieser 
Gruppe  die  Verzweigungsgruppen  nur  aus  der  identischen  Substi- 
tution 1  bestehen  dürfen.  Indem  wir  den  Satz  (A)  benutzen,  fin- 
den vsdr,  dass  in  der  That  jede  ganze  Zahl  £1  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(i,  d)  den  Congruenzen 

Sl  =  Sl  genau  nach  $, 
Sl  =  sSl  genau  nach  ^, 
A  =  iß'^  genau  nach  $ 
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genügen  muss,  weil  die  Relativdiscriminante  D,,  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  K  (C,  ^)  in  Bezug  auf  den  quadrati- 
schen Zahlkörper  K(^  genau  die  Potenz  $^  als  Factor  enthalten 
darf.  Wir  sehen  also,  dass  für  alle  Primideale  $  der  Gruppe  II  (a) 
die  Zerlegungskörper  mit  dem  Körper  der  rationalen  Zahlen,  die 
Trägheitskörper  mit  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{i)  und  die 
Verzweigungskörper  mit  dem  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ä^(t,  ^) 
identisch  sind.  Die  überstrichenen  Verzweigungskörper  treten  für 
das  in  (2)  aufgehende  Primideal  $  nicht  auf. 

Die  Primideale  der  Gruppe  II(b), 
Die  Frimideale  $,  s$,  «*$  der  Gruppe  11  (b) ,  worin 

V  *  (2), 
oder 

*)=(2) 
sein  kann,  besitzen  alle  denselben  Grad 

Wir  wissen,  dass  in  diesem  Falle  folgende  zwei  Relationen 

ta    =  a, 
oder 

t%*  =  — #* 

ta    =  — a 

gleichzeitig  erfüllt  werden.  Aus  der  Gestalt  der  Primideale 
schliessen  wir,  dass  die  Zerlegungsgruppe  des  Primideals  $,  resp. 
5$,  resp.  s*^  die  Gruppe  1,  t]  resp.  1,  ts,  resp.  1,  ts*  ist.  Aus  der 
Relation 

^  =  fr, 

folgt,  dass  alle  Primideale  $,  5$,  s'$  für 

P  *  (2), 
oder 

P  =  (2) 

die  nur  aus  der  identischen  Substitution  1  bestehenden  Trägheits- 
gruppen besitzen.  Der  Zerlegungskörper  des  Primideals  $,  resp. 
s%  resp.  «*5ß  ist  der  cubische  Zahlkörper  ^„,  resp.  JBT,,,,  resp. 
K^u^'y  die  Trägheitskörper  aller  Primideale  dieser  Gruppe  stim- 
men mit  dem  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{tfO) 
fiberein. 


t-fti 


»  .   ■« 
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Die  Frimideale  der  Gruppe  m  des  Oalois'schen  Zahlkörpers 

sechsten  Qrades  K{t,d), 

Die  Primideale  der  Gruppe  in(a). 

Die  Zerlegimgsgrnppe  des  ambigen  Primideals  ß,  resp.  S,  der 
Gruppe  III  (a),  welches  den  Grad 

besitzt,  ist  die  Gruppe  1,  8,  8^,  t,  is,  ts^,  welche  den  Körper  der 
rationalen  Zahlen  als  den  Zerlegungskörper  des  Primideals  S, 
resp.  Sj  definirt.    Aus  der  Relation 

n  =  fr, 

folgt,  dass  die  Trägheitsgruppe  von  S,  resp.  S,  die  Gruppe  1,  5,  s\ 
t,  ts,  ts^  wird.    Da  nun  in  diesem  Falle 

p/-l  =  3-1  =  2 
ist,  und  infolge  dessen  die  ganze  rationale  Zahl 

h  =  1  oder  2 
sein  kann,  wobei 


^  = 


gleich  einer  Potenz  von  3  sein  soll,  so  müssen  die  ganzen  ratio- 
nalen Zahlen  %,  r,  die  Werte 

A  =  2, 
r    =  S 

besitzen.  Die  Verzweigungsgruppe  des  Primideals  fi,  resp.  S,  ist 
die  Gruppe  1,  5,  s".  Wir  wissen,  dass  in  diesem  Falle  die  Rela- 
tivdiscriminante  J)j^  des  Galois^ sehen  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
K{i^ff)  in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K{^  genau 
den  Factor  IJ,  resp.  l*,  also  8",  resp.  SJ*  enthält  und  jede  ganze 
Zahl  Sl  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{i^  ^)  sich 
in  der  Gestalt: 

ft  =  f±A4+J?i.4!  =  (« +^t) + («1  +^i  £M  +  iß^  +\  i)  ^' 

ß  c+dg 

schreiben  lässt,  worin  A  eine  ganze  Zahl  des  erwähnten  Zahlkör- 
pers K{ij&)  bedeutet,  welche  congruent  0  nach  ß,  resp.  S, ,  und 
zugleich  nicht  congruent  0  nach  S',  resp.  8|  ausfällt,  die  a's,  6's, 
c,  d  ganze  rationale  Zahlen  sind  und  die  in  £({;)  ganze  algebrai- 
sche Zahl  c  +  dt  nicht  durch  A  teilbar  ist.    Infolge  dessen  wird 

8 


i 

■^1 
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(A-sA)' (A-a*Ay  {sA-s*Ay  =  0  genau  nach  8",  resp.  S;' 
aasfallen  and 

A—sA  =  0  genaa  nach  S,*,  resp.  £* 

sein.    Wir  finden,  dass  die  Differenzen 

Ä-fl     =  0, 

Ä-5ß   =  (a, + ft.g)  (Ä-sA) + (3+&.e)  (A'-sA^) 

c+dt 
ß_,.a  _  (a. + H)  iA-s*Al+  (a. + fe.e)  (^«-^M») 

stets  congraent  0  genaa  nach  £*,  resp.  S'  sind;  es  ist  also 

L  =  4, 
resp. 

i  =  2. 

Infolge  dessen  wird  für  S,  resp.  S,  die  einmal  überstrichene  Ver- 
zweigongsgruppe  vorhanden  sein  und  aas  der  identischen  Substi- 
tation  1  bestehen.  Für  diese  Primideale  stimmen  die  Zerlegongs- 
körper  und  Trägheitskörper,  resp.  Verzweigungskörper,  resp.  die 
einmal  überstrichenen  Verzweigungskörper  mit  dem  Körper  der 
rationalen  Zahlen,  resp.  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{Qj  resp. 
dem  Galois' sehen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ä'(J;,  d)  überein. 

Die  Primideale  der  Gruppe  Ill(b). 

Die  Primideale  ß,  «8,  5*8  der  Gruppe  in(b)  sind  alle  vom 
ersten  Grade.  Aus  der  Gestalt  der  Primideale  schliessen  wir, 
dass  die  Zerlegungsgruppe  des  Primideals  8,  resp.  s2,  resp.  s^& 
die  Gruppe  1,^,  resp.  l,ts,  resp.  Ijts^  ist,  weil  ja 

und 

sind.    Aus  der  Relation 

r.  =  fr, 
folgt,  dass  die  Trägheitsgruppen  der  Primideale  8,  ^8,  s^2  mit 
ihren  Zerlegungsgruppen  übereinstimmen.  Die  Verzweigungskör« 
per  werden  für  alle  Primideale  hier  durch  die  identische  Substi- 
tution 1  definirt,  weil  ja  die  Verzweigungsgruppe  eines  jeden 
Primideals  der  Gruppe  III  (b)  eine  Untergruppe  seiner  Trägheits- 
gruppe ist  und  der  Grad  seiner  Verzweigungsgruppe  eine  Potenz 
von  3  sein  soll,  also  nur 
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3^  =  1 

sein  kann.  Wir  sehen,  dass  der  cabische  Zahlkörper  J?i,«,  resp. 
^hia,  resp.  £i,i»t  der  Zerlegongskörper  and  zugleich  auch  Träg- 
heitskorper  für  das  Primideal  ä,  resp.  s  ä,  resp.  s*  &  ist.  Die  Prim- 
ideale der  Gruppe  ni(b)  besitzen  alle  denselben  Yerzweigungs- 
körper,  welcher  mit  dem  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades 
K{ij  d)  übereinstimmt. 

Im  Gtilois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{iy  d)  ist  der 
einmal  überstrichene  Verzweigungskörper  nur  für  das  Primideal  2, 
resp.  Sj  der  Gruppe  in(a)  vorhanden. 

Wir  werden  uns  jetzt  zu  den  Primidealen  des  Galois'schen 
AbeFschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{^,  d)  wenden« 


Die  Primideale  der  Qruppe  I  des  Oalois'schen  Aberschen 

Zahlkörpers  sechsten  Qrades  K{i,  d'). 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(a). 

Die  Zerlegungsgruppe  des  Primideals  $,  resp.  t^  der  Gruppe 
I(a)  ist  1,  s,  6*]  der  Grad  des  Primideals  $,  resp.  t^  wird  gleich 
1  sein,  weil  ja 

JV(5ß)  =  Nm  =  p 

ausfällt.    Mit  Hilfe  der  Relation 

finden  wir,  dass  die  Trägheitsgruppe  eines  jeden  dieser  Primideale 
die  Gruppe  1,  8,  s*  ist  und  seine  Verzweigungsgruppe  aus  der 
identischen  Substitution  1  besteht.  Für  das  Primideal  ^,  resp. 
t^  ist  der  quadratische  Zahlkörper  K{t)  der  Zerlegungskörper, 
zugleich  auch  Trägheitskörper,  der  Verzweigungskörper  stimmt 
mit  dem  Galois'schen  Aberschen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K(t,  <&) 
überein. 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(b). 

Alle  Primideale  %  s^,  s*^,  t%  fe^,  fe'$  der  Gruppe  I(b) 
besitzen  denselben  Grad 

f=  1 

und  denselben  Zerlegungskörper,  und  zwar  wird  derselbe  durch 
die  identische  Substitution  1  definirt,  also  mit  dem  Galois'schen 
Abel' sehen  Zahlkörper  sechsten  Grades  JC(r,  ^)  identisch. 

8* 
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Die  Primideale  der  Gruppe  I(c). 

Die  Primideale  %  t^  der  Gruppe  I(c)  haben  dieselbe  Zerle- 
gimgsprappe  1,  s,  5',  weil  sie  schon  in  dem  quadratischen  Zahl- 
körper K{i)  enthalten  sind.  Da  aber  diese  Primideale  denselben 
Grad 

f=S 

besitzen,  so  schliessen  wir,  dass  ihre  Trägheitsgruppen  der  Relation 

^.  =  fr, 

zufolge,  nur  aus  der  identischen  Substitution  1  bestehen  sollen. 
Für  diese  Primideale  sind  die  Zerlegungskörper ,  resp.  die  Träg- 
heitskörper mit  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{Q,  resp.  mit 
dem  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  IH^,  d) 
identisch. 


Die  Primideale  der  Omppe  n  des  Qalois'schen  Abel'schen 

Zahlkörpers  sechsten  Qrades  f  ((,  »). 

Die  Primideale  der  Gruppe  II (b). 
Die  Primideale  iß,  s$,  &'$  der  Gruppe  II  (b)  für 

t>4=(2) 
oder 

P  =  (2) 
besitzen  den  Grad 

/•=2, 

ist.  Um  ihre  Zerlegungsgruppen  zu  finden ,  stellen  wir  folgende 
Ueberlegung  an.  Das  Primideal  p  des  quadratischen  Zahlkörpers 
K(i)  liegt  im  Bationalitätsbereiche  1,  es  ist 

P  =  tp, 
also  auch 

Da  nun  ein  jedes  Ideal  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{t)  im 
Zahlkörper  sechsten  Grades  JI(g,  ^)  nur  auf  eine  einzige  Weise 
in  Primideale  zerlegt  werden  kann,  so  müssen  die  Primideale  $, 
s^,  s^^  mit  den  Primidealen  t^j  ts^,  /s'^,  von  der  Anordnung 
abgesehen,  äbereinstimmen  und  es  wird  also 

?  =  <?, 
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oder 

oder 

sein.  Wir  wissen  bereits,  dass  die  Gresammtheit  derjenigen  Sub- 
stitutionen des  Galois'schen  Zahlkörpers,  welche  ein  Primideal  des- 
selben Zahlkörpers  nngeändert  lassen,  eine  Grnppe  bildet.  Da 
aber  die  Grappe  der  Sabstitutionen  des  Gulois'schen  Aberschen 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(i,  ^)  nar  eine  einzige  quadratische 
Untergruppe  1,  t  enthalt,  so  muss 

sein.    Daraus  folgt,  dass  ebenfalls 

s$  =  fe$, 

ausfallen,  weil  im  Falle  des  Galois'schen  AbeFschen  Zahlkörpers 
sechsten  Grades  K{ij  &)  alle  zusammengesetzten  Substitutionen 
umkehrbar  sind.  Die  sämtlichen  Primideale  der  Gruppe  11  (b) 
haben  dieselbe  Zerlegungsgruppe  1,  t,  welche  den  Gulois'schen 
Abel'schen  cubischen  Zahlkörper  K^^  als  ihren  Zerlegungskörper 
definirt.    Aus  der  Relation 

^  =  fr, 

folgt,  dass  die  Trägheitskörper  dieser  Primideale  durch  die  iden* 
tische  Substitution  1  definirt  werden,  also  mit  dem  Galois'schen 
Abelschen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{t,  ^)  übereinstimmen. 
Die  überstrichenen  YerzweigungskÖrper  treten  für  die  Primideale 
der  Gruppe  11  (b)  nicht  auf,  auch  wenn  wir 

annehmen. 

Die  Primideale  der  Gruppe  n(c). 

Die  Zerlegungsgruppe  des  Primideals  $  der  Gruppe  II  (c)  ist 
die  Gruppe  1,  s,  «',  t,  ts,  ts*,  welche  den  Zerlegungskörper  von  % 
d.  h.  den  Körper  der  rationalen  Zahlen  definirt.  Die  Trägheits- 
gruppe von  $  enthält  nur  die  identische  Substitution  1 ,  weil  der 
Grad  des  Primideals  $  gleich  sechs  ist,  und  definirt  den  Träg- 
heitskörper von  $,  d.h.  den  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörper 
sechsten  Grades  £({,  ^). 
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Die  Primideale  der  Grruppe  m  des  Qalois'schen  Aberschen 

Zahlkörpers  sechsten  Qrades  K{i,  ^). 

Das  Frimideal  der  Gruppe  in(a). 

Das  Primideal  S  der  Gruppe  III  (a)  ist  ein  ambiges  Primideal, 
welches  bei  der  Anwendung  der  Substitutionen  1,  5,  5"  ungeändert 
bleibt.    Ausserdem  ist 


also  auch 


Es  muss  also 


I  =  rt, 


S»  =  t2\ 


2  =  t2 


sein.  Wir  finden,  dass  die  Zerlegungsgruppe  des  Primideals  S  die 
Gruppe  1,  5,  s',  t,  ts,  ts^  ist,  welche  den  Körper  der  rationalen 
Zahlen  als  den  Zerlegungskörper  von  £  definirt.  Das  Primideal 
S  besitzt  den  Grad 

Indem  wir  die  Relation 

r.  =  fr, 

benutzen,  erfahren  wir,  dass  die  Trägheitsgruppe  von  ii  mit  seiner 
Zerlegungsgruppe  1,  s,  «',  t,  ts,  t^  übereinstimmt.  In  diesem  Falle 
ist  der  Trägheitskörper  von  8  mit  dem  Körper  der  rationalen 
Zahlen  identisch.    Dan  nun 

i/-l  =  3-1  =  2 

ausfällt,  so  kann  h  nur  gleich  1  oder  2,  und  infolge  dessen  müssen 
die  ganzen  rationalen  Zahlen 

Ä  =  2 

sein.  Die  Verzweigungsgruppe  von  S  enthält  die  Substitutionen 
1,  s,  5',  und  definirt  den  quadratischen  Zahlkörper  K(i)  als  den 
Verzweigungskörper  von  ß.  Da  nun  die  Relativdiscriminante  D» 
des  Galois'schen  Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{t,  d) 
in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K{i)  genau  durch  I*, 
also  durch  £^^  teübar  wird,  so  muss  die  ganze  rationale  Zahl 

L  =  3 

ausfallen.     Der  einmal  überstrichene  Verzweigungskörper  von  S 
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wird  durch  die  identische  SabBÜtation  1  definirt  nnd  stimmt  mit 
dem  Gkdois'schen  Abel'schen  Zahlkörper  sechsten  K(tj  ^)  überein. 

Die  Frimideale  der  Ornppe  in(b). 
Was  die  Primideale  ersten  Grades  S,  $2,  t^2  der  Gruppe  III  (b) 
angeht,  so  finden  wir,  dass  sie  alle  dieselbe  Zerlegongsgruppe  1 ,  t 
besitzen,  weil  das  Primideal 

I  =  a 

in  K{i)  liegt  nnd  die  Abersche  Gruppe  der  Substitutionen  des 
Galois'schen  Abel'schen  Zahlkorpers  sechsten  Grades  K{i,  ^)  nur 
eine  einzige  quadratische  Untergruppe  1,  t  enthält.   Da  die  Relation: 

befriedigt  werden  muss ,  so  wird  die  Trägheitsgruppe  eines  jeden 
dieser  Primideale  mit  seiner  Zerlegungsgruppe  identisch,  d.  h.  gleich 
der  Gruppe  1,  t  sein;  seine  Yerzweigungsgruppe  besteht  nur  aus 
der  identischen  Substitution  1,  weil  der  Grad  derselben  gleich 
einer  Potenz  von  3  sein  soll,  also  gleich 

3*  =  1 

ist.  Die  Zerlegungskörper  und  Trägheitskörper  der  Primideale 
S,  82,  s^2  stimmen  mit  dem  Galois'schen  Abel' sehen  cubischen  Zahl- 
körper iT,  „  ihre  Verzweigungskörper  mit  dem  Galois'schen  AbeP- 
schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Jr(g,  ^)  überein. 

Das  Primideal  der  Gruppe  III(c). 

In  ähnlicher  Weise  finden  wir,  dass  die  Zerlegungsgruppe, 
resp.  Trägheitsgruppe ,  resp.  Verzweigungsgruppe  des  Primideals 
2  dritten  Grades  der  Gruppe  in(c)  die  Gruppe  1,  s,  ä*,  t,  ts,  ts*, 
resp.  1,  tj  resp.  1  ist.  Für  dieses  Primideal  wird  der  Zerlegungs- 
körper, resp.  Trägheitskörper,  resp.  Verzweigungskörper  mit  dem 
Körper  der  rationalen  Zahlen,  resp.  mit  dem  Galois'schen  Abel'- 
schen cubischen  Zahlkörper  £^^„  resp.  mit  dem  Galois'schen  AbeP- 
schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  £"({;,  <9)  identisch  sein. 

Daraus  sehen  wir,  dass  im  Falle  des  Galois'schen  Abel'schen 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  £'(g,  ^)  der  einmal  überstrichene 
Verzweigungskörper  nur  für  das  Primideal  2  der  Gruppe  III  (a) 
auftritt. 

Wir  werden  die  angeführten  Grade,  Zerlegungskörper,  Trag- 
heitskörper  und  Verzweigungskörper  für  ein  jedes  Primideal  des 
Galois'schen,  resp.  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  K{i,  d)  in  der  Tabelle  V,  resp.  VI  angeben,  in  welcher 
wir  den  Körper  der  rationalen  Zahlen  mit  K(l)  bezeichnen  wollen. 
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Nun  wenden  wir  uns  der  Untersuchung  über  die  Zerlegung 
der  rationalen  Primzahlhauptideale  in  den  durch  die  Wurzeln  der 
reinen,  resp.  Galois'schen  Aberscben  allgemeinen  cubischen  Glei- 
chungen definirten  cubischen  nicht  Galois'schen  resp.  Galois'schen 
Aberschen  cubischen  Zahlkörpern  zu. 

Wir  wollen  dies  so  machen,  dass  wir  zunächst  für  die  Prim- 
ideale der  Typen  II  (b),  III  (b)  im  Falle  des  Galois'schen  und  für 
die  Primideale  der  Typen  II  (b),  in(b),  III  (c)  im  Falle  des  Ga- 
lois'schen  Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{t,  ^)  direct 
die  Eigenschaften  der  Zerlegungskörper  und  Trägheitskörper  zur 
Anwendung  bringen.  In  der  That  sehen  wir,  dass  im  Falle  des 
Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  Jir(5,  ^)  die  Ideale  $ 
der  Gruppe  II  (b)  und  ß*  der  Gruppe  III  (b),  resp.  s^  der  Gruppe 
n  (b)  und  sß'  der  Gruppe  III  (b),  resp.  s*  5ß  der  Gruppe  II  (b)  und  5*  ß* 
der  Gruppe  III  (b)  in  dem  cubischen  Zahlkörper  Ä,  „  resp.  Äi  ,„  resp. 
K^  ,,2  liegen.  In  derselben  Weise  schliessen  wir,  dass  im  Falle  des 
Galois' sehen  Abel*  sehen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  ür(g,  &)  die 
Primideale  5ß,  s%  s'^  der  Gruppe  II  (b),  die  Ideale  ß*,  5ß',  s'ß»  der 
Gruppe  III  (b)  undß'  der  Gruppe  III  (c)  in  dem  Galois'schen  AbeF- 
schen  cubischen  Zahlkörper  K^^  enthalten  sind. 

Was  aber  die  übrigen  Primideale  des  Galois'schen ,  resp. 
Galois'schen  Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(^y^)  angeht, 
so  erhalten  wir  bei  der  Anwendung  der  Eigenschaften  der  Zerlegungs- 
körper und  Trägheitskörper  nur  triviale  Resultate ;  wir  finden, 
z.  B.  dass  das  Primideal  5ß  der  Gruppe  I  (a)  im  Falle  des  Galois'- 
schen, resp.  Galois'schen  Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
-K(g,  ^),  erhoben  in  die  dritte  Potenz,  also 

^  =  («). 

in  den  quadratischen  Zahlkörper  K{i)  zu  liegen  kommt,   und  s.  f. 

Um  nun  zu  erfahren,  welche  Combinationen  dieser  Primideale 
des  Galois'schen,  resp.  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  K{^,  v^)  in  dem  cubischen  Grundzahlkörper  enthalten  sind, 
müssen  wir  uns  des  ümstandes  bedienen,  dass  die  Zahlen,  resp. 
Ideale  eines  jeden  cubischen  Zahlkörpers  bei  der  Anwendung  der 
Substitutionen  der  ihn  definirenden  Untergruppe  ungeändert  bleiben. 
Um  uns  ein  Primideal  eines  cubischen  Zahlkörpers  zu  verscha£Pen, 
müssen  wir  aus  den  Primidealen  des  Galois'schen,  resp.  Galois'schen 
Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  ir(S,  d^)  ein  gegenüber  der 
den  betreffenden  cubischen  Zahlkörper  definirenden  Untergruppe 
invariantes  Product   bilden.      Dabei   dürfen   wir   für   ein    solches 
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Prodact  jedesmal  hSchsiens  nur  zwei  Primideale  des  Gralois'schen, 
resp.  Galois'schen  Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(t^  ^) 
benutzen,  weil  ja  rückwärts  ein  jedes  in  K  (g,  &)  zerlegbares  Prim- 
ideal des  cnbischen  Zahlkorpers  in  dem  in  Bezug  auf  denselben 
relativ  —  cyklischen  —  quadratischen  G-alois'schen,  resp.  Qalois'- 
schen  Abel'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K(i,  0)  entweder 
gleich  dem  Quadrate  eines  Primideals  in  £'(g,  &) ,  oder  gleich  dem 
Producte  zweier  von  einander  verschiedener  relativ  in  Bezug  auf 
den  cnbischen  Zahlkörper  conjugirter  Primideale  sein  muss. 

Wir  werden  jetzt  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahlhaupt- 
ideale in  den  cnbischen  Unterkörpern  iT,  „  Ä, ,,,  Jr,,,4  des  Galois'- 
schen,  resp.  in  dem  Galois'schen  Aberschen  cnbischen  Unterkörper 
JT,^  f  des  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(i,  d) 
in  der  Tabelle  VII,  resp.  VIII  angeben,  worin  wir  die  nicht  in  (3) 
aufgehenden  Primideale  mit  dem  Buchstaben  91,  die  in  (3)  aufge- 
henden Primideale  der  cnbischen  Zahlkörper  mit  dem  Buchstaben 
91  mit  oder  ohne  Indices  bezeichnen.  Ausserdem  geben  wir  in 
diesen  Tabellen  zugleich  auch  die  Zerlegung  der  Primideale  91  und 
31  des  cnbischen  Zahlkörpers  in  dem  in  Bezug  auf  denselben  re- 
lativ -  cyklischen  -  quadratischen  Galois'schen ,  resp.  Galois'schen 
Abel'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K(^,  x^)  an. 

Die  Tabelle  VII  bezieht  sich  auf  die  durch  die  drei  Wurzeln 
der  reinen  cnbischen  Gleichung  definirten  drei  nicht  -  Galois'schen 
cnbischen  Zahlkörper,  die  Tabelle  VIII  bezieht  sich  auf  den  durch 
die  Wurzeln  der  Galois'schen  Abel'schen  allgemeinen  cnbischen 
Gleichung  bestimmten  Galois'schen  Abel'schen  cubischen  Zahlkörper  • 

Indem  wir  die  angegebenen  Tabellen  für  die  cubischen  Zahl- 
körper betrachten,   können  wir  folgendermassen  zusammenfassen. 

Im  Falle  der  cubischen  Zahlkörper,  welche  durch  die  Wurzeln 
der  reinen  cubischen  Gleichungen  definirt  werden,  findet  folgende 
Zerlegung  der   rationalen  Primzahlhauptideale  in  denselben  statt: 

1)  die  rationalen  Primzahlhauptideale  (jp)j  worin 

p=  1  (mod  3) 

ist,  werden  in  den  cubischen  Zahlkörpern  K^^j  K^^^  K^  gleich  der 
dritten  Potenz  eines  Primideals  ersten  Grades,  oder  zerfallen  in 
denseben  in  das  Product  dreier  von  einander  verschiedener  Prim- 
ideale, von  denen  ein  jedes  den  Grad 

f=  1 

besitzt,  oder  bleiben  unzerlegbar  und  definiren  selbst  Primideale 
vom  Grade 
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in  dem  cnbischen  Zahlkorper; 

2)  die  rationalen  FrimzaUhanptideale  (p),  worin 

p  =  —  1  (mod  3) 

ist,  werden  entweder  gleich  der  dritten  Potenz  eines  Primideals 
ersten  Grades,  oder  zerfallen  in  das  Prodnct  zweier  von  einander 
verschiedener  Primideale,  von  denen  das  eine  8?^  den  Grad 

das  andere  9),  den  Grad 

besitzen ; 

3)  das  rationale  Primzahlhauptideal  (3)  wird  entweder  gleich 
der  dritten  Potenz  eines  Primideals  ersten  Grades ,  oder  gleich 
dem  Producte  von  drei  Primidealen,  von  denen  ein  jedes  den  Grad 

besitzt  und  zwei  einander  gleich  sind. 

In  denjenigen  cnbischen  Zahlkörpem,  welche  durch  die  Wur- 
zeln der  Galois'schen  Aberschen  allgemeinen  cnbischen  Gleichungen 
bestimmt  sind,  haben  wir  folgende  Erscheinungen: 

1)  die  rationalen  Primzahlhauptideale  (/?),  worin 

p  =  1  (mod  3) 

ist,  und  das  rationale  Primzahlhauptideal  (3)  werden  gleich  der 
dritten  Potenz  eines  Primideals  ersten  Grades,  oder  zerfallen  in 
drei  in  dem  Galois'schen  Aberschen  cnbischen  Zahlkörper  von  ein-, 
ander  verschiedene,  zu  einander  conjugirte  Primideale  ersten  Grades 
oder  bleiben  unzerlegbar  und  definiren  Primideale  vom  Grade 

/•=3 

in  dem  Galois'schen  Aberschen  cnbischen  Zahlkörper ; 

2)  die  rationalen  Primzahlhauptideale  (p),  worin 

p  =  —  1  (mod  3) 

ist,  zerfallen  in  das  Prodnct  von  drei  von  einander  verschiedenen 
zu  einander  conjugirten  Primidealen  ersten  Grades,  oder  bleiben 
selbst  unzerlegbar  und  definiren  dann  Primideale  dritten  Grades 
in  dem  Galois'schen  Aberschen  cnbischen  Zahlkörper. 

Wir  haben  hier  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahlhaupt- 
indeale  in  den  nicht-Galois'schen  cnbischen  Zahlkörpern  Jr^  „  K^^ 
K^t,t  und  in  dem  Galois'schen  Aberschen  cnbischen  Zahlkorper 
K^^f  nur  in  der  allgemeinen  Form  angegeben,   weil  es  für  unsere 
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Zwecke  ausreicht.  Wir  wollen  hier  aof  die  genaueren  Ausdrücke 
für  die  Gestalt  der  Frimideale  der  cubischen  ZahlkSrper  nicht 
eingehen  und  verweisen  aof  die  Arbeit  von  Herrn  Woronoj '). 

Die  Beispiele  für  die  Zerlegung  der  rationalen  Frimzahlhaupt- 
ideale  in  den  erwähnten  cubischen  Zahlkörpern  sind  leicht  aus 
den  vorher  für  den  Galois'schen ,  resp.  Galois'schen  Aberschen 
Zahlkorper  sechsten  Grades  K(i,  ^)  in  §  5  angegebenen  zu  bilden. 

Wir  fuhren  hier  einige  an. 

Beispiele  für  die  Zerlegung  der  rationalenPrimzahl- 
hauptideale  in  den  Unterkörpern  dritten  Grades 
des  Galois'schenZahlkörpers  sechsten  Grades  K^fd). 

Wir  geben  nur  die  Zerlegung  im  cubischen  Zahlkörper  K,^ ,  an. 

Beispiele  für  den  Fall  I(a). 

1)  «»-39  =  0,p  =  13, 
(13)  =  (13, 1^39)*. 

2)  ««-OB  =  0,  p  -=  19, 
(19)  =  (19,  ^. 

Beispiel  für  den  Fall  I(b). 
a?  -6  =  0,  jp  =  7 

(7)  =  (7,  1+C6)(7.  2  +  C6)(7,  -3  +  v'6). 

Beispiele  für  den  Fall  I(c): 

1)  x*-2  =  0,p  =  7, 
(7)  =  (7). 

2)  «»-5  =  0,  p  =  13 
(13)  =  (13). 

Beispiele  für  den  Fall  II(a). 

1)  a*-6  =  0,  i>  =  2, 

(2)  =  (2,  ^6)'. 

2)  «»-95  =  0,  p  =  5, 

(5)  =  (5,  ^35)*. 

Beispiel  für  den  Fall  II(b). 
«»-25  =  0,  jp  =  11, 
(11)  =  {11,  2 +  ('25)  (11,  4-2v'2B+^625). 


1)  G.  Woronoj,  üeber  die  ganzen  algebraischen  Zahlen,  welche  von  einer 
WnneL  der  Gleichung  dritten  Grades  abh&ngen.    St.  Petersburg  \»H. 
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Beispiele  fttr  den  Fall  Ill(a). 

1)  a»  +  l^  =  0, 

(3)  =  (3,  W. 

2)  «»-14  =  0, 

(3)  =  (3,  i+^ii)*. 

Beispiel  für  den  Fall  IU(b). 

(3^  ^  (3^  1+2^^+^289)^3^  l-i^^^J[^y 


Beispiele  für  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahl- 
haaptideale  in  dem  Galois 'sehen  Aberschen  cabischen 
Unterkörper  jST,^,  des  Galois 'sehen  Abel'sclien  Zahl- 
körpers sechsten  Grades  K(i,  d). 

Wir  bezeichnen  die  ganze  Zahl  O  +  td"  mit  dem  Buchstaben  er^. 

Beispiel  für  den  Fall  I(a). 
a;«-21a:-7  =  0,  (i  =  (-l-3Ö(-l-3e7,  P  =  7, 

(7)  =  (7,  =l^f 

Beispiel  für  den  Fall  I(b). 

a;«_183;B-8B4  =  0,  /t  =  -5(5+90» (6 +  95«),  P  =  7, 
(7)  =  (7,  l  +  «.)(7,  l+s«.)(7,  1+s'a.). 

Beispiel  für  den  Fall  I(c). 

a;»_B7a;_lB2  =  0,  /t  =  - g (2 - 36) (2 - 3C»)* ,  P  =  7, 
(7)  =  (7). 

Beispiel  für  den  Fall  11  (b). 
«»-39a;  +  65  =  0,   /t  =  (-l+3Ö»(-l  +  3e»),  P  =  ß, 

(5)  =  (6,  i±^)(5,  ^)(b,  -^} 

Beispiel  für  den  Fall  II(c). 

^-21^+35  =  0,   ^  =  S (-1-3?) (-1-30»,   p  =  2, 

(2)  =  (2). 

Beispiel  für  den  Fall  III(a). 

«»-21X+35-0,   ;»  =  6(-l-3Ö(-l-3r)*, 

(3)  =  (3, -1+aJ». 
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Beispiel  für  den  Fall  UI(h). 
«»-18305-61  —  0,   f»  =  (6+90(5  +  96% 

(3)  =(3,  ^^)(3,   ^^)(^,  -^^4^} 

Beispiel  für  den  Fall  m(c). 

>e-21a?-7  =  0,   ,*  =  (-i«3g)(- 1-357, 
(3)  =  (3). 

§8. 

Aufstellung  der  Relativdiscriminanten  des  Galois'scben  2ialil- 
korpers  sechsten  Grades  X(f ,  &)  in  Bezug  auf  seine  cubischen 
Unterkörper  und  der  Relatiydiscrimiuante  des  Galois'scben 
Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  £'(f,  d)  in  Bezug  auf 
seinen  cubischen  Unterkörper.    Berechnung  der  Discrimi- 

nanten  der  cubischen  Unterkörper. 

In  §  7  haben  wir  bereits  gezeigt,  dass  der  Galois'sche,  resp. 
Gralois'sche  Abel'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{ij  ^)  als  ein 
relativ -cyklischer-qaadratischer  Zahlkorper  in  Bezug  auf  einen 
jeden  seiner  drei  durch  die  Wurzeln  der  reinen  cubischen  Glei- 
chung definirten  cubischen  Unterkörper,  resp.  in  Bezug  auf  seinen 
Gkdois'schen  Abel'schen  cubischen  Unterkörper  aufgefasst  werden 
kann. 

Wir  dürfen  also  hier  den  Begriff  der  Relativdiscriminante  Dj^ 
des  Galois'scben,  resp.  Galois'scben  Aberschen  Zahlkörpers  sechsten 
Ghrades  K(ij  d)  in  Bezug  auf  den  zu  Grunde  gelegten  nicht- Ga- 
lois'scben, resp.  Galois'scben  Abel'schen  cubischen  Unterkörper  ein- 
fuhren. 

Unter  der  Belativdiscriminante  D^des  Galois'scben 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(ij  d)  in  Bezug  auf 
den  cubischen  Unterkörper  K,,,  resp.  Ä*,,,,  resp.  K^^^ 
verstehen  wir  den  grössten  gemeinschaftlichen  Teiler 
der  Helativdiscriminanten 

Ä  —  tAy,  resp.  (Ä—tsAy,  resp.  (A—tsAy 

aller  ganzen  Zahlend  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
sechsten  Grades  jSr(5,  ^). 

Unter  der  B.elativdiscriminante  D^  des  Galois'- 
schen Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  £(g,  &) 
in  Bezug  auf  den  Galois'schen  Abel'schen  cubischen 
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Unterkörper  JST,,  verstehen  wir  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Teiler  der  Relativdiscriminanten 

(Ä-tAy, 

worin  A  alle  ganzen  Zahlen  des  Galois'schen  AbeF- 
schen  Zahlkörpers  sechsten  Grrades  £*($,  d)  durch- 
laufen soll. 

Nun  wissen  wir,  dass  der  Gralois'sche  und  Gralois'sche  Abel^sche 
Zahlkörper  sechsten  Grades  iC(g,  d)  auf  Grund  der  erwähnten 
cubischen  Unterkörper  durch  Adjunction  zu  denselben  der  qua- 
dratischen Irrationalität  V— 3  aufgebaut  werden  können.  Infolge 
dessen  ist  die  ganze  Zahl  \J—3  die  den  relativ-cyklischen-quadra- 
tischen  Galois'schen  und  Galois'schen  Abel' sehen  Zahlkörper  sechsten 
Grades  K(i,  d)  auf  Grund  des  gewählten  cubischen  Unterkörpers 
bestimmende  Zahl. 

Bei  dieser  neuen  Auffassungsweise,  welche  sich  wohlverstanden 
auf  denselben  Galois'schen ,  resp.  Galois'schen  Abel'schen  Zahl- 
körper sechsten  Grades  K{<C,  -ö")  bezieht,  werden  die  rationalen 
Primzahlen  —  3  und  2  diejenige  Bedeutung  übernehmen,  welche 
die  ganzen  Zahlen  ft  und  l  in  der  Theorie  des  Kummer'schen  Zahl- 
körpers und  die  ganzen  Zahlen  ft*  und  3  bei  der  in  §  4  darge- 
stellten Betrachtung  des  auf  Grund  des  quadratischen  Zahlkörpers 
K{0  durch  Adjunction  zu  demselben  der  ganzen  Zahl  d*  gebil- 
deten in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K{i)  relativ- 
cyklischen- cubischen  Galois'schen,  resp.  Galois'schen  Abel'schen 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  £^(g,  d)  gehabt  haben. 

Zwischen  der  absoluten  Grösse  der  Discriminante 
D  des  Galois'schen,  resp.  Galois'schen  Abel'schen 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  K(X,  d),  der  Relativ- 
discriminante  Z>«  desselben  Zahlkörpers  inBezug  auf 
den  zu  Grunde  gelegten  nicht-Galois 'sehen,  resp.  Ga- 
lois 'sehen  AbeTschen  cubischen  Unterkörper  und  der 
Discriminante  d  des  nicht- Gal  ois'schen,  resp.  Ga- 
lois'schen  Abel'schen  cubischen  Unterkörpers  soll 
nun  die  Relation 

D  =  d'ft(A) 

bestehen,  worin  m(2>J  die  in  dem  nicht-Galois'schen, 
resp.  Galois'schen  Abel'schen  cubischen  Grundzahl- 
körper genommene  Norm  der  ßelativdiscriminante  2)» 
des  Galois'schen,  resp.  Galois'schen  Abel'schen  Zahl- 
körpers sechsten  Grades  K{ij  d)  bedeutet. 

Nun  können  wir  wieder  das  Ideal  I>»  nach  unserem  früheren 
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Verfahren  bestimmen,  indem  wir  den  Galois'schen,  resp.  Gralois^schen 
Abel'schen  Zahlkorper  sechsten  Grades  K(i,  d)  relativ  in  Bezug 
aof  den  nicht-Galois'schen,  resp.  Galois'schen  Abel'schen  cnbischen 
Grmndzahlkörper  betrachten  und  die  Sätze  ans  der  Theorie  des 
Eommer'schen  Zahlkörpers  znr  Anwendung  bringen,  worin  wir 

II  s=  -3,  l  =  2 
ansetzen. 

In  der  That  ist  es  klar,  dass  der  von  uns  in  §  4  angeführte 
Fundamentalsatz  über  die  Aufstellung  der  Relativdiscriminante 
des  Eummer'schen  Zahlkörpers  Ä'(C,  d)  vom  Grade  l{l  —  l)  in  Bezug 
auf  den  Ejreiskörper  K{Q  vom  Grade  Z— 1  der  Zten  Einheitswurzel, 
worin  l  eine  ungerade  rationale  Primzahl  bedeutet,  auch  im  Falle 
des  in  Bezug  auf  den  gewählten  cubischen  Grundzahlkörper  re- 
lativ -  cyklischen  -  quadratischen  Galois*schen ,  resp.  Galois'schen 
Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{ij  d)  giltig  bleibt.  Es 
ist  leicht  zu  zeigen,  dass  wir  bei  der  Ableitung  des  erwähnten 
Fundamentalsatzes  anstatt  der  ungeraden  rationalen  Primzahl  { 
auch  die  rationale  Primzahl  2  nehmen  dürfen. 

Die  Grösse  D  haben  wir  schon  in  §  4  berechnet.  Infolge 
dessen  können  wir  aus  der  angeführten  Relation  den  absoluten 
Wert  der  für  uns  vorläufig  unbekannten  Discriminante  d  des  nicht- 
Galois'schen ,  resp.  Galois'schen  Aberschen  cubischen  Grundzahl- 
körpers finden. 

Zur  Berechnung  der  Relativdiscriminante  D^  des  Galois'schen, 
resp.  Galois'schen  Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  J^((,  ^) 
in  Bezug  auf  den  nicht-Galois' sehen ,  resp.  Galois'schen  Aberschen 
cubischen  Grundzahlkörper  wenden  wir  wieder  den  erwähnten 
Fundamentalsatz  an,  indem  wir  jetzt  entsprechende  Modificationen 
einfuhren  müssen,  welche ,  wie  gesagt ,  darin  bestehen ,  dass  wir 
anstatt  der  ganzen  Zahl  ft  und  des  Primideals  £  die  rationale  Prim- 
zahl —  3  und  die  Primidealfactoren  des  rationalen  Primzahlhaupt- 
ideals (2)  in  Betracht  zu  ziehen  und  den  Umstand  zu  berücksich- 
tigen haben,  dass  die  rationale  Primzahl  3  durch  keine  rationale 
Primzahl 

p  =  ±  1  (mod  3), 

also  auch  nicht  durch  2  teilbar  ist. 

Wir  sprechen  hier  den  Fundamentalsatz  folgendermassen  aus, 
indem  wir,  wie  früher,  die  in  dem  rationalen  Primzahlhauptideal 
(3)  aufgehenden  Primideale  des  nicht-Galois'schen,  resp.  Galois'schen 
Aberschen  Grundzahlkörpers  dritten  Grades  mit  dem  Buchstaben 
%  aber  ohne  Indices  bezeichnen; 
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Geht  das  Primideal  9t  des  nicht-Galois'schen, 
resp.  Galois'schen  Abelschen  cabischen  Grundzahl- 
körper  in  dem  rationalen  Pr  imzahlhauptideal  (3) 
genau  zar  eten  Potenz  auf,  worin  e  eine  za  2  prime 
ganze  rationale  Zahl  ist,  so  enthält  die  Kelativ- 
discriminante  D^  des  Galois'schen,  resp.  Galois'schen 
AbeTschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  ir(C,  ^}  inBe- 
zng  auf  den  erwähnten  cnbischen  Grandzahlkörper 
genau  die  erstePotenz  dieses  Primideals  alsFactor- 
ist  dagegen  e  ein  Vielfaches  von  2,  so  fällt  Dj^  prim 
zu  91  aus. 

Was  aber  die  in  dem  cubischen  Grundzahlkörper  enthaltenen 
Primidealfactoren  des  rationalen  Primzahlhauptideals  (2)  angeht, 
so  müssen  wir  für  einen  jeden  derselben  die  der  von  uns  erwähnten 
Congruenz 

fi  =  «"(mod  V) 

entsprechende  Congruenz  bilden,  worin  u  den  höchsten  Exponenten 
bedeutet. 

Bezeichnen  wir  mit  dem  Buchstaben  91(2)  mit  oder  ohne  In- 
dices  ein  in  (2)  aufgehendes  Primideal  des  cubischen  Grundzahl- 
körpers, so  muss  für  dasselbe  diese  Congruenz  folgendermassen 
lauten:  es  wird 

-3  =  a'(mod9l-(2)), 

worin  a  eine  ganze  Zahl  des  cubischen  Grundzahlkörpers  bedeutet. 

Fällt  nun  in  die s er  Congruenz  der  hö chste  Ex- 
ponent u>2  aus,  so  bleibt  die  ßelativdiscriminante 
2)^  prim  zu  9i(2).  Ist  dagegen  der  höchste  Exponent 
u  gleich  1,  so  wird  die  ßelativdiscr iminan te  D^ 
genau  den  Factor  8i"(2)  enthalten. 

Es  ist  aber  klar,  dass  die  ganze  rationale  Zahl  —3  stets  der 
Congruenz 

—  3  =  1  genau  nach  (2)" 
genügt. 

Daher  wird  im  FaUe  des  nicht-Galois'schen  cubischen  Grund- 
zahlkörpers K^^^,,  bez.  JTj^f.t  die  ganze  rationale  Zahl  —3  congruent 
1  genau  nach  der  sechsten  Potenz,  resp.  nach  der  zweiten  Potenz 
des  in  (2)  aufgehenden  Primideals  9i  (2)  der  Gruppe  11  (a) ,  resp. 
des  Productes  SR,  (2)  9i,  (2)  der  in  (2)  aufgehenden  Primideale  8i,(2), 
91,  (2)  der  Gruppe  U  (b)  des  cubischen  Grundzahlkörpers  sein,  so  dass 
für  dieses  Primideal,  resp.  für  ein  jedes  dieser  Primideale  der  er- 
wähnte Exponent  u  gleich  6,  resp.  2  ist. 
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Im  Falle  des  Gralois'scben  Aberschen  cabischen  Zahlkorpers 
if,^j  wird  die  ganze  rationale  Zahl  —3  congruent  1  genau  nach 
der  zweiten  Potenz  des  Productes  91(2)  •  s9l(2)  •  s*8i(2)  der  in  (2) 
aufgehenden  Primideale  91(2),  59t  (2),  s*9J(2)  der  Gruppe  U(b),  resp. 
des  flauptprimideals  9i(2)  der  Gruppe  11  (c)  von  JT, ,  sein,  so  dass 
für  ein  jedes  dieser  Primideale,  resp.  für  dieses  Primideal  der  er- 
wähnte Exponent  u  gleich  2  ist. 

Wir  finden,  dass  die  Belativdiscriminante  2)^  des 
Galois'schen,  resp.  Galois'schen  Abel'schen  Zahl- 
körpers sechsten  Grades  K{f;,  ^)  in  Bezug  auf  einen 
jeden  seiner  drei  nicht-Galois^schen  cubischen  Unter- 
körper K^fj  K^t,j  JST,  ui,  resp.  auf  seinen  Galois'schen 
Aberschen  cubischen  Unterkörper  K^,  stets  prim  zu 
einem  jeden  der  in  (2)  aufgehenden  Primideale  des  er- 
wähnten cubischen  Grundzahlkörpers  ausfällt. 

Wir  müssen  also  alleine  die  Zerlegung  des  rationalen  Prim- 
zahlhauptideals (3)  in  den  erwähnten  cubischen  Unterkörpern  ins 
Auge  fassen  und  finden  folgende  Ausdrücke  für  die  Relativdiscri- 
minante  D,^  und  seine  in  dem  cubischen  Grundzahlkörper  gebildete 
Norm. 

Wir  beginnen  mit  dem  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
sechsten  Grades  K{i,  &). 

Wir  legen  der  Reihe  nach  die  cubischen  Unterkörper  AT,  „ 
^i,r*j  J^i,*.«  z^  Grunde.  Bezüglich  der  Werte  von  D^  müssen  wir 
die  folgenden  zwei  Fälle: 

m(a)    A  =  % 
,  in(b)    D,  =  % 
unterscheiden. 

Wir  sehen,  dass  die  Relativdiscriminante  2)^  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  £(g,  0)  in  Bezug  auf  einen  jeden 
seiner  drei  cubischen  Unterkörper  dieselbe  Gestalt  besitzt,  sie 
lasst  sich  durch  die  dem  cubischen  Grundzahlkörper  entsprechenden 
Primideale  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  f  (g,  '^) 
ausdrucken;  daher  wird  die  in  einem  jeden  der  drei  cubischen 
Unterkörper  gebildete  Norm  des  Ideals  D»  denselben  Wert  haben, 
und  zwar  wird  in  den  Fällen  IU(a)  und  III  (b)  stets 

n(DJ  =  (3) 
ausfallen. 

Nun  gehen  wir  zu  dem  Falle  des  Galois'schen  Aberschen  Zahl- 
körpers sechsten  Grades  £"(2,  &)  über. 

Bei  der  Berechnung  der  Relativdiscriminante  D^  des  Galois'sohen 

9 
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Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  J5r(C,  3)  in  Bezng  auf 
seinen  Galois'schen  AbeVschen  cubischen  Unterkörper  if , ,  und  der 
in  K{^  gebildeten  Norm  von  D^  müssen  wir  folgende  drei  Fälle 
betrachten : 


n(A)  =  (3) 
w(2)J  =  (3)' 

n(2)J  =  (3)» 


ni(a)    D,  =  5« 

Ill(b)    D,  =  SR.sSß.s^SW 

ni(c)  D,  =  Sfl 
Wir  betonen  hier  ausdrücklich,  dass  die  Relativ- 
discriminante  D»  des  Galois'schen,  resp.  Galois'schen 
AbeTschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{i,  &)  in 
Bezug  auf  einen  jeden  seiner  nicht-Galois*schen  cu- 
bischen  Unterkörper  X,,,  JE,  ,,,  K^tjt,  resp.  in  Bezug 
auf  seinen  Galois*schen  Abel'schen  cubischen  Unter- 
körper Jf,  ,  stets  von  dem  rationalen  Hauptideal  (1) 
verschieden  ist. 

Nachdem  wir  im  Falle  des  Galois'schen ,  resp.  Galois'schen 
Aberschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  Jf(g,  d)  die  in  JC  (£)  ge- 
bildete Norm  des  erwähnten  Ideals  D^  gefunden  haben,  berechnen 

wir  aus  der  Relation 

D  =  d'n{D^ 

den  absoluten  Wert  der  Discriminante  d  der  nicht -Galois'schen 
durch  die  Wurzeln  der  reinen  cubischen  Gleichung,  resp.  des  Ga- 
lois'schen  Abel'schen  durch  die  Wurzeln  der  Galois'schen  Aberschen 
allgemeinen  cubischen  Gleichung  bestimmten  cubischen  Zahlkörper, 
resp.  Zahlkörpers,  indem  wir  in  die  angeführte  Formel  die  in  §  4 
aufgestellten  Werte  für  die  Discriminante  D  des  Galois' sehen,  resp. 
Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K{l^,  ^)  'in  den 
entsprechenden  Fällen  III  (a),  III  (b),  resp.  m  (a),  III  (b),  III  (c) 
eintragen. 

Um  das  Vorzeichen  der  Discriminante  d  festzulegen,  müssen 
wir  in  dem  betreffenden  cubischen  Grundzahlkörper  die  von  0  ver- 
schiedenen Discriminanten  D  (A)  aller  entsprechenden  ganzen  Zahlen 
A  desselben  Zahlkörpers  bilden.  Was  die  nicht  -  Galois'schen  cu- 
bischen Zahlkörper  X,  ,,  Ä",  ,, ,  Jf^,  ,,i  angeht,  so  wollen  wir  diese 
Ueberlegung  nur  für  Ä',  ,  durchführen,  weil  diese  drei  angegebenen 
cubischen  Zahlkörper  dieselbe  Discriminante  besitzen. 

Im  Falle  des  nicht-Galois'schen,  resp.  Galois'schen  Aberschen 
cubischen  Zahlkörpers  Z",  ^  müssen  die  erwähnten  Discriminanten 
die  folgende  Gestalt : 

D[AiaJ]  =  [^(«.)-4W]'[^(aJ-^W]*[^(«J-^(ajr, 
resp. 
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D{A)  ==  {A-sAy{A-s^Ay{8Ä-s'Äy 
besitzen,  worin  A  (a  J ,  resp.  A  alle  erwähnten  ganzen  Zahlen  von 
K^^  durchlanfen  soll.  

Es  ist  klar ,  dass  die  Quadratwurzeln  ±  ^D[A  («,)] ,  resp. 
±  \jD{A)  ans  den  von  0  verschiedenen  in  jBT,  ,  gebildeten  Discrimi- 
nanten  D{A{a^\  resp.  I>{A)  aller  entsprechenden  ganzen  Zahlen 
il(aj,  resp.  A  des  nicht-Galois'schen,  resp.  Galois'schen  Abel' sehen 
cabischen  Zahlkörpers  K^  ^  stets  gleich  den  ganzen  rationalen  mit 
dem  Factor  \f^  multiplicirten  Zahlen,  resp.  gleich  den  ganzen 
rationalen  Zahlen  ausfallen ,  weil  diese  Discriminanten  D  [A  {a^\ 
resp.  D{A)  ganze  rationale  Zahlen  sind  und  die  bestimmt  ausge- 
wählten, z.  B.  die  positiven  Quadratwurzeln  ^[A  («,)],  resp.  V^Z)  (A) 
bei  der  Anwendung  der  Substitution  t  das  Vorzeichen  ändern, 
resp.  ungeändert  bleiben,  was  aus  dem  für  Z)[^(aJ],  resp.  D{A) 
angeführten  Ausdrucke  leicht  zu  sehen  ist.  Daraus  folgt,  dass 
diese  Discriminanten  I)[A{a^'\  ,  resp.  D{A)  gleich  den  mit  dem 
Factor  ~3  multplicirten  Quadraten,  resp.  gleich  den  Quadraten 
der  entsprechenden  ganzen  rationalen  Zahlen  ausfallen,  also  selbst 
negative,  resp.  positive  ganze  rationale  Zahlen  sind. 

Die  Discriminanten  d  der  durch  dieWurzeln  der 
reinen  cubischen,  resp.  G-alois'schen  Abel'schen  all- 
gemeinen cubischen  Gleichungen  definirten  nicht- 
Galois'schen  cubischen  Zahlkörper  jBT,  ,,  bez.  JST,,,,  bez. 
iT,  t^,  resp.  der  Galois'schen  Abel'schen  cubischen  Zahl- 
körper K^^t  sind  stets  negative,  resp.  positive  ganze 
rationale  Zahlen. 

Indem  wir  den  Ausdruck  für  d  berechuen,  finden  wir,  dass  d 
nur  gerade  Potenzen  der  von  3  verschiedenen  rationalen  Prim- 
zahlen p ,  welche  congruent  ±  1 ,  resp.  1  nach  3  ausfallen ,  und 
eventuell  nur  ungerade,  resp.  gerade  Potenzen  der  rationalen 
Primzahl  3  enthält. 

Es  ist  evident,  dass  der  Galois'sche  Zahlkörper  sechsten 
Grades  Ä'(C,  ^),  resp.  der  Galois'sche  Abersche  cubische  Zahl- 
körper Ä", ,  auch  die  Quadratwurzeln  ±  \Jd  aus  der  Discriminante 
d  des  nicht-Galois'schen  cubischen  Zahlkörpers  if,,,  bez.  -K,^,  bez. 
iC,^  «^ ,  resp.  des  Galois'schen  Aberschen  cubischen  Zahlkörpers 
K^^^  unter  seinen  Zahlen  enthält. 

Es  muss  also  in  der  That  die  erwähnte  Discriminante  d  ne- 
gativ, resp.  positiv  angenommen  werden,  weil  in  dem  Galois'schen 
Zahlkörper  sechsten  Grades  K  (f,  ^) ,  resp.  in  dem  Galois'schen 
Aberschen  cubischen  Zahlkörper  Z,^  die  Quadratwurzeln  ±  ^3 }  resp. 
±  V—  1  nicht  liegen« 

9* 
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Wir  geben   in  der  Tabelle  IX,   resp.  X   die  Werte   von  D^, 
f?(2),)  und  d  an. 

In  der  Tabelle  IX,  falls  die  reine  cnbische  Gleichung  die  Form: 

ir»-c  =  0 

besitzt,   soll  nnn  ft  gleich  e  oder  ±^c  angenommen  werden,  was 
wir  bereits  erwähnt  haben.    Wir  setzen  dabei  stets 

In  der  Tabelle  X  müssen  wir,  wie  früher,  die  ganze  Zahl 


(i  = 


27e  +  Sq\r^ 


oder 


(i  = 


c+q,^-^ 


annehmen,  falls 


oder 


g^0(mod9), 


aasfallt,  und  die  ganze  Zahl 

setzen,  wobei  die  ganzen  Zahlen  ft*^,  p  die  Werte 

besitzen. 

Wir  wollen  nun  die  Biscriminante  d  für  diejenigen  Beispiele 
bestimmen,  welche  wir  in  §  4  bereits  behandelt  haben. 


Beispiele    für   die   D  isc  r  iminante    d   des   nicht- 
Gralois'schen  cubischen  Zahlkörpers   £i,i,    resp.  K^^^ 

resp.  JT,^^. 


1)  rc«+lB  : 

2)  af+S9  : 

3)   flJ»+12: 

4)  a^+568 
B)  a^'-U  =  0 


=  0 
=  0 
=  0 
=  0 


II*  = 

/»*  = 


-3.5  oder  ft*  =  5'v/=3 
-3.13  oder  (i*  =  lQ*\p3 
-2*.3  oder  n*  =  2V^ 
-2*.3.7'  oder  /t*  =  2.7v/^ 
2.7 


A 
A 
A 
A 
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9} 

91 


n(DJ 
n(A) 
n(A) 

«(A) 


(3) 
(3) 
(3) 
(3) 
(3) 


d 
d 
d 
d 
d 


-B*Jff 
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j!«+475  =  0 
3»-17  =  0 
«•+5491=0 


(t*  =  -5M9 

/t*  =  17 

^^*  =  -17M9 


A 

-^W 

A 

=  9? 

A 

=  i>i 

n(A) 
«(DJ 

n(A) 


(3) 

(3) 
(3) 


\d  » 


-3*.6M9' 

-3.17« 

-3.17M9' 


Beispiele  für  die  Discriminante  d  des  Galois'schen  Abel'schen 

cabischen  Zahlkörpers  £',_,. 


s'-21a;+35  =  0 


t'-67a;-19  =  0 


i!'-93a>f  341=0 


r'-llla;-370=0 


c'-21x-7  =  0 


e'-39x+65  =  0 


«'-201a;+335=0 


a^=^%*- 


«,  =  «* 


a,  =  a*- 


«,  =  «* 


«.  =  «*■ 


a,  =  ^- 


i?-219a;-511=0a,=Ö* 


19 


31 


,._,9(ü«e) 


2    y 
-ii+\/=l 


37 


7 


13 


67 


73 


Ö* 


,.  _  3i(=»+£!) 

^*  =  37  (5+2^=3) 


^* 


=  73(- 


2 
7-9v/=3 


) 


A  =  5R 


A  =  5« 


D,  =  3l 


A  =  SR 


A  =  9? 


D,=SR.s5».s*iR 


Z)»=SR.s3?.s'9« 


n(A)  =  (3) 


»(A)=(3) 


«(A)-(3) 
n(A)  =  (3) 

«(A)  =  (3)' 

«(A)  =  (3)' 

n(A)=(3)' 

n(A)=(3)* 


d  =  3*.7» 


d=3M9' 


d=3*.31' 


<l=3*.37' 


d  =  7» 


(?  =  13' 


d  =  67« 


d  =  73' 


Teü  H. 
Der  Zablkorper  zwölften  Grades  K{Sfn,t,S). 

§9. 

Die  Gruppe  der  Sabstitutionen  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K{\Jm,tj^)j  resp.  -K'(Vwi,f,^,)  und  ihre 

Untergruppen. 

Indem  wir  zu  dem  Körper  der  rationalen  Zahlen  die  quadra- 
tischen Zahlkörper  K{\Jm)  und  X(g)  adjungiren,  erhalten  wir  den 
Galois'schen  Abel' sehen  biquadratischen  Zahlkörper  K(\Jm^f^^  wel- 
cher zugleich  auch  den  quadratischen  Zahlkörper  Z'(\/— 3m)  als 
Unterkörper  enthält. 

Die  Zahlen  des  biquadratischen  Zahlkörpers  K(^m,  g)  haben 
im  Allgemeinen  die  Form:  a  +  6V^— 3m +  c\/— 3  +  dV^iw,  worin  die 
Coefficienten  a,b,c,d  rationale  Zahlen  sind,  die  zum  Teil  auch 
gleich  Null  sein  können,  weil  der  biquadratische  Zahlkörper 
K(\lfn,  (;)  die  sämtlichen  Zahlen  der  drei  quadratischen  Unterkör- 
per KQjm),  Ä'(£),  K{\J'-Sm)  und  des  Körpers  der  rationalen  Zah- 
len enthält. 

Es  ist  leicht  die  Grruppe  der  Substitutionen  des  Galois'schen 
Abel'schen  biquadratischen  Zahlkörpers  K(\Jm,i)  aufzustellen.  In 
der  That  erhalten  wir  aus  den  Zahlen,  bez.  Idealen  des  biquadra- 
tischen Zahlkörpers  K(\/m,  g)  die  zu  denselben  conjugirten  Zahlen, 
bez.  Ideale,  indem  wir  ausser  der  identischen  Substitution  1  noch 
folgende  drei  Substitutionen  ausführen,  welche  wir  durch  Vor- 
setzung der  Substitutionszeichen  t,  r,  tr  andeuten,  nämlich : 

1)  die  Operation 

der  Vertauschung  von  t  mit  C*, 

2)  die  Operation 
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der  Vertauflchung  von  ^m  mit  S/m 
und 

3)  die  zuBammengesetzte  Operation 

tr  =  ()/m  :  S/m,  t :  f) 

der  gleichzeitigen  Vertauschung  von  y/m  mit  —0m  und  C  mit  C* 
in  den  Zahlen,  bez.  Idealen  des  biquadratischen  Zahlkörpers  K{\Jm,  £]. 
Die  Gruppe  der  Substitutionen  des  Galois'schen 
Abel' sehen  biquadratischen  Zahlkörpers  Ki^Jm^^ 
ist  das  System  derOperationen  l,t,r,tr,  wobei  noch 
folgende  Relationen 

tr  =  rt,  ^»  =  1,  r»  =  1 
(try  =  {rty  =  1 

hinzukommen,  weil  ja  die  Operationen  tr  und  rt 
auf  die  Zahlen,  res  p.  Ideale  von  K{\Jm,  C)  angewandt 
uns  dieselben  Zahlen,  resp.  Ideale  wieder  liefern 
und  die  Operationen  ^^r*,  (try  =  {rty  die  Zahlen, 
resp.  Ideale  von  K{^m,l)  ungeändert  lassen. 

Die  Gruppe  der  Substitutionen  des  Galois'schen  Aberschen 
biquadratischen  Zahlkörpers  K{\Jm^  C)  ist  eine  Abersche,  wohl 
aber  keine  cyklische  Gruppe. 

Die  Gruppe  der  Substitutionen  des  Galois'schen  Aberschen 
zugleich  aber  keinen  cyklischen  biquadratischen  Zahlkörpers  Jir(\/ni,£) 
enthält  drei  quadratische  cyklische  Untergruppen: 

1)  die  Untergruppe  1,  t  mit  der  Relation 

t^  =  1; 

2)  die  Untergruppe  1,  r  mit  der  Relation 

r«  =  1; 

3)  die  Untergruppe  1,/r  mit  der  Relation 

(try  =  1, 

welche  bezw.  die  Galois'schen  Aberschen  cyklischen  quadratischen 

Zahlkörper  K{\lm\  K{i\  K{\J-3m)  definiren.  

Der  quadratische  Zahlkörper  K{\Jm),  resp.  lif(J),  resp.  K(^Sm) 
besitzt  selbst  als  Gruppe  der  Substitutionen  die  Gruppe  1,  r,  resp. 
1,  t,  resp.  1,  t  oder  1,  r,  weil  ja  im  quadratischen  Zahlkörper 
iSC (V--3/w),  welcher  nur  die  Zahlen  von  der  Form  a  +  h  \J—Sm  ent- 
halt, die  Operationen  t  und  r  nicht  verschieden  von  einander  aus- 
fallen. 

Der  biquadratische  Zahlkörper  lir(0M,g)  ist  stets 
ein  imaginärer  Zahlkörper,   weil  er  den   imaginären 
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quadratischen  Zahlkörper  Ä'(g)  als  Unterkörper  ent- 
hält. 

Diesen  biquadratischen  Zahlkörper  K(\Jfn,l^  wollen  wir  im 
zweiten  Teile  vorliegender  Arbeit  als  Grundzahlkörper  betrachten. 

Um  auf  Grund  des  biquadratischen  Zahlkörpers  /ir(\/i»,  C)  den 
gesuchten  Zahlkörper  zwölften  Grades  zu  construiren,  müssen  wir 
zunächst  eine  solche  ganze  Zahl 

fi  =  a  +  b  V-3m  +  c  \P3  +  d\/m 

des  biquadratischen  Zahlkörpers  K  (Vw,  £)  herausgreifen ,  welche 
nicht  zugleich  die  dritte  Potenz  einer  Zahl  von  K{\/m,  g)  wird, 
und  die  in  K{\lfnj  g)  irreducibele  reine  cubische  Gleichung 

(1)  a;»-f*  =  0 

bilden.     Wir  bezeichnen  mit  dem  Buchstaben 

eine  bestimmt  ausgewählte  Wurzel  der  Gleichung  (1),  die  übrigen 
zwei  Wurzeln  derselben  Gleichung  sind  dann  g^d*  und  1^%',  Es  ist 
klar,  dass  die  Zahlen  x>,  g^,  i^%'  ganze  algebraische  Zahlen  sind, 
weil  ja  sie  solch  einer  Gleichung  genügen,  deren  der  erste  Coeffi- 
cient  gleich  1  und  der  andere  ft  eine  ganze  algebraische  Zahl  sind. 
Indem  wir  die  ganze  Zahl  %•  zu  dem  biquadratischen  Zahlkörper 
K{\Jn7,^)  adjungiren,  erhalten  wir  den  Zahlkörper  ir(V/m,  f,  0")  vom 
zwölften  Grade  im  Rationalitätsbereiche  1,  welcher  den  imaginä- 
ren biquadratischen  Zahlkörper  K  {\Jm^  g)  als  Unterkörper  enthält, 
also  selbst  auch  ein  imaginärer  Zahlkörper  ist. 

In  Bezug  auf  den  biquadratischen  Zahlkörper 
K{\Jm,i)  ist  der  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{s/m,i,d) 
ein  relativ-cubischer  Zahlkörper. 

Die  zu  &  relativ  in  Bezug  auf  K  (\Jm,  C)  conjugirten  Zahlen 
C^  und  t^^  lassen  sich  rational  durch  d"  mit  Hilfe  der  Zahlen  von 
K{\lm,^  ausdrücken,  weil  ja  die  ganze  Zahl  g  in  K{sjm,^  liegt. 
Die  zu  dem  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\Jm,l^d)  relativ  con- 
jugirten Zahlkörper  zwölften  Grades  i5r(Vw,  C,  fö-)  und  Ä"(v/w,  C,  C*-^) 
sind  also  mit  einander  identisch. 

Der  Zajilkörper  zwölften  Grades  ^w,g,^)  ist  ein 
relativ-Galoischer  Zahlkörper  in  Bezug  auf  den 
biquadratischen  Zahlkörper  K{^m^  g). 

Nachdem  wir  alle  Zahlen  des  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
K{\/m,i,d)  mit  Hilfe  der  Zahlen  von  Ki^m^Q  durch  rationale 
Functionen  von  d^  höchstens  vom  dritten  Grade  in  ^  ausgedrückt 
haben  (was  bekanntlich  stets  möglich  ist),  können  wir  hinterher 
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die  Belativ-Snbstitntionen  aaafuliren ,  d.  h.  die  ganze  Zahl  9  in 
den  Zahlen,  bez.  Idealen  des  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K^m,  t,  &) 
durch  die  zu  d"  relativ  conjagirten  Zahlen  ^d'j  t^d"  ersetzen.  Die 
Function  g^  bezeichnen  wir,  wie  früher  mit  sd".  Ausserdem  be- 
zeichnen wir  in  der  üblichen  Weise  durch  Vorsetzung  der  Substi- 
tutionszeichen Sj  s^  die  Relativ-Substitutionen 

s  =  (^:e^),     «»  =  {^:V»)] 
es  wird  dann 

sein. 

Es  ist  klar,  dass  die  Operationen  1,  s,  s*  eine 
Abel'sche  cyklische  Gruppe  mit  der  Relation 

s»  =  1 

und  zwar  die  Eelativ-Gr  uppe  von  -BT  V/w,  fj-O*)  in  Be- 
zug auf  K(^jt)  bilden. 

Der  Zahlkörper  zwölf ten  Grades  K(\ßi^l,9r)  ist 
ein  r  elativ  -  Galoi  s' s  che  r-AbeTs  eher- cyklis  eher 
Zahlkörper  vom  Relati  vgr  ad  e  drei  in  Bezug  auf 
den  biquadratischen  Grundzahlkörper  K (\jm^  () 
mit  der   Relativ-Gruppe   1,5,  5*. 

Wir  können  auch  sofort  diejenige  Gleichung  zwölften  Grades 
mit  ganzen  rationalen  Zahlencoefficienten  bilden,  welche  im  Ra- 
tionalitätsbereiche 1  irreducibel  ist  und  die  ganze  Zahl  %•  als  die 
eine  "Wurzel  besitzt.  Wir  erhalten  diese  Gleichung,  indem  wir 
die  linke  Seite  der  Gleichung  (l)  mit  den  linken  Seiten  derjenigen 
drei  in  K  ^m,  g)  irreducibelen  Gleichungen 

(2)  x^-t(i  =  0, 

(3)  x*-rfi  =  0, 

(4)  x^-trfL=  0, 
welche  die  zu  den  ganzen  Zahlen  1  und 

fi  =  a  +  b\/Sm  +  c\J^  +  d\fm 
conjugirten  Zahlen  1  und 

t(i    =  a-hSJ-^m-c'f^  +  dSlm, 

ryL   =  a-hSJ-^m+cSJ^-dslm, 

tr(i  =  a+b\JSm-c\/^-d\Jm 

als   Coefficienten  besitzen,   multipliciren.     Die  in  Rede   stehende 

Gleichung  ist  nun: 

z^^—Qi  +  tfi  +  r^L  +  tr^)  x^  +  Qitfi  +  (irfi  +  fitrfi  +  tiirfi 
+  t(itr(i  +  rfiirfi)  x^—(fjU^r(i  +  fitfUrfi  + 
+  iirfUrii  +  ((irfitrii)  x^  +  iitiirfUrfi  =  0. 


188 

Diese  Gleiclituig  ist  in  der  Thai  eine  im  ßationalitätsbereiche  1 
irreducibele  allgemeine  Gleichung  zwölften  Grades,  weil  sie  die 
sämtlichen  Wurzeln  der  vier  in  K{\Jm^  g)  irreducibelen  Gleichun- 
gen (1),  (2),  (3)  und  (4)  als  Wurzeln  besitzt;  ihre  Coefficienten 
sind  ganze  rationale  Zahlen,  weil  sie  erstens  ganze  algebraische 
Zahlen  in  K  (\/w,  g)  sind  und  zweitens  unter  der  Anwendung  der 
Substitutionen  1,  ^,  f,  tr  ungeändert  bleiben,  also  zu  dem  Körper 
der  rationalen  Zahlen  gehören.  Ausserdem  ist  der  erste  Coeffi- 
cient  dieser  Gleichung  gleich  1,  wie  es  auch  sein  soll ,  weil  ja  d 
als  eine  ganze  Zahl  in  Kis/m-,  g)  definirt  wurde.  Die  Gleichungen 
(2),  (3),  (4)  sind  auch  in  Bezug  auf  K{\fm,%)  relativ-cubische ,  in 
Ä'(0w,  g)  irreducibele  Gleichungen,  welche  wir  aus  der  Gleichung 
(1)  erhalten,  indem  wir  auf  ihre  Coefficienten  1,  f*  die  Operationen 
^,  r,  tr  anwenden.  Bei  der  Ausführung  der  Substitutionen  /,  r,  tr 
in  den  Coefficienten  der  Gleichung  (1)  gehen  die  Wurzeln  dersel- 
ben in  die  Wurzeln  der  drei  Gleichungen  (2),  (3),  (4)  über.  Wir 
wollen  nun  genau  diejenige  Wurzel  der  Gleichung  (2),  resp.  (3), 
resp.  (4)  mit  -ö-',  resp.  '9-",  resp.  &"  bezeichnen,  in  welche  die  ganze 
Zahl  %•  bei  der  auf  die  Coefficienten  l,f*  angewandten  Substitu- 
tion t,  resp.  r,  resp.  tr  übergeht.  Wir  können  sagen,  dass  bei 
der  Operation  der  Vertauschung  von  g  mit  g*,  resp.  ^m  mit  —SJniy 
resp.  V'^  mit  —\]m  und  gleichzeitig  g  mit  g*  die  algebraische  Func- 
tion -ö-  von  den  Argumenten  g  und  \[ni  in  die  algebraische  Func- 
tion '9'',  resp.  -ö"",  resp.  %'"'  von  denselben  Argumenten  übergeht. 
Die  übrigen  zwei  Wurzeln  g^',  V^\  resp.  g^-",  g^^a-",  resp.  ga«"',  g^d'" 
der  Gleichung  (2),  resp.  (3),  resp.  (4)  sind  die  zu  ^\  resp.  -O*", 
resp.  %•'"  relativ  in  Bezug  auf  ^(0w,  g)  conjugirten  Zahlen.  Die 
ganzen  Zahlen  ^\  d'",  d'"  definiren  die  in  Bezug  auf  K{\Jm,  g)  re- 
lativ-cubischen  Zahlkörper  ^(\//w,  g,  0-'),  ^(\/w,g,^"),  jS:  (V iw,  g,  a-'") 
vom  zwölften  Grade  im  ßationalitätsbereiche  1,  welche  auf  Grund 
des  biquadratischen  Zahlkörpers  K{\[m^  g)  durch  Adjunction  zu 
demselben  der  erwähnten  ganzen  Zahlen  a-',  O*",  &"  entstehen. 
Diese  Zahlkörper  zwölften  Grades  sind  im  Allgemeinen  von  dem 
Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\lm,t„%)  verschieden,  weil  ja  im 
Allgemeinen  die  ganzen  Zahlen  %\  -9-",  ff"  gar  nicht  in  K(}Jfn,  g,  d) 
enthalten  sind ,  d.  h.  sich  nicht  rational  durch  d-  mit  Hilfe  der 
Zahlencoefficienten  des  biquadratischen  Zahlkörpers  K(\Jmj  g)  aus- 
drücken lassen. 

Der  Zahlkörper  zwö^lften  Grades  K{^,t,ff% 
resp.  JE  (Vw,  g,  O"") ,  resp.  Jf  (\/w,  g,  «•"')  ist  mit  den  zu  ihm 
relativ  conjugirten  Zahlkörpern  z  wölfte^n  Gra- 
des iC(\/m,g,gn  JS:(Vm,g,g^n  resp.Z(Vm,g,gn^(V»a,e*n 
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resp.  ir(v/m, {, C«^'0>  ^(Sf^itjV^'l  identisch  und  besitzt 
die  AbeTsche  cyklische  cabische  Relativ-Grappe 
l,«',«",   resp.  1, s", «^*,   resp.  1,5'", «'"■  mit   der   Relation 

«'»  =  1,   resp.  «"»  =  1,   resp.  r», 

wobei  wir  durch  die  Substitutionszeichen  s^s^^a"'  die 
folgenden  Operationen 

bezeichnet  haben. 

Die  zwölf  ganzen  Zahlen:  ^,  gö-,  g*«-,  *',  f«-',  g«^',  -T,  g«^',  f«^", 
^"',  S-^"',  g'^'"  befriedigen  die  angeführte  im  Rationalitätsbereiche 
1  irreducibele  Gleichung  zwölften  Grades  und  sind  infolge  dessen 
die  zu  einander  conjugirten  Zahlen;  sie  definiren  folgende  zwölf 
im  Körper  der  rationalen  Zahlen  zu  einander  conjugirte  imaginäre 
Zahlkörper  zwölften  Grades: 

ir(V^i,e,^),     K{\Jm,l,l»l    K{\fik,t,V»l 

z(v/si,e,n  ^(v^,g,en  if(v^,e,g'n 

ir(\/^,g,0,  K(\jnht.tn.  K(^m,t',vry 

Wir  wissen  bereits,  dass  die  in  einer  jeden  horizontalen  Zeile  an- 
gegebenen Zahlkörper  zwölften  Grades  mit  einander  übereinstimmen. 

Diese  zwölf  angeführten  Zahlkörper  zwölften 
Grades  sind  stets  imaginäre  Zahlkörper,  weil  sie 
den  imaginären  biquadratischen  Zahlkörper  K{\Jm,X} 
als  Unterkörper  enthalten. 

Da  wir  aber  am  Schluss  des  §  1  uns  die  Aufgabe  gestellt 
haben,  solche  im  Rationalitätsbereiche  1  Galois'schen  Zahlkörper 
zwölften  Grades  zu  bilden,  deren  Theorie  auf  die  durch  die  Wur- 
zeln der  nicht-Galois'schen  allgemeinen  cubischen  Gleichungen  de- 
finirten  cubischen  Zahlkörper  angewandt  werden  kann,  so  müssen 
wir  untersuchen,  unter  welchen  Umständen  der  Zahlkörper  zwölf- 
ten Grades  K{^m,ijd)  ein  im  Körper  der  rationalen  Zahlen  Ga- 
lois' scher ,  d.  h.  mit  den  angegebenen  zu  ihm  conjugirten  Zahlkör- 
pem  zwölften  Grades  identischer  Zahlkörper  wird. 

Es   ist  klar,    dass  dies  nur  dann  der  Fall  sein  kann,   wenn 

die    ganzen  Zahlen   ^0*',  d^'    in   dem  Zahlkörper   zwölften    Grades 

K(^fnjt,d')   enthalten    sind,   also  sich  rational  durch  d'  mit  Hilfe 

der  Zahlencoefficienten  des  biquadratischen  Zahlkörpers    £'(0n,  g) 

^ausdrücken  lassen;  dann  wird  auch  die  ganze  Zahl  d'"'  von  selbst 
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eindeutig  als  Fonction  von  ^  bestimmt.  In  der  That  erlialten 
wir  die  Gleichung  (4),  resp.  die  eine  ihrer  Wurzeln,  z.  B.  ff"  aus 
der  Gleichung  (1),  resp.  aus  der  Wurzel  0",  indem  wir  in  den  Coef- 
ficienten  1,  f*,  resp.  in  der  algebraischen  Function  %•  von  den  Ar- 
gumenten C,  \]m  die  ganze  Zahl  v/m  durch  ^\fm  und  hinterher 
die  ganze  Zahl  f  durch  f ^  ersetzen.  Bei  der  Ausführung  der  Sub- 
stitution r  geht  die  ganze  Zahl  %•  in  %•"  über,  wobei  die  letzte 
sich  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
K{\]mX^d)  rational  in  K{\]m^tj%)  durch  %'  ausdrücken  lässt.  Um 
aus  der  ganzen  Zahl  %'  die  ganze  Zahl  ff"  zu  bekommen,  müssen 
wir  also  in  der  algebraischen  Function  %•"  von  den  Argumenten 
g,  \]m  und  %'  die  ganze  Zahl  g  mit  g*  vertauschen.  Dabei  geht  die 
Wurzel  %'  in  dem  Ausdrucke  für  ff'  in  die  ganze  Zahl  ff  über; 
das  Verhalten  der  Zahlen  des  biquadratischen  Zahlkörpers  X(\/m.5), 
welche  als  Coefficienten  in  der  Function  ff'  von  dem  Argumenten 
%•  auftreten,  der  Operation  t  gegenüber  ist  uns  aber  bekannt. 
Daraus  schliessen  wir,  dass  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K{sjm^l^ff)  die  Wurzel  ff"  sich  rational  in 
K{\Jm,  g,  ff)  durch  0*  ausdrücken  lässt ,  weil  ja  die  ganze  Zahl  ff 
ebenfalls  dieselbe  Eigenschaft  besitzt.  Da  nun  bei  der  Anwen- 
dung der  Operation  rt  wir  aus  der  Gleichung  (1)  die  Gleichung 

(4')  x^-ri^  =  0 

erhalten,  welche  mit  der  Gleichung  (4)  identisch  ist,  so  geht  die 
Wurzel  %'  bei  der  gleichzeitigen  Vertauschung  von  g  mit  g*  und 
\Jm  mit  — V^m  genau  in  dieselbe  Wurzel  ff"^  wie  bei  der  Ausfuh- 
rung der  Substitution  tr,  über.  Dabei  geht  zunächst  infolge  der 
Vertauschung  von  g  mit  g'  die  Wurzel  -&•  in  ff^  welche  ihrerseits 
wegen  der  Operation  r  in  ff"  übergeht,  wobei  wir  in  der  in 
K(^m,  g,  ff)  rationalen  Function  ff  von  dem  Argumenten  d'  die 
ganze  Zahl  \/m  durch  — 0w,  die  ganze  Zahl  O*  durch  O*"  ersetzen  und 
ausserdem  noch  beachten  müssen,  dass  ff'  selbst  in  dem  Galois'- 
schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\jm^  g,  ff)  enthalten  ist ,  also 
sich  rational  durch  %•  in  K{^in,  g,  ff)  ausdrücken  lässt. 

Wir  wollen  nun,  dem  §  2  des  ersten  Teiles  entsprechend,  die- 
jenigen Eigenschaften  iSnden,  welche  die  ganzen  Zahlen  ff,  ff*  besitzen 
müssen  in  dem  Falle,  dass  sie  sich  rational  in  K  ( V^,  g,  ff)  durch 
d'  ausdrücken  lassen. 

Wir  setzen  die  ganzen  Zahlen  ffjd"^  etwa 

«•'  =  a'ff*  +  ß'^  +  y', 

ff'=  a"-^«+/J"^  +  y" 
an,  worin  die  a's,  /S's,  y^a  gewisse  Zahlen  des  biquadratischen  Zahl« 
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körpers  K(\lmj  g)  bedeaten.  Indem  wir  ganz,  wie  früher,  verfah- 
ren, finden  wir,  dass  die  ganzen  Zahlen  ^\  s^',  s'-ö*',  resp.  %■",  8&", 
s^d'",  worin 

s»'   =  aV^*  +  ß't^  +  y\ 
resp. 

sind  mit  den  ganzen  Zahlen  ^\  b%\  s'W,  resp.  »%  s"»",  s"«^"  über- 
einstimmen und  der  Gleichung  (2),  resp.  (3)  Genüge  leisten  müssen. 
Daraus  folgt,  dass 

y'  =  0, 
resp. 

/  =  0 

sein  und  ausserdem  noch  folgende  Gleichung: 
resp. 

(i/'-^«  +  ßrd'){art'»^  +  /J"g^)(a"e^«  +  ß^v^)  =  -^'(«"-^  +  ßy 

bestehen  müssen.    Hieraus  folgt,  dass 

Sa'ß'^ia'd'  +  ß')  =  0, 
resp. 

3a"ß"»{ar»  +  ßT)  =  0 

sein  soll.  Da  aber  die  Glieder  a'd-+ß^  und  a"^+j3"  stets  von  Null 
verschieden  ausfallen  müssen ,  weil  ja  O-  gar  nicht  in  dem  biqua- 
dratischen Zahlkörper  K(^,^)  liegt,  so  bieten  sieh  hier  folgende 
Möglichkeiten  dar:   es  werden  entweder 

oder 

ß^  =  0,    ^'  ==  a'^\ 
also 

sein,  wobei  d'  wieder  eine  Zahl  in  K{\[in^^  ist,  und  entsprechend 
sollen  entweder 

rt"  =  0,    '^"  =  /J"-^, 

oder 

ßT  =  0,   ^''  =  a"^^ 

also 

sein,  wobei  ^  wieder,  eine  Zahl  in  K  {^m,  g)  bedeutet. 
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Indem  wir  diese  Bedingungen  mit  einander  combiniren,  erhal- 
ten wir  im  Ganzen  folgende  vier  Fälle: 


1)  »■  - 1, 

*      »' 

2)  »'  —  ß'», 

»"                          ^^ 

3)*'-|, 

«"  =  ßT»; 

4)  »'  —  ß'», 

r  —  ßT». 

In  allen  diesen  vier  Fällen  wird  der  Zahlkörper  zwölften 
Grades  K{\[m^  g,  &)  ein  im  Rationalitätsbereiche  1  Galois'scher 
Zahlkörper  sein,  weil  er  die  ganzen  Zahlen  -Ö",  -d*'  %•"  und  auch  %''" 
enthält,  da  die  ganze  Zahl  %'"'  sich  dabei  auch  rational  durch  ^ 
unter^  Benutzung  der  Zahlen  des  biquadratischen  Zahlkörpers 
JBr(\/m,  g)  ausdrücken  lässt. 

Zusammenfassend  können  wir  sagen: 

Der  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\Jm,i,%)  ist 
im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  dann  und  nur 
dann  ein  Galois'scher  Zahlkörper,  wenn  die  ganzen 
Zahlen  ^'  und  ff'  die  eine  der  vier  angegebenen  Be- 
dingungen gleichzeitig  erfüllen. 

Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  ganze  Zahl  W  in  einem  jeden 
der  vier  angegebenen  Fälle  folgende  Gestalt  besitzt: 

1)  -O"'"  =  y  -O"  =  Y  ^^ 

4)  ff"  =tßr''ß'&=rß''ß"ff 

Aus  diesen  Bedingungen  folgt,  dass  die  Coefficienten  d',  d",  ß\  /T 
gewisse  Eigenschaften  besitzen  müssen,  welche  wir  später  leicht 
werden  bestimmen  können. 

Nunmehr  schreiten  wir  dazu  die  Gruppe  der  Substitutionen 
des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K  {^m,  g,  ff)  in  ei- 
nem jeden  der  vier  angeführten  Fälle  aufzustellen,  indem  wir, 
unserem  früheren  Verfahren  entsprechend,  die  Relativ-Substitn* 
tionen  der  Relativ-Gruppe  1,  s^  s^  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K  (\/m,  {;,  ff)  in  Bezug  auf  Ki^m^  g)  mit  den  Sab- 


1 


\ 


I 


1 
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stitutionen  der  Gruppe  1,  <,  r,  tr  des  biquadratischen  Grundzahl- 
körpers K{\[m^  g)  combiniren. 

Die  Bedeutung  der  Operationen  1,  ä,  s',  welche  wir  erhalten, 
indem  wir  die  Belativ-Substitutionen  5,  s*  mit  der  identischen  Sub- 
stitution 1  der  Gruppe  1,  ^  ♦",  tr  zusammensetzen,  ist,  dem  Vori- 
gen nach,  eindeutig  festgelegt.  In  einem  jeden  der  vier  angeführ- 
ten Fälle  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{\jm^i^ff) 
haben  wir  in  allen  Zahlen,  resp.  Idealen  von  K{\Jni^  {;,  %)  die  ganze 
Zahl  %•  mit  t^^  i^%^  der  Reihe  nach  zu  ersetzen.  Diejenigen  Zahlen, 
resp.  Ideale  von  K{\Jmji,%)j  welche  zugleich  in  den  biquadrati- 
schen Zahlkörper  K{S]m,^  zu  liegen  kommen,  bleiben  dabei  unge- 
ändert,  weil  ja  die  Zahlen  des  biquadratischen  Zahlkörpers  K{^nt,^) 
die  ganze  Zahl  d"  gar  nicht  enthalten.  Wir  wollen  noch  die  Be- 
deutung der  Substitutionen  f,  r,  tr,  die  wir  bekommen,  indem  wir 
die  Substitutionen  t,  r,  tr  mit  der  identischen  Substitution  1  der 
Relativ-Gruppe  1,  s,  s'  combiniren,  erklären.  Wir  haben  bereits 
erwähnt ,  dass  bei  der  Anwendung  der  Operationen  /,  r,  tr  die 
Gleichung  (1)  in  die  Gleichungen  (2),  (3),  (4)  und  die  ganze  Zahl 
d  in  die  ganzen  Zahlen  -d-',  -d-",  ff"  übergehen.  Wir  können  also 
schreiben : 

^   =  ^',    r^  =  ff\ 

trd'  =  rid'  =  ff". 

Dabei  geht  die  ganze  Zahl  gO",  resp.  g'-Ö*  in  die  ganzen  Zahlen  i*ff, 
tr,  fV,  resp.  g^',  t'ff\  iff"  über.  Wir  können  diese  ganzen 
Zahlen  folgendermassen  bezeichnen: 

tm  =  gV,    rm  =  iff\    trii»)  =  5"r', 
resp. 

t{V^)^tff',    r{V»)  =  Vr,     tr{t'»)  =  t»'". 

Ausserdem  bestehen  stets  die  Gleichungen: 

trff  =  rtff,     t*ff  =  »y     r^d'  =  ff^ 

(tryff  =  {rtyd'  =  d', 
weil 

trfi  =  r/fi 

ausfallt  und  die  Operationen  <*,  r',  (try,  (rty  alle  Zahlen  des  bi- 
quadratischen Zahlkörpers ,  also  auch  ii ,  infolge  dessen  auch  ff, 
ungeändert  lassen. 

Indem  wir  diese  Substitutionszeichen  anwenden,  können  wir 
unsere  vier  Bedingungen  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K{^m,  {;,  ff)  folgendermassen  darstellen : 
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1)  t^  =  ^,    r^^^; 

2)  t»  =  ß'»,  r»  =  ^; 


3)  t»  =  -^,    r»  =  ßr»; 

4)  t»  =  ß'»,  r»  =  ßr». 

Es  wird  dann  auch  die  ganze  Zahl 

»'"  =  tr»  =  rt» 

folgende  Gestalt  besitzen: 

,,    ,  ^        tf'  rd' 

1)    tr»  =  ^fr  =  -^», 

o,    ,  ^        <<r        rß'S" 

4)    irJSt  =  tß^'ß'»  =  r/}'./J"d. 

Wollen  wir  nun  die  Substitution  tj  resp.  r  auf  die  Zahlen 
und  Ideale  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  örades  Ä'(Vw,S,0) 
anwenden ;  so  müssen  wir  vor  allen  Dingen  in  denjenigen  Zahlen 
und  Idealen  von  K(Sj7n,i,d)j  welche  zugleich  sich  in  dem  biqua- 
dratischen Zahlkörper  K{^m,t;)  befinden,  die  ganze  Zahl  t  durch 
t*,  resp.  0n  durch  —^nij  und  ausserdem  noch  die  ganze  Zahl  ^, 
den  vier  angeführten  Fällen  entsprechend,   durch  die  ganzen  Zab- 

len  ^,  ß'»,  ^,  ß'&j  resp.  — ,  ^,  /J"^,  ß"^  ersetzen.  Die  zusam- 
mengesetzten Substitutionen  sind  hiemach  eindeutig  bestimmt. 
Bei  der  Ausführung,  z.  B.  der  Substitution  tr  müssen  wir  in  den 
zugleich  auch  in  iC(0H,  ^  liegenden  Zahlen,  resp.  Idealen  von 
K{Sjm^i,^)  gleichzeitig  V^^  durch  —  V^w  und  g  durch  f',  ausserdem 
noch  die  ganze  Zahl  0^  in  den  vier  angeführten  Fällen  durch  die 
entsprechenden  Zahlen  trS^  ersetzen.  Bei  der  Ausführxmg  einer 
beliebigen  aus  1,  s,  t,  r  zusammengesetzten  Operation  in  den 
Zahlen,  resp.  Idealen  von  K  (^,  g,  d)  müssen  wir  bei  der  Anwen- 
dung einer  jeden  Einzelsubstitution  die  angegebenen  Regeln  be- 
rücksichtigen und  auf  die  resultirenden  Zahlen,  resp.  Ideale  die 
nächstfolgende  Einzelsubstitution  anwenden. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  die  Gruppe  der  Substitutionen 
des  Gralois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{\[m^  g,  d)  in  den 
vier  erwähnten  Fällen  dieselbe  Gestalt,  nämlich  die  Gestalt :  1 ,  5, 
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«',  t,  ts ,  ts*,  r,  rs,  r.s",  tr ,  trs^  trs*  besitzt,  wobei  wir  unter  den- 
selben Operationszeichen  in  einem  jeden  der  vier  angegebenen  Fälle 
die  entsprechenden  verschiedenen  Bedeutungen  zu  verstehen  haben. 
Um  nun  zu  zeigen,  dass  die  zwölf  erwähnten  Substitutionen  in 
der  That  eine  Gruppe  ausmachen ,  wollen  wir ,  wie  früher ,  ver- 
fahren, indem  wir  uns  zunächst  den  Ausdruck  für  eine  beliebige 
Zahl  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K[\fm^  g,  d) 
bilden  und  darauf  die  Substitutionen  1 ,  5 ,  8*,  ^ ,  ^5 ,  ts^^  ^ff'Sf  rs*, 
tr,  ir$f  trs^  und  st,  8%  sr,  s"r,  str,  sHr  anwenden. 

Wir  werden  dies  aber  nur  für  die  ersten  zwei  Fälle,  in  denen 
die  Bedingungen 

and 

bestehen  sollen,  durchführen. 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  eine  Zahl  9  des  Galois'schen  Zahi- 
korpers  zwölften  Grades  K[\fm,  g,  %)  lautet  folgendermassen : 

worin  die  a's,  &'s,  c's  und  d's  rationale  Zahlen  bedeuten. 
Wir  betrachten  zunächst  den  Fall 

imd  erhalten  folgende  Ausdrücke: 

gl 

+  (o,-6,V=3;i-c,V/=^+d,V»»)|r . 
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te»©  =  {a-b,S/-3m-c,sPS+d^\/m)  +  (a,-6,V/-3jM-<-,V^+<?,V»«}  5  ä  + 


+(a,-6,V=3^-c,V=^+d,\/S.)g»|;f, 


r9  =  (a,-6,vP3m-H!,V^-d,V^) + (a,-6,V-3»«+c.V^^^3-^tV^»)     är  + 

+  (a,-6,V'=3m+c,V=^-(f,V«»)  ^^ , 

^___  J|/ir 

+ (o,-  6,\/::3;i+c,v=3-<f,\/;;i)  g  ^ , 

<r0  =  (fl,+6,V=3w-c,v/-3-d,V^+(a,-H>,V=3w-c,V-3-d,Vw)^*+ 


(a,+6,V=3;?-c.V-3-<?.V^  ('-f^)V, 


+ 


(a,+*.\/=3^-c.V=3-^i,V»Ji)  g  (^«^, 


6 

+ (a,+6.v=3;j-«.vc:3-<i.  v^  r  (^*', 

+  (a,-6,V=3^-c,  V=3+rf,  V»»)  £, 


+ (a,-  6.vP3S-c.v/=3+d,ViJi)  ■^, 
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«•r8=  (0,-6,  V^=3m+CjV- 3-^1  V^)  +  (ffi-ftiV'-3»«-K,\p3-<i.V'^  55;+ 


o 

Wir  sehen  nan,  dass  in  diesem  Falle  das  System 
der  Operationen  1,  s,  «%  tj  ts,  ^ä",  r,  rSj  r«*,  ^r,  <rs,  ^r«" 
dieGruppe  der  Substitutionen  des  Galois'schen  Zahl- 
korpers  zwölften  Grades  K^m^  iy  d)  bildet.  Zu  dieser 
Snbstitutionsgruppe  kommen  noch  folgende  Rela- 
tionen 

IT»  =  1,    f  =  1,    r«  =  1,   (try  =  (rt)«  -  1. 
tr  =  r<,  ts  =  st,  t^  =  s^tf   rs  =  «*r, 
rs^  =s  sr,  trs  =  s^tr ,  tr^  =  str 

hinzu.    Die  angegebene  Substitutionsgruppe  ist  vom 
zwölften  Grade. 

Was  nun  die  Untergruppen  dieser  Substitutionsgruppe  angeht, 
so  haben  wir  im  FaUe 

1)  sieben  Untergruppen  zweiten  Grades : 

a)  die  Untergruppe  1,  t  mit  der  Relation 

b)  die  Untergruppe  1,  r  mit  der  Relation 

r*  —  1; 

c)  die  Untergruppe  1,  rs  mit  den  Relationen 

tr  =  rt,  (try  =  1; 

d)  die  Untergruppe  1,  rs  mit  den  Relationen 

rs  =  8*r,  (rsf  =  1; 

10* 
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e)  die  Untergruppe  1,  rs*  mit  den  Relationen 

rs^  s=:  sTj  (rsy  =  1; 

f)  die  Untergruppe  1,  trs  mit  den  Relationen 

trs  =  sHr,  {trsf  =  1; 

g)  die  Untergruppe  1,  trs^  mit  den  Relationen 

trs^  =  str,    {trsy  ==  1; 

2)  eine  Untergruppe  dritten  Grades  1,  s,  8*  mit  der  Relation 

«•  =  1; 

3)  drei  Untergruppen. vierten  Grades: 

a)  die  Untergruppe  1,  t^  r,  tr; 

b)  die  Untergruppe  1,  t,  rs,  trs] 

c)  die  Untergruppe  1,  t,  rs*,  tr$^] 

4)  drei  Untergruppen  sechsten  Grades: 

a)  die  Untergruppe  1,  s,  «",  t,  ts,  te'; 

b)  die  Untergruppe  1,  «,  s*,  r,  rs,  rs*; 

c)  die  Untergruppe  1,  s,  s*,  tr,  trs,  trs^. 

Die  Relationen  zwischen  den  Substitutionen  der  Untergruppen 
vierten,  resp.  sechsten  Grades  können  wir  leicht  mit  Hilfe  der 
früher  angeführten  Relationen  zwischen  den  Substitutionen  t,  r  und 
8  leicht  finden. 

Entsprechende  Ueberlegungen  lassen  sich  auch  im  zweiten  Falle 

^  =  /8  -ö" ,  ^-fr  =  d^ 
durchführen. 

Wir  erhalten  folgende  Formeln,  indem  wir  eine  Zahl  0  des 
Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{^,  f,  &)  in  der  frü- 
heren Gestalt  annehmen  und  darauf  wieder  dieselben  Operationen 
anwenden,  und  berücksichtigen,  dass  in  diesem  Falle  der  Zahl  & 
ganze  andere  Eigenschaften  zukommen. 
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ts9  =  (a,-6,V^=3m--<,vC3-M,V'»^)^-(«-^V-3w-^V/^^^ 

+  (a,-6,V/=3m-c,\P3+d,V/»«)  t/»"**, 

tie  =  (a,-6,V-3w-Ci  V-3-Hi,  V«)  +  (o-6,V-3»»»-c,V-3+<i.V/»»)  £/?'*+ 


-3m-H!, 


+  ' 


(lJtff\*   1 

8r9  =  (a,-6,V-3»w+c.V/-3-<i.V«)  +  (<',-6,V-3»»+c,V^-d,V»»)*5-+ 


-V  d"» 


+  (a,-6.V^=3^+c.V-3-<*.V»»)  ^. » 
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4^t 

s*tre  =  {a,-0,^-dm-c,\pS-d,^m)+{a,+b,\/-im-c,^-B-d,^)^i^ 

Hieraus  folgt: 

Das  System  der  Operationen  1,  8,  s*,  t,  ts^  i$\  r, 
r5,  rs",  ^r,  ^r«,  ^rs'  bildet  auch  in  diesem  Falle  die 
Grnppe  der  Sabstitionen  des  Galois'schen  Zahlkör- 
pers zwölften  Grrades  K[\lm^  f,  d);  es  bestehen  fol- 
gende Relationen  zwischen  den  Snbstitationen  tj  r 
und  s: 

5»  =  1,  ^"  =  1,  r«  =  1,  (try  =  (rty  =  1, 
tr  =  rt,  ts  =  sH,  ts*  =  st^  rs  =  sV, 
rs*  =  STj  trs  =  8tr,  tr^  =  s^tr. 

Diese  Sabstitationsgrappe  ist  vom  zwölften  Grade. 
Im  Falle 

t^  ^  ß  &j  «öf fr  =  d" 

enthält   die  Gruppe   der  Substitutionen  des  Galois'schen  Zahlkör- 
pers zwölften  Grades  K{\Jm,  g,  d) 

1)  sieben  Untergruppen  zweiten  Grades : 

a)  die  Untergruppe  1,  t  mit  der  Relation 

<•  =  !; 

b)  die  üntergrappe  1,  r  mit  der  Relation 

r»  =  1; 

c)  die  üntergrappe  1,  tr  mit  den  Relationen 

tr  ^  rt,  (try  =  1; 

d)  die  üntergrappe  1,  ts  mit  den  Relationen 

ts  —  ^t,  (ts)*  =  1 ; 
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e)  die  Untergrappe  1,  to'  mit  den  Relationen 

te«  =  8t,  {UfY  =  1 ; 

f)  die  Untergrappe  1,  rs  mit  den  Relationen 

rs  a=  8*r,  (rsf  =  1; 

g)  die  Untergruppe  1,  rs*  mit  den  Relationen 

r^  =  sr,  (r«*)  =  1; 

2)  eine  Untergrappe  dritten  Grades  1,  8,  s[  mit  der  Relation 

5*  =  1; 

3)  drei  Untergruppen  vierten  G-rades: 

a)  die  Untergrappe  1,  ^,  r,  ^r; 

b)  die  Untergruppe  1,  fr,  fe,  rs; 

c)  die  Untergruppe  1,  tr,  ts^,  rs*] 

4)  drei  Untergruppen  sechsten  Grades : 

a)  die  Untergruppe  1,  s,  «",  f,  te,  te'; 

b)  die  Untergruppe  1,  s^  s*,  r,  rs^  rs^ ; 

c)  die  Untergruppe  1,  «,  s*,  tr,  trSj  trs*. 

Die  Relationen  zwischen  den  Substitutionen  der  Untergruppen 
vierten,  resp.  sechsten  Grades  können  wir  sofort  mit  Hilfe  der 
früher  angeführten  Relationen  zwischen  den  Substitutionen  f,  r 
ond  s  bestimmen. 

Wir  haben  also  gefunden,  dass  die  Gruppe  der  Substitutionen 
des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{\/nif  g,  d)  die  Gestalt 
1,  8,  5",  f,  iSj  ts*j  r,  rs,  rs",  /r,  trSj  trs*  besitzt  im  Falle ,  dass  die 
ganze  Zahl  %•  den  Bedingungen 

resp. 

genügt. 

Die  Zahlen  «,  s©,  5"©,  fÖ,  fs0,  fe"0,  r©,  rs«,  rs»Ö,  /r©,  irsO, 
trs^O  sind  infolge  dessen  die  zu  einander  conjugirten  Zahlen.  Die 
zwölf  ganzen  Zahlen  ^,  s»,  s*^,  d'',  sd-',  s*^',  -ö-",  so-",  s"^",  ^'", 
s^",  s*'^"  können  wir  ebenfalls  folgendermassen  bezeichnen :  ^, 
«^,  «•#,  ^,  te^,  fo*«»,  ra-,  rs'a,  rsa-,  «r^,  frs**,  frs#,  resp.  -a-,  5^,  5*a, 
^,  to*a-,  ^  rd,  r«'d,  rsa,  <rd,  ^rs*,  ^s'd'. 

In  derselben  Weise  verfahrend  können  wir  zeigen,  dass  in 
den  übrigen  zwei  Fällen  die  Gruppe  der  Substitutionen  des  Ga- 
lois'schen Zahlkörpers  zwölften  Grades  Kisjniy  t,  d)  dieselbe  Gestalt 
besitzt,  auch  Untergruppen  zweiten,  dritten,  vierten,  sechsten 
Grades  enthält  und  ausserdem  im  Falle 
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W'   =    -^  j   T^   =   /J  'd' 

aas  laater  omkehrbaren  Snbstitationen  besteht,  also  eine  AbeFsche 
Gruppe  ist. 

Wir  schliessen  daraas,  dass  der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften 
Grades  JBT  (v/tn,  g,  d)  in  der  That  der  gesachte  Zahlkörper  ist,  weil 
seine  Sabstitationsgrappe  die  Untergrappen  vierten  Grades  ent- 
hält, welche  die  entsprechenden  cabischen  Unterkörper  des  Galois'- 
schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{\jm^  g,  %)  definiren. 

Nan  wenden  wir  ans  wieder  za  der  Car  da ni^schen  Formel 
für  die  Warzeln  der  allgemeinen  cabischen  Gleichang  zurück. 

"Wir  wissen  bereits,  dass  wir  zur  Bildung  desjenigen  Galois'- 
schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades ,  aus  dessen  Zahlen  die  Wur- 
zeln der  nicht-Galois'schen  allgemeinen  cabischen  Gleichang  ratio- 
nal zusammengesetzt  sind,  die  relativ-cubische  Gleichung  von  der 
Form 


^    /27c+8V-32?\  ^  ^    /27c  +  3gV-3m\  ^  ^ 

nehmen  müssen.  Hiernach  ist  klar,  dass  es  für  unsere  jetzigen 
Zwecke  vollkommen  ausreichend  ist ,  für  die  Zahl  ft  die  Zahl 
f  (27c-|-3gV— 3m)  zu  wählen,  welche  in  dem  quadratischen  Zahl- 
körper R[\l—^m)  liegt  und  die  Bedingung: 

befriedigt.  Die  erwähnte  Zahl  ^{27c+3q\/^^^  ist  in  K{\f^^, 
also  auch  in  K{>Jm,  £),  stets  eine  ganze  algebraische  Zahl,  weil 
ihre  in  KisJ—^m)  gebildete  Norm,  d.  h.  die  rationale  Zahl  (— 36)*  stets, 
in  folge  der  von  uns  in  §  1  getroffenen  Verabredung,  eine  ganze 
rationale  Zahl  zugleich  ist.  Die  Bedingung,  fi  soll  eine  in  ÜT  (^m,  Q 
ganze  Zahl  sein,  ist  bei  dieser  Wahl  befriedigt. 

Bei  einer  jeden  cubischen  Gleichung  müssen  wir  die  ganze 
rationale  Zahl  m  besonders  hervorheben. 

Bei  den  nicht-Galois' sehen  allgemeinen  cubischen  Gleichungen 
haben  wir  zwei  Fälle  auseinander  zu  halten,  je  nachdem  die 
ganze  rationale  Zahl  m  nicht  durch  3,  oder  durch  3  teilbar  ist. 

Bei  den  Galois'schen  Aberschen  allgemeinen  cubischen  Grlei- 
chungen  ist  m  stets  gleich  1,  bei  den  reinen  cubischen  Gleichun- 
gen wird  m  bekanntlich  gleich  —3. 

Wir  haben  also  im  Ganzen  vier  Fälle  zu  unterscheiden,  welche 
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den  vier  hier  von  nns  angefahrten  Typen  des  Galois'schen  Zahl- 
korpers  zwölften  Grades  Jr(\/w,  f,  d)  entsprechen. 

Fällt  also  die  ganze  rationale  Zahl  m  im  Falle  der  nicht-Ga- 
lois^schen  allgemeinen  cabischen  Gleichang  prim  zu  3  aas,  so  wird 

die  ganze  Zahl  

^  =  i(27c  +  3gV=3m) 

im  quadratischen  Zahlkörper    K{\j—^m)   zu   nehmen  sein.     Diese 
ganze  Zahl  ft  besitzt  in  diesem  Falle  folgende  Eigenschaften: 

f*    =  tr^,  

ty,  =  rii  =  i(27c-33V-3m), 

^ty=  ftrft  =  (—36)®. 
Ist  aber  die  ganze  rationale  Zahl  m  im  Falle  der   nicht-Ga- 
lois'schen  allgemeinen  cubischen  Gleichung  durch  3  teilbar,  d.  h. 

m  =  3mj, 
so  wird  die  ganze  Zahl 

fi  =  i(27c  +  9gV=^;) 

im  quadratischen  Zahlkörper  Z'(\/— w?J  enthalten  sein,  wobei 

m,^0  (mod  3) 
ausfällt.    Damit  haben  wir  folgende  Relationen: 

II    =  tfi, 

worin  wir  jetzt  unter  der  Substitution  r  die  Operation 

verstehen,  und  es  ist 

^rft  =  (— 3J)*. 

In  den  Fällen 

m  s=  1,    w  =  —3 

muss  die  ganze  Zahl  (i  im  quadratischen  Zahlkörper  K(t)  genom- 
men werden. 

Indem  wir  die  von  uns  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwoKten  Grades  K(\/m,  J,  d)  für  die  ganze  Zahl  -9-  aufgestellten 
Bedingungen  auf  die  ganze  Zahl  ft   übertragen ,  finden  wir ,   dass 

die  ganze  Zahl 

ft  =  «•» 

im  ersten,  resp.  zweiten  Falle  folgende  zwei  Bedingungen 

resp. 

erfüllen  muss. 
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Daraus  schliessen  wir,  dass  im  ersten,  resp.  zweiten  Falle  für 
(i  eine  gewisse  ganze  Zahl  in  dem  quadratischen  Zahlkörper 
jr(V— 3m),  resp.  K{^—m^)  genommen  werden  soll,  wobei  die  Zahlen 

d'  =  r  =  d, 
resp. 

d"  =  d„   /»'  =  1 

ausfallen  müssen,  worin  S,  d^  zwei  ganze  rationale  Zahlen  be- 
deuten. 

Ausserdem  folgt,  dass  der  dritte  Fall 

td'  =  1,    r^  =  ßr» 

demjenigen  Falle  der  cubischen  Gleichung  entspricht,  in  welchem 
die  cubische  Grleichung  eine  Galois'sche  Abersche  allgemeine  cn- 
bische  Grleichung  ist,  also 

w  =  1 

wird,  weil  die  Gruppe  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Gra- 
des Ä^(0;?,  f,  0")  eine  Abersche  Gruppe  in  diesem  Falle  ist. 
Es  muss  also  der  letzte  vierte  Fall 

dem  Falle  der  reinen  cubischen  Gleichung  entsprechen,  in  welchem 

w  =  -3 

wird. 

In  diesen  letzten  zwei  Fällen  haben  wir  aber  nicht  mit  dem 
Galois'schen  Aberschen,  resp.  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften 
Grades  K(^m,  f,  d),  sondern  bloss  mit  dem  Galois'schen  Abel' sehen, 
resp.  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{i,  d)  zu  thun. 

Diese  zwei  Zahlkörper  sechsten  Grades  K{ij  d)  haben  wir 
schon  im  ersten  Teile  vorliegender  Arbeit  ausführlich  behandelt; 
in  dem  zweiten  Teile  müssen  wir  uns  nur  auf  zwei  Galois'sche 
Zahlkörper  zwölften  Grades  K(\Jm,  t,  d)  beschränken.  Wir  müssen 
nämlich  den  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{^jijd), 

wobei  _  

d-  =  ^f*,    fi  =  a  +  h^Sm, 

II  =  trfi,   [jU[i  =  fir^i  =  d* 
und 

m^O  (mod  3) 

sind,  resp.  den  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  Z(V— WuC^J» 
wobei  _ 

•^1  =  \fl^ii    ^i  =  a  +  iSFfni, 
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und 

m  =  8tn,  y   fUj  ^  0  (mod  3) 

sind,  wobei  also  die  ganze  Zahl  fi,  resp.  fi^  in  dem  biqoadratischen 
Zahlkörper  ÜL(V^fw,  £),  resp.  Ül(V— w^,  g)  gewählt  werden  muss,  in 
Betracht  ziehen. 

§10. 

Anfstellnng  der  Relativdiscriminante  des  biquadratischen  Zahl- 
körpers K{\/m,0   in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper 
Ä^(£),  resp.  K{\fm\  resp.  J5C(V— 3m).     Berechnung  der  Discri- 
minante  des  biquadratischen  Zahlkörpers  K{\/myt). 

Wir  wissen  bereits,  dass  der  biqnadratische  Zahlkörper 
jK(V^,  S)  die  drei  quadratischen  Unterkörper  liC(g),  K{^)  und 
kI\P^)  enthält. 

In  Bezug  auf  einen  jeden  dieser  quadratischen 
Unterkörper  kann  der  biquadratische  Zahlkör- 
per K(^m,i)  als  ein  relativ-quadratischer  Zahlkör- 
per aufgefasst   werden. 

Wir  können  vorläufig  die  ganze  rationale  Zahl 

m  $  0  (mod  3) 

annehmen.    Es  ist  klar,  dass  falls 

w  =  0  (mod  3), 
also 

f»  =  3wi| 

ist,  so  werden  die  quadratischen  Zahlkörper  K{>ßm^)  und  K(\J—m^) 
die  Rolle  derjenigen  quadratischen  Zahlkörper  K{Sj—3m)  und  K{sjm) 
übernehmen;  bei  denen  wir  m  prim  zu  3  voraussetzen  können. 

Wollen  wir  nun  den  biquadratischen  Zahlkörper  K{^fn,  £)  auf 
Gnmd  des  quadratischen  Zahlkörpers  Sr(Q,  resp.  KC^in),  resp. 
K(y—Sm)  uns  construiren,  so  müssen  wir  die  eine  der  folgenden 
zwei  relativ  in  Bezug  auf  den  gewählten  quadratischen  Grrxmd- 
zahlkörper  reinen  quadratischen  Gleichungen: 

(1)  x^-m  =  0  oder  x^  +  3m  =  0, 
resp. 

(2)  ir«+  3  =  0  oder  x^  +  dm  =  0, 
resp. 

(3)  a;«+  3  =  0  oder  rc»  -  m    =0 
hflden  und  die  eine  ihrer  beiden  Wurzeln 
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\/m,  — \/m,  oder  V— 3m,  --^Sm, 
resp. 

\f^,  -V^,  oder  >pSm,  -\pim 
resp. 

V^,  -V^,  oder  \fm,  -\flk 

zu  dem  quadratischen  Grrnndzahlkörper  adjnngiren. 

Diese  reinen  quadratischen  G-leichangen  dürfen  in  der  That 
als  relativ  and  zwar  relativ  -  (ralois'sche  -  Abelsche  -  quadratische 
Gleichungen  in  Bezug  auf  den  entsprechenden  quadratischen  G-rund- 
zahlkörper  betrachtet  werden,  weil  ihre  Coefficienten,  die  ganzen 
rationalen  Zahlen  1,  3,  nij  Sm  in  einem  jeden  algebraischen,  also 
auch  in  dem  quadratischen  Grundzahlkörper  liegen  und  ausserdem 
diese  reinen  quadratischen  Gleichungen  schon  im  Rationalitätsbe- 
reiche 1  Galois'sche  Abel'sche  Gleichungen  sind. 

Die  quadratische  Gruppe  1,  r,  resp.  1,  t,  resp.  1,  tr  ist  zugleich 
die  Relativ-Gruppe  der  ßelativ-Substitutionen  des  biquadratischen 
Zahlkörpers  ir(\/m,£)  in  Bezug  auf  denjenigen  quadratischen  Qrund- 
zahlkörper,  welcher  durch  die  Wurzeln  einer  der  beiden  reinen 
quadratischen  Gleichungen  (1),  resp.  (2),  resp.  (3)  definirt  wird. 
Diese  Relativ-Gruppe  ist  natürlich  eine  cyklische  Gruppe. 

Der  biquadratische  Zahlkörper  K{^jO  ist  ein 
relati  v-Galois' scher-Abel*  scher- cy  kl  ischer-quadr  a- 
tis eher  Zahlkörper  in  Bezug  auf  einen  jeden  der  qua- 
dratischen Unterkörper  X(£),  K{^m),  K{^—dm). 

Nun  können  wir  hier  den  Begriff  der  Relativdiscriminante 
des  biquadratischen  Zahlkörpers  K{sjmj  C)  in  Bezug  auf  einen  je- 
den der  drei  quadratischen  Unterkörper  einführen. 

Unter  der  Relativdiscriminante  2)„,  resp.  D„,  resp. 

D;^,  des  biquadratischen  Zahlkörpers  £'(\/m,  C)  inBe- 
zug auf  den  quadratischen  Zahlkörper   KiQ,   resp. 

K{\]m\  resp.  K(^—3m  verstehen  wir  den  grössten  ge- 
meinschaftlichen Teiler  der  Relativdiscrimi- 
nanten 

(Ä-rAy,  resp.  (A-tAy,  resp.  {A-trAy 

aller  ganzen  Zahlen  Ä  des  biquadratischen  Zahl- 
körpers K{\[mj  g). 

Um  die  Gestalt  der  Relativdiscriminante  D^^,  2)„,  resp.  D^ 
zu  finden,  können  wir  wieder  den  Fundamentalsatz  aus  der  Theo- 
rie des  Kummer'schen  Zahlkörpers  benutzen,  wie  wir  es  schon 
in  §  8  bei  der  Aufstellung  der  Relativdiscriminanten  des  GsJois'- 
schen,   resp.  Galois'schen  Abel'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
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K{i,&)  in  Bezug  auf  den  cnbischen  Grandzahlkörper  gethan  haben. 

Wir  müssen  zuvörderst  alle  existirenden  Typen  der  Prim- 
ideale  der  quadratischen  Zahlkörper  JC(t),  K{^fn),  Ki^—Sm)  uns 
naher  ins  Auge  fassen. 

Die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahlhauptideale  {p)  in  ei- 
nem quadratischen  Zahlkörper  K{yJM)  mit  der  Discriminante  d^ 
wobei  \JM  im  Falle  3f  >  0  die  positiv-reelle ,  im  Falle  jM"  <::  0 
die  positiv-imaginäre  Quadratwurzel  bedeutet,  ist  uns  aus  dem 
folgenden  Satze  bekannt,  in  welchem  das  Legendr e' sehe  Sym- 


bol l-J  angewandt  wird*). 


Jede  in  d  aufgehende  rationale  Primzahl  p  ist  in 
K{^M),  als  Hauptideal  aufgefasst,  gleich  dem  Qua- 
drate des  Primideals   (pj^M)  ersten  Grades;   es  wird: 

fd 


©-»• 


Jede  ungerade  in  d  nicht  aufgehende  rationale 
Prim^zahl  p,  als  Hauptideal  aufgefasst,  zerfällt  in 
K{\jM)  in  das  Product  zweier  verschiedener  zu 
einander  conj  ugirter  Primideale  ersten  Grades 

(p,  a  +  V^),   {p,a-\ßi)  wobei 

Jf  =  ö*  (mod  p) 

ist,  oder  stellt  selbst  ein  Primideal  zweiten  Gra- 
des vor,  je  nachdem  d  ein  quadratischer  Rest  oder 
Nichtrest  nach  p,    d.h. 

wird. 

Das  rationale  Primzahlhauptideal  (2)  ist  in  K{\[M) 
im  Falle 

Jf  =  2  (mod  4),    resp.  M  =  3  (mod  4) 

gleich  dem  Quadrate  des  Primideals  (2,  Sßl)^  resp. 
(2,1  +  ^J^  ersten  Grades;   es  wird  zugleich: 


!)-• 


Im  Falle 

M  ^  l  (mod  4) 

ist  (2)  in   KiyjM)  in  das  Prodact  zweier  von  einander 
1)  »Bericht«  p.  282. 
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verschiedener  zu  einander  conjugirter  Primideale 

(2, — g — 1  und  (2, — g — j  ersten  Grades  zerlegbar,  resp. 

selber  ein  Primideal  zweiten  Grades,   falls 

Jf  =  1  (mod  8),  resp.  Jlf  =  B  (mod  8) 
ausfällt.    Es  wird  zugleich: 

(2)  =  1.   resp.  (I)  =  -1. 

Wir  werden  in  der  Tabelle  XI,  resp.  XTT,  resp.  XTTT  die 
Zerlegung  der  rationalen  Primzahlhauptideale  in  K{t),  resp.  Är(^), 
resp.  ir(V— 3w),  die  Grade,  die  Zerlegungskörper,  Trägheitskörper 
und  Verzweigungskörper  der  Primideale  von  K{t),  resp.  K(^m)j 
resp.  K (V— 3m)  angeben,  indem  wir  die  Discriminante  und  die 
Primideale  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{t),  resp.  K{^)j  resp. 
/^(V— 3m)  mit  den  Buchstaben  d^  und  p^,  tpi^  resp.  d,  und  ^)„  rp,i 
resp.  ^3  und  p^,  tp^  bezeichnen  wollen.    Es  ist  stets 

d,  =  -3; 

die  übrigen  zwei  Discriminanten  d„  d^  besitzen,  falls 

m  =  1  (mod  4) 
ausfällt,  die  Werte: 

dj  =  m,   d^  =  —  3m 
und,  falls 

m  ^  1  (mod  4) 
ausfällt,  die  Werte: 

d,  =  4m,    d,  =  —12m. 

Wir  wissen   schon,    dass  diejenigen  rationalen  Primzahlen,    für 
welche 


d) 


resp. 


•1, 

resp. 


(t) 


(f)=» 


wird,  mit  den  rationalen  Primzahlen 

p  s  1  (mod  3), 

resp. 

p  =  — 1  (mod  3), 

resp.  mit  der  rationalen  Primzahl 

jp  =  8 
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äbereinstimmen.  Die  Primideale  p^j  tp^  sind  stets  Hanptprimideale, 
wir  haben  sie  im  ersten  Teile  vorliegender  Arbeit  mit  (pt\  (tn), 
resp.  (p),  resp.  I  bezeichnet.  Die  Primideale  p^,  rp^j  p^,  ip^  sind 
dagegen  nicht  immer  Hanptprimideale.  In  dem  quadratischen 
Zahlkorper  Kis/Sm)  wird  (3)  stets  zerlegbar  and  gleich  (3,  \J-Bmy. 
Ausserdem  ist  immer 

In  den  Tabellen  wird  stets 

m  =  a'*,   resp.  —3m  =  a"*  (mod  p) 
gesetzt,  falls 


^) = ».  -p-  © = ' 


ausfallt,  wobei  a',  a"  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten. 

Zur  Aufstellung  der  Relatiydiscriminante  des  biquadratischen 
Zahlkörpers  K{^fn,i)  in  Bezug  auf  den  gewählten  quadratischen 
Unterkörper  wenden  wir,  wie  gesagt,  den  Fundamentalsatz  aus 
der  Theorie  des  Kummer'schen  Zahlkörpers  an. 

Es  ist  zu  beachten,  dass  hier  die  Rolle  der  ganzen  Zahlen  { 
und  fi  die  ganzen  rationalen  Zahlen  2  und  m  oder  —3m,  resp.  —3 
oder  —3m,  resp.  —3  oder  m,  falls  wir  den  quadratischen  Zahlkör- 
per K{t),  resp.  K{\fm\  resp.  K  (V— 3m)  als  Grundzahlkörper  be- 
trachten, übernehmen. 

Die  ganzen  rationalen  Zahlen  m  oder  —3m,  resp.  —3  oder 
-3m,  resp.  —3  oder  m  wollen  wir  vorübergehend  mit  dem  Buch- 
staben M  bezeichnen. 

Wir  sprechen  den  Fundamentalsatz  zur  Aufstellung  der  Re- 
lativdiscriminante  Z)»^,  resp.  i)„,  resp.  D^  folgendermassen  aus: 

Geht  ein  Primideal  des  quadratischen  Zahlkör- 
pers ifft),  resp.  K{\lm\  resp.  K ( V— 3m),  welches  nicht  in 
dem  rationalen  Primzahlhauptideal  (2)  auftritt,  in 
dem  rationalen  Hauptideal  {M)  genau  zur  eten  Potenz 
auf,  80  enthält,  wenn  der  Exponent  e  zu  2  prim  ist, 
die  Relativdiscriminante  i)^^,  resp.  D^»  resp.  D^^  von 
jr(Vmy()  genau  die  erste  Potenz  dieses  Primideals  als 
Factor«  Ist  dagegen  der  Exponent  e  ein  Vielfaches 
von  2,  80  fällt  die  Relativdiscriminante  D^^j,  resp.  D»,) 
resp.  D^  von  Kfylm^l)  prim  zu  diesem  Primideal  aus. 

Was  nun  dasjenige  Primideal  des  gewählten  quadratischen 
Grandzahlkörpers  angeht,  durch  welches  (2)  teilbar  ist,  so  müssen 
wir  folgende  zwei  Fälle  unterscheiden ,  je  nacbden^  das  rationale 
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Hauptideal  (M)  genau  eine  Potenz  dieses  Primideals  enthält,  de- 
ren Exponent  zu  2  prim  ist,  oder  (M)  nicht  durch  dieses  Prim- 
ideal  teilbar  ist.  Enthält  aber  {M )  solch  eine  Potenz  des  in  Rede 
stehenden  Primideals,  deren  Exponent  ein  Vielfaches  von  2  ist,  so 
können  wir  stets  anstatt  M  eine  ganze  rationale  Zahl  M*  finden, 
so  dass  {M*)  zu  diesem  Primideal  prim  ausfällt  und  der  biqua- 
dratische Zahlkörper  K  (0w,  J;)  auch  durch  die  ganze  Zahl  ^M* 
auf  Grund  des  gewählten  quadratischen  Zahlkörpers  definirt  wird; 
d.  h.  dass  wir  diesen  Fall  stets  auf  den  zweiten  der  eben  angege- 
benen zwei  Fälle  zurückführen  können. 

Im  ersten  der  angeführten  zwei  Fälle  ist  die  Re- 
lativdiscriminante  D^j,  resp._Z)j^,,  resp.  D»,  von  iSC(V»t,0 
in  Bezug  auf  Ä({;),  resp.  /f(Vwi),  resp.  K (V— 3m)  genau 
durch  die  dritte  Potenz  des  betreffenden  Primideals 
teilbar. 

Im  zweiten  Falle  sei  u  der  höchste  Exponent, 
für  den  es  eine  Zahl  a  im  q  uadratischen  Grundzahl- 
körper giebt,   so  dass 

nach  der  uten  Potenz  dieses  in  Rede  stehenden 
Primideals  wird. 

Die  erwähnte  Relativdiscriminante  ist  dann  im 
Falle  u  ^2  zu  dem  betreffenden  Primideale  prim; 
sie  wird  dagegen  im  Falle  u  gleich  1  genau  durch 
die  zweite  Potenz  dieses  Primideals  teilbar  sein. 

Wir  legen  zunächst  den  quadratischen  Zahlkörper  K{Z)  zu 
Grunde. 

Die  ganze  rationale  Zahl  M  ist  hier  gleich  m,   resp.  —3m. 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{t)  ist  das  rationale  Prim- 
zahlhauptideal  (2)  unzerlegbar  und  gehört  zu  den  rationalen  Haupt- 
primidealen p  der  Gruppe  11  von  K{t)  an. 

Die  Relativdiscriminante  D^j  von  K{^,  t)  in  Bezug  auf  K{i) 
wird  stets  die  in  (m)  aufgehenden  Hauptprimideale  p^,  tpi  der 
Gruppe  I(c)  und  die  in  (m)  aufgehenden,  zugleich  von  (2)  ver- 
schiedenen, falls  m  durch  2  teilbar  ist,  rationalen  Hauptprimideale 
p^  der  Gruppe  11  (c)  von  K{t)  genau  in  der  ersten  Potenz  enthal- 
ten, weil  dieselben  in  dem  rationalen  Hauptideal  (m),  resp.  (—3m) 
genau  in  der  ersten  Potenz  aufgehen.  Wollen  wir  nun  M  gleich 
—3m  wählen,  so  sehen  wir  sofort  ein,  dass  D^j  prim  zu  dem  in  (3) 
aufgehenden  Hauptprimideal  p^  der  Gruppe  III  von  K(t)  ausM- 
len  soU;  weil  (3)  in  K{i)  gleich  dem  Quadrate  dieses  Hauptprim- 


-3m  5  1  (mod  4), 
m  =  2  (mod  4), 

-3m  =  2  (mod  4), 

m  =  2m',  —3m  =  —6m' 

m  =  3  (mod  4), 
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Ideals  ist,  also  das  rationale  Haaptideal  (—3m)  genau  das  Quadrat 
dieses  Hanptprimideals  enthält. 

Was  nun  das  rationale  Haaptprimideal  (2)  der  Gruppe  U  von 
K{t)  angeht,  so  müssen  wir  drei  Fälle  unterscheiden,  je  nachdem 

m  =  1  (mod  4), 
also  auch 

oder 

also  auch 

d.h. 

sind,  oder 

also  auch 

-3m  =  3  (mod  4) 
ausfallen. 

Ln  ersten  Falle  wird  D^,^  nur  das  rationale  Hauptideal  (m) 
als  Factor  enthalten  und  prim  zu  dem  rationalen  Hauptprimideal 
(2)  von  K{<0  ausfallen,  weil 

M  =  m  =  1  mindestens  nach  (2)*, 

resp. 

M  =  —3m  =  1  mindestens  nach  (2)^ 

ist,  und  daher  der  höchste  Exponent   u  für  das  rationale  Haupt- 
primideal (2)  von  K{i)  mindestens  gleich  2  ausfallt. 
Es  wird  also 

Im  zweiten  Falle  enthält  D^^  ausser  dem  rationalen  Haupt- 
ideal (m')  noch  den  Factor  (2)',  weil  das  rationale  Hauptideal 

(Af)  =  (m)  =  (2m'),    resp.  (M)  =  (-3m)  =  (-6m') 

genau  durch  die  erste  Potenz  des    rationalen  Hauptprimideals  (2) 

von  K{J^  teilbar  ist. 

Es  wird  also 

2)„  =  (2»m')  =  (4m). 

Im  dritten  Falle  enthält  D^^  ausser  dem  rationalen  Haupt- 
ideal (m)  noch  den  Factor  (2)^,  weil 

m  B  3  (mod  4), 
also 

Af  =  m  s  1  genau  nach  (2), 

11 
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resp. 

M  =  — 3w  =  1  genau  nach  (2) 

ausfällt.    Es  ist  also  der  höchste  Exponent  u   für   das   rationale 

Hauptprimideal  (2)  von  K{i)  gleich  1. 

Es  wird 

Ai  =  (4m). 

Zusammenfassend  können  wir  sagen: 

Die  Relativdiscriminante  D^^   von    K{^m,0   in  Be- 
zug auf  K{t)  besitzt  den  Wert 

Ai  =  W»  resp.  Ai  =  (4»»)» 
falls 

w  =  1  (mod  4),   resp.  m^l  (mod  4) 
ausfällt.  _ 

Nun  wollen  wir  den  quadratischen  Zahlkörper  K[\Jm)  als 
(xrundzahlkörper  betrachten. 

Die  ganze  rationale  Zahl  M  ist  hier  gleich  —3,   resp.  — 3m.^ 

Die  Relativdiscriminante  A,  von  K(\Jmj  £)  in  Bezug  auf  K  (V^m) 
wird  stets  die  in  (3)  aufgehenden  Primideale  p„  rp,  der  Gruppe 
III  (a)  oder  das  rationale  Hauptprimideal  p,  der  Gruppe  III  (b) 
von  Ki^ni)  genau  in  der  ersten  Potenz  enthalten,  weil  ja  die  er- 
wähnten Primideale  von  K{\jm)  in  dem  rationalen  Hauptideal 
(—3),  resp.  (--3w)  genau  in  der  ersten  Potenz  aufgehen.  Wollen 
wir  M  gleich  — 3w  wählen,  so  sehen  wir  sofort  ein,  dass  D^,  prim 
zu  den  in  (m)  aufgehenden  Primidealen  p^  der  Gruppe  I  (c)  und 
zu  den  in  (m),  zugleich  nicht  in  (2),  falls  m  durch  2  teilbar  ist, 
aufgehenden  Primidealen  ^},  der  Gruppe  11  (c)  von  K{\lni)  ausfal- 
len soll,  weil  diese  Primideale  in  (m),  also  auch  in  (—3m)  genau 
in  der  zweiten  Potenz  enthalten  sind. 

Was  nun  die  in  K{\lm)  liegenden  Primidealfactoren  von  (2) 
angeht,  so  müssen  wir  wieder  die  folgenden  drei  Fälle,   in  denen 

nt  =  1  (mod  4), 

oder 

m  5  2  (mod  4), 

oder 

m  =  3  (mod  4) 

ausfällt,  der  Reihe  nach  untersuchen. 

Im  ersten  Falle  _wird  D^  prim  zu  den  in  (2)  aufgehenden 
Primidealen  von  K{^m)  ausfallen,  weil  ja 

M  =  -r3  =  1  genau  nach  (2)*, 
resp. 

M  =  —3m  =  1  mindestens  nach  (2)', 
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also   auch   nach    dem    Quadrate    des    Prodnctes    der    Primideale 

(2,!:^),    (2,^=^)   der   Gruppe  n(a)  von  K(\ßi),    falls   die 

ganze  rationale  Zahl  m  der  Congrnenz 

m  =  1  (mod  8) 

genügt,  oder  auch  nach  dem  Quadrate  des  rationalen  Hauptprim- 
ideals (2)  der  Grruppe  II  (b)  von  K(sfni)j  falls  die  ganze  rationale 
Zahl  m  die  Congruenz 

m  =  6  (mod  8) 

befriedigt,   ausfallt.     In  diesem  Falle  wird  der  höchste  Exponent 

tt  für  ein  jedes  der  Primideale  (2,      ^     1,  (2,  — ^  1   der  Gruppe 

n(a)   und  für  das  rationale  Hauptprimideal  (2)  der  Gruppe   11  (b) 
Yon  K(sfin)  gleich  2,  resp.  mindestens  gleich  2  sein. 
£8  wird  also 

Dh  =  (3). 

Im  zweiten  Falle  bleibt  D^  prim  zu  dem  in  (2)  ansehenden 
Primideal  (2,  \jm)  der  Gruppe  n(c)  von  K(\lm)y  weil  ja 

üf  =  — 3  =  1  genau  nach  (2)^ 

also  auch  nach  (2,  \Jmy  wird ,  und  daher  der  höchste  Exponent  u 
für  das  Primideal  (2,  V^*)  gleich  4  ausfallt.  Wollen  wir  aber  M 
gleich  —3m  wählen,  so  müssen  wir  die  ganze  rationale  Zahl  M* 
gleich  —3  annehmen,  da  nun  (— 3w)  genau  durch  die  zweite  Po- 
tenz von  (2,  V^)  teilbar  ist. 

Es  wird  also 

D„  =  (3). 

Im  dritten  Falle  bleibt  2)„   prim  zu  dem  in  (2)  aufgehenden 
Primideal  (2,  l+\/m)  der  Gruppe  n(c)  von  K{>^\  weil 

Jlf  =  — 3  =  1  genau  nach  (2)', 
resp. 

M  a=  —3m  =  1  genau  nach  (2), 

also   auch  nach   (2, 1+^)^,   resp.  nach   (2,  l+^/m)'   ausfällt ,   und 

daher  der  höchste  Exponent  u  für  das  Primideal  (2,1+V^)  gleich 

4,  resp.  2  sein  muss. 

Es  wird  also: 

2)h  =  (3). 
Zusammenfassend : 

Die  Helativdiscriminante   D^  von  £'(V^yC)   in  Be- 
zug auf  K(}lfn)  ist  stets  gleich  (3). 

11* 
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^jm  wollen  wir  den  biqaadratischen  Zahlkorper  K  ^m,  0  auf 
Grand  des  quadratischen  Zahlkörpers  K(^Sm)  aufbauen. 

Die  ganze  rationale  Zahl  M  ist  hier  gleieh  —3,  resp.  m. 

Es  ist  klar,  dass  die  Eelativdiscriminante  D^^  von  E(^ji) 
in  Bezug  auf  K(^^^)  prim  zu  dem  in  (3)  aufgehenden  Primideal 
^3  der  Grruppe  in,  resp.  zu  den  in  (m)  aufgehenden  Primidealen 
)7,  der  Gruppe  I(c)  und  zu  den  in  (ni),  zugleich  nicht  in  (2),  falls 
m  durch  2  teilbar  ist,  aufgehenden  Primidealen  p,  der  Gruppe  11  (c) 
yon  £(V~3m)  ausfallen  soll,  weil  ja  das  rationale  Hauptideal  (—3), 
resp.  (fn)  dieses  Primideal,  resp.  diese  Primideale  genau  in  der 
zweiten  Potenz  enthält. 

Was  nun  die  in  K  ( V— 3iw)  liegenden  Primidealfactoren  von 
(2)  betrifft,  so  müssen  wir  die  folgenden  drei  Fälle  unterscheideUi 
in  denen 

m  =  1  (mod  4), 
m  5  2  (mod  4), 
m  =  3  (mod  4) 
ausfallt. 

Im  ersten  Falle  muss  D^  prim  zu  den  in  (2)  aufgehenden 
Primidealen  von  JSr(V— 3m)  ausfallen,  weil 

Jf  =  — 3  =  1  genau  nach  (2)', 
resp. 

Jlf  =  m  =  1  mindestens  nach  (2)', 

also  auch  nach  dem  Quadrate  des  rationalen  Hauptprimideals   (2) 
der  Gruppe  II (a)  von  K^-3in),  falls  m  der  Congruenz 

m  =  1  (mod  8) 

genügt,    oder  auch  nach  dem  Quadrate  des  Productes   der  Prim* 

ideale  (2, 1+N^|  (2,  M^)  der  Grappe  n(b)  von  if  (V^S^ii), 

falls  m  die  Congruenz 

f»  =  6  (mod  8) 

befriedigt,  ausfällt.    In  diesen  Fällen  wird  der  höchste  Exponent 
u   für   das    rationale   Hauptprimideal  (2)  der   Gruppe   II  (a)    von 

Z(V^=3;i^)undfüreinjedesderPrimideale(2,tHp^),  (2,—^^=?^) 

der  Gruppe  n(b)  von  K{^—dm)  gleich  2,   resp.  mindestens  gleich 
2  sein. 

Es  wird  also 

Du  =  (!)• 

Im  zweiten  Falle  bleibt  D^,  zu  dem  in  (2)  aufgehenden  Prim- 
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ideal  (2,  V— 3»»)  der  Gruppe  11  (c)  von  K  (\/— 3fw)  prim,  weil 

üf  =  — 3  =  1  genau  nach  (2)*, 

also  auch  nach  (2,  V— 3mj  wird,  und  daher  der  höchste  Exponent 
1«  für  das  Primideal  ^2,  V^— 3m;  gleich  4  sein  muss.  Wollen  wir 
aber  M  gleich  m  wählen,  so  müssen  wir  die  ganze  rationale  Zahl 
M*  gleich  —  3  setzen,  weil  (iw)  genau  durch  die  zweite  Potenz  von 
(2,  Sj^-äih)  teübar  ist. 
Es  wird  also 

D„  =  (l). 

Im  dritten  Falle  bleibt  D^,  prim  zu  dem  in   (2)  aufgehenden 

Primideal  (2,  l  +  V/-3m)  der  Gruppe  II  (c)  von  Ä'(V— 3w),  weil 

Jf  =  — 3  =  1  genau  nach  (2)', 

resp. 

M  'BB  m  s  1  genau  nach  (2), 

also  auch  nach  (2, 1  + V— 3/n)*,  resp.  nach  (2,  l  +  \/— 3m)*  ausfällt, 
ond  infolge  dessen  der  höchste  Exponent  u  für  das  Primideal 
(2, 1  +  ^^3m)  gleich  4,  resp,  2  zu  setzen  ist. 

Es  wird  also 

2)„  =  (1). 

Wir  können  folgendermassen  zusammenfassen: 

Die  Relativdiscriminante  D^,  von  ÜTV^,  £)  in  Be- 
zog auf  iK'(^— 3m)  ist  stets  gleich  dem  rationalen 
Hauptideal  (1). 

Den  absoluten  Wert  der  Discriminante  D  des  biquadratischen 
Zahlkörpers  K{\fm^  C)  finden  wir,   indem  wir  die  Formel 

D  =  d'n(A) 
zur  Anwendung  bringen. 

In  diesem  Falle  ist  der  Relativgrad  r  gleich  2 ;  die  Norm  der 
Relativdiscriminante  Dj^,  resp.  2)„,  resp.  D^  von  K{\[m,^  in  Be- 
zug auf  Z;(C),  resp.  K{\[m\  resp.  X(V— 3m)  ist  in  dem  quadrati- 
schen Zahlkörper  JC(£),  resp.  K{\fm\  resp.  JS:(V— 3m)  zu  nehmen. 
Wir  bezeichnen  diese  Norm  mit  n^{P^),  resp.  ^,(0»,),  resp.  w,(Z)^,). 
Die  Discriminante  d  des  quadratischen  Grundzahlkörpers  -K'(£), 
resp.  K{Sjm),  resp.  K{Sj—dm)  besitzt  den  Wert 

d  =s  d^  =  — 3, 

resp. 

d  =  d,  ^  fw, 

falls  die  ganze  rationale  Zahl 

m  =  1  (mod  4) 
ist  imd 
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d  =:  d^  =  4w, 

falls  die  ganze  rationale  Zahl 

m  ^  1  (mod  4) 
wird,  resp, 

d  =:  d^  =  — 3w, 

m  =  1  (mod  4) 


falls 


d  =  d^  =  -12w, 


»19 


aasfällt,  und 

falls 

m  $  1  (mod  4) 
ist. 

Diese  hier  von  nns  eingeführten  Relativdiscriminanten  D^ 
Ai»  As  si^d  stets  rationale  Hanptideale.  Daher  wird  n,(Z>^j), 
resp.  n,(A,),  resp.  w,(2)„)  gleich  dem  Quadrate  von  D„,  resp.  Z)„„ 
resp.  Djj  sein. 

Das  Vorzeichen  der  Discriminante  D  von  JC(v/w,  £)  können 
wir  mit  Hilfe  der  von  uns  in  §  4  und  §  8  angewandten  Ueberle- 
gung  bestimmen.  Zu  dem  Zweck  müssen  wir  in  Jf  (\/w,  £)  die  von 
0  verschiedenen  Discriminanten  D  (Ä)  aller  entsprechenden  ganzen 
Zahlen  Ä  von  K{^,^  bilden.  Diese  Discriminanten  D(Ä)  müs- 
sen die  folgende  Grestalt: 


D{Ä)  =  (Ä-^tAy  (A-^Ay  (A^trAY  {tA^Ay  (tA-^trAy  (rA--trAy 

besitzen. 

Es  ist  klar,  dass  die  Quadratwurzeln  ±  \/D{A)  aus  den  er- 
wähnten von  0  verschiedenen,  in  K{\jmy  C)  gebildeten  Discriminan- 
ten D  {A)  aller  entsprechenden  ganzen  Zahlen  A  von  K(^,  {)  den 
ganzen  rationalen  Zahlen  gleich  ausfallen,  weil  diese  Discriminan- 
ten D{A)  ganze  rationale  Zahlen  sein  müssen  und  die  bestimmt 
ausgewählten,  z.  B.  die  positiven  Quadratwurzeln  SJD{A)  bei  der 
Anwendung  der  Substitutionen  t^  r,  tr  ungeändert  bleiben,  was 
aus  dem  für  D  {A)  angegebenen  Ausdrucke  leicht  zu  schliessen  ist. 
Daraus  folgt  aber,  dass  diese  Discriminanten  D{A)  gleich  den 
Quadraten  der  entsprechenden  ganzen  rationalen  Zahlen  ausfallen, 
also  selbst  positive  ganze  rationale  Zahlen  sind. 

Die  Discriminante  D  des  biquadratischen  Zahl- 
körpers JiL(^fn,C)  ist  stets  eine  positive  ganze  ratio- 
nale Zahl. 

Indem  wir  die  Discriminante  D  von  K{\fm,  £)  berechnen ,    fin- 
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den  wir,  dass  dieselbe  nur  die  geraden  Potenzen  der  ganzen  ra- 
tionalen Zahlen  3,  m  and  der  rationalen  Primzahl  2,  welche  im 
FaUe 

m  ^  1  (mod  4t) 

in  D  explicite  vorkommt,  enthält. 

£s  ist  evident,  dass  in  dem  Galois'schen  Abelschen  Zahlkör- 
per K{sjm^  f)  die  Quadratwurzeln  ±  \lD  liegen. 

Fällt  nun  m  von  —1  verschieden  aus,  so  können  wir  zur  Be- 
stimmung des  Vorzeichens  von  D  auch  die  Ueberlegung  benutzen, 
dass  die  Quadratwurzeln  ±  \J—i  in  K{yjm,^  nicht  enthalten  sind; 
daher  soll  die  Discriminante  D  mit  dem  positiven  Vorzeichen  ver- 
sehen werden. 

Wird  aber  m  gleich  —1  sein,  so  müssen  wir  zur  Bestimmung 
des  Vorzeichens  von  D  die  oben  angeführte  Ueberlegung  anwenden. 

Aus  der  Formel 

können  wir  die  Discriminante  D  von  K{^,^  auf  dreierlei  Wei- 
sen berechnen,  indem  wir  der  Reihe  nach  die  quadratischen  Zahl- 
körper liC(Ö,  K(sjm)^  K{\l—^m)  zu  Grunde  legen.  Wir  stellen  die 
Werte  von  D.j,  D^,,  D^^  Wi(Ai)>  ^«(^m)»  ♦*»(A»)  luid  D  in  der 
Tabelle  XIV  zusammen. 

Wir  finden,  dass  im  Falle 

m  =  1  (mod  4) 

die  Discriminante  D  von  K{\lm,  l)  den  Wert 

D  =  3»m« 
besitzt;  im  Falle 

m  ^  1  (mod  4) 

wird  aber 

ausfallen. 

Wir  haben  hier  drei  Relativdiscriminanten  D„,  2)„,  D^,  ein- 
geführt. 

Wir  wollen  ausdrücklich  betonen,  .dass  die  Rela- 
tivdiscriminanten Dj^i,  2)„  stets  von  dem  rationalen 
Hauptideal  (1)  verschieden,  wohl  aber  die  Relativ- 
discriminante  2)„  stets  gleich  dem  rationalen  Haupt- 
ideal (1)  aasfallen. 


■ 

\ 

i 


168 

Beispiele, 
m  ^  0  (mod  3). 

m  sl  (mod  4)  D  =  3*m* 

1)  m  =  13  D  =  3M3» 

2)  «I  =  -19  D  =  3M9« 

3)  m  =  -11  2>  =r  3M1» 

4)  m  =  -23  D  =  3».23« 

5)  f»  =  -35  D  =  3«.35» 

6)  m  =  -59  2)  =  3».59» 

7)  m  =  -31  2)  =  3».31» 

8)  m  ==  -43  D  =  3*.43» 

9)  m  =  -67  D  =  3«.67» 

10)  m  =  -163  D  =  8M63» 

11)  m  =  -19  D  =  3».19» 

12)  m  =  -239  D  —  3«.239» 
m  5  2  (mod  4)  D  =  2*.3>«n* 

13)  m  =  58  D  =  2«.3».58« 

14)  IM  =  2  D  =  2«.3». 
16)  m  =  -26  D  =  2*.3«.26» 

16)  m  =  -38  2>  =  2*.3».38« 

17)  »i  =  -22  D  =  2*.3*.22» 
m  s  3  (mod  4)  D  =  2*.3"m» 

18)  I»  =  -29  D  =  2*.3».29* 

19)  f«  =  79  D  =  2*.3*.79» 

20)  w  =  -109  jD  =  2*.3M09» 

m  =  0  (mod  3),  m  =  3mj. 

-m,=  l(mod4)  D  =  3*»m; 

1)  -m,=-ll  D  =  3M1» 

2)  -m,  =  5  D  =  8».5« 

3)  -m,  =«17  D  =  3M7« 

4)  -m,  =  73  D  =  8*.73* 
6)  -m,  =  41  D  =  3».41» 

-m,=  2(mod4)  D  =  2*.3»»»J 

6)  _»i,  =  -2  D  =  2«  3« 

7)  -M,  =  2  D  =  2«.3» 

8)  -f»,  =  14  D  =  2*.3».14* 

9)  -m,  =  82  D  =  2*.3».82» 

10)  -m,  =  -262  D  =  2*.3«.262» 
-tn,s8(mod4)  D  =  2*.3»mJ 

11)  -m,  =  7  D  =  2*.3».7« 

12)  -m,  =  -29  2)  =  2«.3».29». 
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§11. 
Zerlegung  der  rationalen  Primzahlhauptideale  in  dem  hiqaa- 
dratischen  Zahlkörper  K{\lm^t).    Darstellung  der  in  K[\lmyt\ 
resp.  JBr(V— f»i,t)  ganzen  Zahl  ^  =  ^,    resp.  fi^  —  S\   im 
Falle  des  Qalois'sehen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K[^m^t^S), 

resp.  -K'(V— i»i,J:,tJ^,)- 

Wir  haben  in  §  10  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahl- 
hanptideale  in  den  quadratischen  Zahlkorpem  Jr(£),  K{m\  K{sJ—^m) 
bereits  angegeben.  Um  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahl- 
hanptideale  in  dem  biquadratischen  Zahlkorper  K{^mjJ^  abzulei- 
ten, können  wir  hier  denjenigen  Satz  aus  der  Theorie  des  Eum- 
mer'schen  Zahlkorpers  anwenden,  welcher  die  Relationen  zwischen 

dem  Symbol  JM,  worin  to  ein  beliebiges  Primideal  des  Kreiskör- 
pers der  Zten  Einheitswurzel  bedeutet,  und  den  Primidealen  des 
Kummer'schen  Zahlkörpers  aufstellt,  weil  der  biquadratische  Zahl- 
korper K(^m,0  als  ein  in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkör- 
per K{Oj  resp.  K(\Jm)f  resp.  KQj—Sm)  relativ-Galois'scher-Aber- 
scher-cyklischer-quadratischer  Zahlkörper,  also  als  ein  Kummer'- 
scher  Zahlkörper  vom  Relativgrade  zwei  in  Bezug  auf  den  er- 
wähnten quadratischen  Grundzahlkörper  aufgefasst  werden  kann. 

Wir  werden  das  entsprechende  Symbol  einführen  und,  dem 
bekannten  Satze  nach,  die  Relationen  zwischen  der  in  §  10  abge- 
leiteten Relativdiscriminante  Dj^,  resp.  D^^,  resp.  !)„  von  K  ( ^m,  £) 
in  Bezug  auf  Ä'(g),  resp.  K{sjm\  resp.  K{\JSm)  und  dem  fiir  die 
Primideale  des  quadratischen  Grundzahlkörpers  i5r(£),  resp.  K{^m)^ 
resp.  ir(\/— 3m)  eingeführten  Symbol  aufstellen  müssen,  wobei  zu 
beachten  ist,  dass  die  ganze  algebraische  Zahl  ft  den  Werth  M 
besitzen  muss  und  anstatt  der  ungeraden  rationalen  Primzahl  l 
die  rationale  Primzahl  2  genommen  werden  soll. 

Wir  wollen  diese  Ueberlegung  nur  für  den  Fall  des  quadra- 
tischen Grundzahlkörpers  ür(£)  durchführen,  wobei  wir  vorüberge- 
hend jedes  nicht  in  (2)  aufgehende  Hauptprimideal,  resp.  das  ra- 
tionale Hauptprimideal  (2)  von  K{f^  mit  dem  Buchstaben  q,  resp. 
I,  seine  in  Z(f)  gebildete  Norm  mit  n(q),  resp.  «(l)  bezeichnen 
und  m  prim  zu  3  annehmen. 

Wir  stellen  zunächst  die  Definition  des  Symbols  für  die  von 
I  verschiedenen  Hauptprimideale  q  des  quadratischen  Zahlkörpers 
£(0  auf. 
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Unter  dem  Symbol  (( — n  Terstehen  wir  die  folgen- 
den ganzen  rationalen  Zahlen:  0,  —1,  1,  je  nachdem 

M    ^      =  0,  -1,  1  (mod  q) 

aasfällt. 

Dieses  Symbol  darf  dann  und  nnr  dann  den  Wert 
0  besitzen,  wenn  die  Relativdiscriminante  D^^^  des 
biquadratischen  Zahlkörpers  K(^m,i)  in  Bezug  auf 
K(i^)  durch  q,  also  das  rationale  Hauptideal  (M)  durch 
q  genau  in  der  ersten  Potenz  teilbar  ist. 

In  dem  Falle  aber,   dass  (M)  prim  zu   q  ausfällt, 

wird  das  Symbol    n — ))   stets  einen  der  zwei  Werte 

— 1,  1    besitzen. 

Um  diese  letzte  Thatsache  zu  verificiren,  erinnern  wir  uns 
hier  daran,  dass  für  alle  Hauptprimideale  q  von  -K^(£);  welche  als 
Factoren  in  dem  rationalen  Primzahlhauptideal  (jp)  aufgehen,  wo- 
bei die  Grleichungen 

bestehen,  stets 

n(q)  =  p 

und  für  diejenigen  rationalen  Hauptprimideale  q  von   jK'(£)i   f^ 
welche  das  Legendre^sche  Symbol 


(t) 


ausfallt,  stets 

fi(q)  =  p* 

wird. 

Da  nun  für  die  betreflFenden  Hauptprimideale  q  von  K(0 
die  rationale  Primzahl  2>  von  2  verschieden  ausfällt,  so  wird  die 
ganze  rationale  Zahl 

n  (q)  =  1  (mod  2) 

sein. 

Es  ist  aber  stets,  infolge  des  in  der  Idealtheorie  verallgemei- 
nerten Fermat'schen  Satzes,  eine  jede  ganze  Zahl  des  quadrati- 
schen Zahlkörpers  Jf  (Ö?  welche  ^  0  nach  dem  Hauptprimideal  q 
ausfällt,  stets  congruent  1  nach  q.    Also  wird  auch 
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sein,  falls  q  nicht  als  Factor  in  dem  rationalen  Hanptideal  (M) 
aufgeht.     Da  nun  die  ganze  rationale  Zahl  n(q)--l  stets  durch  2 

teilbar  ist,   so   wird  die  rationale  Zahl  -^ —  stets  eine  ganze 

rationale  Zahl  sein.    Die  linke  Seite  der  Congraenz 

j^«(q)-i_l  ^  0  (mod  q) 

gestattet  dann  folgende  Zerlegung  nach  dem  Hauptprimideal  q: 

(M   a     +1)(-M    *    -1)  =  0  (mod  q). 

Es  bieten  sich  hier  folgende  zwei  Möglichkeiten  dar:  es  muss 
entweder 

«t(q)~l 

M   ^     =  -1  (mod  q), 
oder 

M   ^     =1  (mod  q) 
sein.    Diesen  zwei  Möglichkeiten  entsprechend  erhalten   wir   fol- 
gende zwei  Werte  für  das  Symbol  [f — jj: 

((f )) = -.  o = - 

Es  ist  aber  bekannt,  dass  wenn 

Jf   2     s  1  (mod  q) 

ausfallt,  so  lässt  sich  in  dem  quadratischen  Grundzahlkörper  K{0 
eine  ganze  Zahl  a  finden,  so  dass 

Jlf  =  a*  (mod  q) 

wird.  Es  gilt  auch  der  umgekehrte  Satz.  In  diesem  Falle  sagt 
man,  dass  Jfein  quadratischer  Best  nach  dem  Haupt- 
primideal q  ist. 

Nun  wollen  wir  das  entsprechende  Symbol  für  das  rationale 


Hauptprimideal   I   definiren,    wobei  wir  unter  dem  Symbol   ll-j- 
wieder  die  drei  ganzen  Zahlen  0,  —1,  1  verstehen. 


Das  Symbol  [('•r))  soll   dann  und  nur   dann   den 

Wert  0  besitzen,  wenn  die  Relativdiscriminante 
Ai  des  biquadratischen  Z  ahlkörpers  J!C(\/m,S)  in  Be- 
zug anf  den  quadratischen  Zahlkörper  KQ^)  durch  I 
teilbar  ist. 

Wir  wissen  aber,  dass  es  nur  dann  sein  kann,  wenn  die  ganze 
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rationale  Zahl 

w  =  2  (mod  4),   resp.  w  =  3  (mod  4), 
d.h, 

m  =  0  genau  nach  2,   resp.  m  =  1  genau  nach  2 
ausfallt. 

Im  Falle 

m  =  0  genau  nach  2 

wird  das  rationale  Hauptideal 

(M)  =  (m)  oder  (M)  ==  (-3m) 

genau  durch  I  teilbar. 

Im  Falle 

m  =  1  genau  nach  2 

wird  die  ganze  rationale  Zahl 

Jlf  =  fM  oder  M  =  — 3w 

stets  congruent  der  ganzen  rationalen  Zahl 

«»  =  1 

genau  nach  2,  d.  h.  nach  I  ausfallen.  Wir  können  in  diesem  Falle 
in  K{i)  keine  solche  Zahl  a,  resp.  a'  finden,  dass 

M  =  m  =  a^  mindestens  nach  I*, 
resp. 

M  =  —3m  =  a'*  mindestens  nach  V 

wird.  Diese  Zahl  a,  resp.  a'  muss  natürlich  eine  ganze  und  zwar 
eine  ganze  rationale  Zahl  sein,  weil  die  Zahlen  m,  —3m,  4  eben- 
falls ganze  rationale  Zahlen  sind ;  ausserdem  muss  a  eine  ungerade 
ganze  rationale  Zahl  sein,  weil  m  prim  zu  2  angenommen  ist. 
Nun  ist  aber  das  Quadrat  einer  ungeraden  ganzen  rationalen  Zahl 
stets  congruent  1  nach  4.    Wir  können  hier 

a  =  a'  =  1 

setzen.  In  der  Theorie  des  Kummer'schen  Zahlkörpers  haben  wir 
die  Congruenz 

/[*  =  «'  (mod  l") 

gehabt,  wobei  u  den  höchsten  Exponenten  zugleich  bedeutete.     In 

unserem  Falle  wird  diese  Congruenz  folgendermassen  lauten:   es 

wird 

üf  =  a'  =  1  genau  nach  ( 

ausfallen,  wobei  der  höchste  Exponent  u  den  Wert  1  besitzt. 

In  diesen  beiden  erwähnten  Fällen  wird,  wie  gesagt,  das  Sym- 


bol l(-r]]  den  Wert  0  besitzen. 
Im  Falle 
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m  =  1  (mod  4) 
wird  die  ganze  rationale  Zahl 

M  =  m^l  (mod  P), 
resp.  

M  =  -3m  =  (V-3)«  (mod  I») 

sein,  wobei  V~~3  eine  in  K{i)  ganze  Zahl  ist.    Wir  können  stets 
eine  ganze  rationale  Zahl  a  ans  der  Reihe  0,  1  bestimmen,  dass 

2f  =  a"  +  4a  (mod  I»), 

also  nach  dem  rationalen  Haaptideal  (2)'  wird. 

Es  soll  dann  das  Symbol  i[-r]]  durch  die  Gleichung 


definirt  werden. 

Nebenbei  bemerkt  stimmt  das  hier  von  uns  eingeführte  Sym- 
bol (( — ji  für  diejenigen  Hauptprimideale  q  des  quadratischen  Zahl- 
korpers  K{i,),  welche  als  Factoren  in  den  rationalen  Primzahl- 
hauptidealen  (p)  aufgehen,  wobei 

p  =  1  (mod  3),  resp.  p  =  3 
ist,  für  welche  also  das  Legendre'sche  Symbol 

(ä)  .  1,  ,e.p.  (I)  =  0 

wird,   direct  mit  dem  Legendre^schen  Symbol  1— J  überein,   weil 

ja  far  diese  Hauptprimideale 

n{q)  =  p 
ausfallt. 

Für  dieses  hier  eingeführte  Symbol  gelten  natürlich  gewisse 

Bechnungsregeln,  welche  denjenigen  Rechnungsregeln  entsprechen, 

die  wir  in  §  5  für  das  Sjnnbol  |~l  angegeben  haben,   wir  wollen 
aber  uns  dabei  nicht  aufhalten. 

Zwischen  den  Werten  des  Symbols  ((— ))  und  der  Zerlegung 

des  beliebigen  Hauptprimideals  tu  des  quadratischen  Grundzahl- 
korpers  K(t),  wobei  ko  gleich  q  oder  I  sein  kann,  in  dem  biqua- 
dratischen  Zahlkörper  K  (^,  C)  besteht  folgender  Zusammenhang : 
Ein  beliebiges  Hauptprimideal  to  de£  quadrati- 
schen Grnndzahlkorpers  K{0  ist  in  K{\jmfO  entwe- 
der gleich  dem  Producte  zweier  von  einander  ver- 
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schiedener  relativ  conjugirter  Frimideale,  oder 
selbst  ein  Primideal,  oder  gleich  der  zweitenPo- 
tenz  eines  Primideals,  je  nachdem 

((^j)  =  1,  oder  -1,  oder  0 

ausfällt. 

Dieser  Satz  gilt  für  ein  beliebiges  Hauptprimideal  ID  von  JC(Ö. 
Wir  müssen  also  neun  Fälle  unterscheiden,  weil  wir  die  Haupt- 
primideale des  quadratischen  Grundzahlkörpers  K{t)  in  drei  Haupt- 
arten eingeteilt  haben. 

Wir  wollen  die  in  Bede  stehenden  Fälle  für  den  quadrati- 
schen Zahlkörper  K(Q  in  der  folgenden  Tabelle  zusammenstellen, 
worin  wir  mit  lD_die  Hauptprimideale  von  -K(g),  mit  p  die  Prim- 
ideale von  Ki^niji)  bezeichnen  werden;  wir  müssen  ausserdem 
noch  berücksichtigen,  dass  die  Relativgruppe  von  K(\Jm^  t)  in  Be- 
zug auf  K{1)  die  Gruppe  1,  r  ist. 


Der  quadratische 
Zahlkörper  K{1) 

Der  biquadratische  Zahlkörper  K{^,C) 

p  =  \  (mod  3) 

I(a) 
I(b) 

I(c) 
n(a) 

n(b) 
n(b)* 

n(c) 

m(a) 

ni(b) 

ni(c) 

_. 

O = ^ 

to  =  j}.rj} 

(d ))  -  - 

m  =  <) 

to  =  |)« 

TT 
p  s  -1  (mod  3) 

to  =  p.rp 

o = - 

»  =  |) 

o- 

to  —  p* 

TTT 

p-a 

(©)=> 

tD        p.rp 

{Q  =  - 

tP  =  p 

a  - « 

»  =  |)« 

J 
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Indem  wir  diese  Tabelle  ans  näher  betrachten,  können  wir 
sagen,  dass  die  Primideale  p  der  Gruppen  I(c),  II(c),  III(c)ambige 
Primideale  in  K{\Jm^  g)  sind,  wie  sie  bei  der  Anwendung  der  Re- 
lativ-Substitationen  l,r  ungeändert  bleiben  und  selbst  nicht  in 
£*(£)  enthalten  sind. 

Die  angeführten  Primideale  von  Kiyfm^Z)  sollen  nun  folgende 
Gestalten  besitzen. 

Die  Primideale  p  der  Gruppe  I(a),  resp.  n(a),  resp.  Ill(a)  von 
£(V^,  (),  wobei  in  diesem  Falle 


((f )  = 


mid 

M  ^  a^  (mod  to) 

sind,  worin  a  eine  ganze  Zahl  im  quadratischen  Grundzahlkörper 
£'(Q  bedeutet,  das  Hauptprimideal  to  von  K{i)  aber  nicht  gleich 
(2)  ausfallt,  besitzen  die  folgende  Form : 

Daraus  können  wir  sofort  den  Ausdruck  für  das  zu  p  relativ 
conjugirten  Primideal  rp  ableiten,  falls  rp  von  p  verschieden  ist. 

Die  ambigen  Primideale  p  der  Gruppe  I(c),    resp.  U(c),    resp. 
Ill(c)  von  K  (V»w,  C),  wobei  in  diesem  Falle 


0-» 


und 

(M)  s  0  genau  nach  W 

ausfallen,   worin  tu  von  (2)  verschieden  ist,   besitzen  die  folgende 
Gestalt: 

p  =  (tu,  \fM). 

Was  aber  das  rationale  Hauptprimideal  (2),  d.  h.  I  des  qua- 
dratischen Grundzahlkörpers  K{t)  angeht,  so  wird  dasselbe  in  dem 
biquadratischen  Zahlkörper  K{^vt,  C)  stets  gleich  dem  Quadrate 
des  ambigen  Primideals  (2,  \/jtf),  resp.  (2,  a+  \JM),  falls 

m  =  2  (mod  4),    resp,  m  =  3  (mod  4), 
d.L 

m  =  0  genau  nach  2,  resp.  m  =  1  genau  nach  2 

ausfallt,  weU  nur  in  diesem  Falle 


sein  kann. 


I 


176 


Hat  nun  das  Symbol  ((-j-))  einen  von  0  yerschiedenen  Wert, 

so  können  wir  stets  eine  solche  ganze  rationale  Zahl 

a  =  0  oder  1 

finden,  dass  die  ganze  rationale  Zahl 

Jf  =  a«  +  4a  (mod  V) 
aasfällt.    Ist  nun  a  gleich  0,  d.  h.  wird  das  Symbol 


sein,  so  folgt  daraus  eine  Congruenz  von  der  Form 

M=  a^  +  8a*  (mod  l*), 
worin  a*  wieder  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet.    Wird 

a*^0  (mod  2), 
so  setzen  wir 

ist  dagegen 

a*  =  0  (mod  2), 
so  setzen  wir 

dann  folgt  die  Congruenz 

M*  =  a*  +  8a**  (mod  I*), 
worin  o**  eine  ganze  rationale  nicht  durch  2  teilbare  Zahl  bedea- 
tet.   Man  findet  dann  folgende  Zerlegung  für  I  in  ÜT  (V^m,  £) :  es  wird 

I  =  p-rp, 
worin  das  Primideal  p  die  Gestalt 


p  -  (^.  '-=^) 


besitzt  und  der  Ausdruck  für  rp  daraus  leicht  zu  finden  ist. 
Ist  in  der  Congruenz 

M=  a*  +  4a  (mod  V) 

die  ganze  rationale  Zahl  a  gleich  1,  so  wird  dem  Vorigen  nach 


m = - 


sein;  dass  rationale  Hauptprimideal 

t  =  (2) 
bleibt  daher  in  K{yjm,  {;)  unzerlegbar. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  wir  im  Falle  des  quadratischen 


Grundzahlkorpers  K{t)  aus  den  V^rten  des  Symbols  ((-^j]  sofort 
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aach  die  Werte  des  Symbols  (l;^));  worin  tto  das  zu  to  conjagirte 

Haaptprimideal  bedentet,  wobei  tp  nnd  tto  als  Factoren  in  dem 
rationalen  Primzahlhaaptideal  (p)  aufgehen  and  die  rationale  Prim- 
zahl 

p  =  1  (mod  8) 


aasfallt,  ableiten  können.  Das  Symbol  [(tt-))  kann  bekanntlich 
nar  die  drei  Werte 

besitzen.  Nan  steht  rechts  die  ganze  rationale  Zahl  0,  oder  —1, 
oder  1;  dabei  ist  M  ebenfalls  eine  ganze  rationale  Zahl;  daraas 
folgt,  dass  die  Gleichung 


f))  =  (O 


bestehen  soll,   weil  die  ganzen  rationalen  Zahlen  bei  der  Anwen- 
dung der  Substitution  t  ungeändert  bleiben. 

Die  Zerlegung  des  von  to  verschiedenen  zu  tu  conjugirten 
Hauptprimideals  tto  können  wir  sofort  aus  der  Zerlegung  des 
Hauptprimideals  ti7  finden,  indem  wir  auf  die  in  K{^,t)  liegen- 
den Primidealfactoren  von  tu  die  Substitution  t  anwenden. 

Wollen  wir  den  quadratischen  Zahlkörper  K(t)  als  Grrund- 
zahlkorper  betrachten,   so  müssen   wir  die  ganze  rationale  Zahl 

M  =  w  oder  M  =  — 3 
setzen.    Dabei  ist  stets  im  Falle 

m  =  1  (mod  4), 
resp. 

fit  ^  1  (mod  4) 
die  Relativdiscriminante 

At  =  (fn), 
resp. 

D,  =  {4m). 

Die  rationalen  Primzahlen 

p  £  ±1  (mod  3) 
können  zu  einer  der  drei  Gruppen  angehören,  für  welche 

'i\  =  1,  -1,  0 


(f) 


wird;  was  aber  die  rationale  Primzahl  3  angeht,    so  müssen  wir 

nur  zwei  Falle  berücksichtigen,  in  denen 

12 
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(1)  =  ^- 

ausfällt,  weil  (-^  j  stets  von  0  verscilieden  sein  wird,  da  die  ganze 

rationale  Zahl  m,  also  auch  d^,  nicht  durch  3  teilbar  ist. 
Ausserdem  wird  für 

m  s  1  (mod  4) 

oder 

m  ^  1  (mod  4), 

falls  p  von  2  verschieden  ausMlt,  stets 

(f) = (s. 

weil  auch  im  Falle 

m  ^  1  (mod  4) 

das  Legendre'sche  Symbol 

(f) = (t) = m = (f) 

ist. 

Nun  wollen  wir  die  Zerlegung  der  Hauptprimideale  von  K{i) 

in  £(\/m,  s)  untersuchen. 

Die  Primideale  der  Qruppe  I  des  biquadratischen  Zahlkör- 
pers K{\Jm,t). 

Die  Primideale  der  G^ruppe  I(a). 

Zu  den  Hauptprimidealen  q  der  Gruppe  I(a)  von   K(t)  gehö- 
ren diejenigen  Hauptprimideale 

der  Gruppe  I  von  £"(£),  wobei 

p  =  fttx  =  1  (mod  3), 
also 

(f)-(T)- 

ausfallen,  für  welche  das  Legendre'sche  Symbol 

ist.  Sie  werden  in  K(^jO  stets  in  das  Product  zweier  relativ 
conjugirter  Primideale  zerfallen.  In  der  That,  wählen  wir  die 
ganze  rationale  Zahl 
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M  =  m, 

resp. 

M  =  -3m, 

80  wird  infolge  der  Gleichung 

/<Mt\ 


(f)-(F) 


resp. 


(f)=(i=)=(?)^)- 

stets  die  Congmenz 

£-1 

M  ^  =1  (mod  p), 

also  aach  nach  einem  jeden  der  Haaptprimideale  p^ ,  tp^  bestehen ; 
es  mnss  also  für  diese  Haaptprimideale  q  von  £({;)  das  Symbol 


o  - 


ausüallen.    In  diesem  Falle  wird 

m  =  o'"  (mod  p^-tp^), 
worin  a'  eine  ganze  rationale  Zahl  bedentet,   weil  m  ein  quadra- 
tischer Rest  nach  p  ist,  resp. 

-3m  =  (aV^)*  (mod  p.-tp;) 
sein.    Es  hat  dann  in  K{^,i)  folgende  Zerlegung  Platz: 

p.   =  («,a'+V»»)(«»«'-V^)i 
tp^  =  (<Ä,a'+ Vm)  (te,a'- V^), 
resp. 

p,  =  («,    a'vP3+V=^)(jr,    a'\/=3-V^^), 
^Pi  =  (^Ä-a'V^-V=3m)(^Ä,-a'V^+\/=3m). 

Es  ist  aber  klar,   dass  die  beiden  Zerlegungen  mit  einander  über- 
einstimmen, weil  ja 

(«,  a'V^+  V-3m)  =  («,  a'  +  Vm) 
ausfallt;  in  der  That  ist 

aus  den  rationalen  Primzahlen  3  und  p,  wobei 

p  =  1  (mod  3) 

ist,  können  wir  stets  die  Einheit  1  bilden,   woraus  dann  die  an- 
gegebene Identität  der  Primideale  folgt. 

12* 
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Die  Primideale  der  Grrnppe  I(b). 

Zu  den  Hauptprimidealen  q  der  Gruppe  I(b)  von  JC(J)  gehö- 
ren diejenigen  Hauptprimideale 

q  =  l'i  =  W, 
q  =  ^^,,=  (te) 

der  Gruppe  I  von  K{Q,  wobei 

p  =  ntx  =  1  (mod  3), 
also 


ausfallen,  für  welche 


d.h. 


resp. 


(f)  =  (1=)  =  (y)(7)  =  -> 


ist,  wobei  stets  die  Congruenz 

Jf  »     =  -1  (mod  jp), 
also  nach  )7j^|7j  erfüllt  wird;  daher  muss  das  Symbol 


i))  =  -1 

ausfallen. 

Die  Primideale  det  Gruppe  I(c). 
Zu  den  Hauptprimidealen  q  der  Gruppe  I(c)  von   K{1^  gehö- 
ren diejenigen  Hauptprimideale 

q  =  ^1  =  (^«) 
der  Gruppe  I  von  Ä^(t),  wobei 

p  SS  ntic  =  1  (mod  3), 
also 

(i)=(^=^ 

ausfallen,  für  welche 

(f)=(?)=» 

ist,  welche  abo  als  Factoren  in  dem  rationalen  Hauptideal 

{M)  =  (m), 
resp. 
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(M)  =  (-3«) 
in  der  ersten  Potenz  aufgehen.     Diese  Hanptprimideale  q  werden 
in  K{^yO    gleich   dem   Quadrate   der   entsprechenden   ambigen 
Primideale  sein,  weil  ja  das  Symbol 


o  - » 


aosfallt.    Wir  erhalten  folgende  Zerlegung: 
resp.  

Es  ist  klar ,    dass  die  beiden  Primideale   (ar,  ^),  («,  V~3m)>  resp. 
(/«,  \/m),  (^Ä,  Sj—Sm)  mit  einander  in  K{\fm^  £)  fibereinstimmen. 


Die  Primideale  der  Gruppe  n  des  biquadratischeii  Zahl- 
körpers Jf  (Vw,C). 

Die  Primideale  der  Grrappe  II(a). 

Zu  den  Hauptprimidealen   q  der  Gruppe  11  (a)  von   £"(£)   ge- 
hören diejenigen  rationalen  Hauptprimideale 

der  Gruppe  11  von  Är(C)f  wobei 

p  =  — 1  (mod  3), 
also 

aos&Uen,  und  selbstverständlich  p  von  2  verschieden  ist,  für  welche 

wird.  Diese  rationalen  Hauptprimideale  q  zerfallen  in  K{\Jm^  £) 
in  das  Product  zweier  relativ  conjugirter  Primideale,  weil  aus 
der  Gleichung 

(!)-(?)='■ 

resp. 

die  Congruenz 
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Jtf  a    =  tn^    =1  (mod  p), 
resp. 

M  2    =  (-3m) «    s  -1  (mod  p), 
also  auch  die  Congrnenz 

jf  9     ^  ^U  y^*^*^  =  ^  2    =1  (modjp), 

resp. 

M  2     =  (-3m)^  «  ;  ^  ^  =  (-^ni)  2    =  1  (mod  p), 

weil  ja   (p  + 1)  eine  gerade  ganze  rationale  Zahl  ist ,   folgen.     In 
diesem  Falle  wird  daher  das  Symbol 


((!))  = 


1 


ausfallen  and  die  folgende  Zerlegung 

Pi  =  (P)  =  (P>  a'  +  sfik)  {p,  a'-  \fik), 

resp.  

p,  =  (p)  =  (i>,a'\/=3  +  \/-3m)(i>,a'V-3-V=3Si) 

Platz  finden,  weil  für  diese  rationalen  Hanptprimideale  q  stets  die 

Congrnenz 

w  =  a'*  (mod  pj 

worin  a^  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  da  nun  m  ein  qua- 
dratischer Rest  nach  p  ist,  resp. 

-Sw  =  (a'  \J^y  (mod  p.) 

erfüllt  wird.  Wählen  wir  für  die  ganze  rationale  Zahl  M  die 
ganze  rationale  Zahl  m  oder  —3m,  so  erhalten  wir  dieselbe  Zer- 
legung für  q,  weil  das  Frimideal 


(i?,  a'  V-3  +  V-8m)  =  {p,  a'  V-3  +  V-3m,  -3  (a'+  0n))  =  (p,  a'+  \/m) 

ausfallt,  da  wir  aus  3  und  aus  der  rationalen  Primzahl  p,   wobei 

p  =  — 1  (mod  3) 

ist,  stets  die  Einheit  1  erzielen  können. 
Das  rationale  Hauptprimideal 

I  =  p.  =  (2) 
der  Gruppe  11  von  K  (g)  kann  nur  dann  zu  den  rationalen  Haupt- 
primidealen  der  Gruppe  11  (a)  von  K(i)  gehören,  wenn  das  Le- 
gendre'sche  Symbol 


(I)  -  >. 


also 
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m  =  1  (mod  8) 
ans&UeiL    In  diesem  Falle  wird 

Af  =  m  =  1  mindestens  nach  l', 
resp. 

M  =  — 8w  =  (V— 3)'  mindestens  nach  I* 

sein;   die  ganze  rationale  Zahl  a  ist  also  gleich  0;   infolge  dessen 
wird  das  Symbol 


ausfallen.  In  diesem  Falle  wird  I  in  K{^,  t)  stets  in  das  Pro- 
daet  zweier  relativ  conjngirter  Primideale  zerfallen.  Ans  der 
angeführten  Congraenz  für  M  folgt  eine  Congrnenz  von  der  Gestalt 

M  =  m  =  l  +  8a*  (mod  I*), 
resp. 

M  =  -8m  =  (vP3/  +  8a*  (mod  I*), 

worin  a*  eine  ganze  rationale  Zahl  bedentet.  Ist  hierin  a*  nicht 
durch  2  teilbar,  so  setzen  wir 

M*  =  M  =  fHj  resp.  —3m; 
ist  dagegen  a*  darch  2  teilbar,  so  setzen  wir 

M*  =  3«JM  =  8*m,  resp.  -3»m; 
dann  folgt  die  gesachte  Zerlegung 

p.-(8).(2,«4^(a,==!^  =  p.p, 

wobei  im  Falle,  dass  a*  za  2  prim  ist,  das  Primideal  p  die  Gestalt 
(2,^=^),  resp.  (2,  V^-\Rm\^    das  Primideal    r|j    die  Gestalt 

I2,  a  ] »  resp.  I2,  ^~  "0  "j  besitzen,  und  im  Falle,  dass  o* 
doTch   2    teilbar   ist,    das   Primideal    p    gleich   dem    Primideal 

^  ~a  ) t  resp.  (2,  ''~  ~o  *") I  *^  Primideal  rp  gleich  dem 
Primideal  (2,  ^-±^),  resp.  (2,Ö±|V^)  sind.    Es  ist  aber 


-  (2,Ü^). 


resp. 
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also  wird 

gem.    Wir  können  sagen,  dass  im  Falle 

m  =  1  (mod  8) 

ausfallt. 

Die  Primideale  der  Grnppe  n(b). 

Zu  den  rationalen  Hanptprimidealen  q  der  ßmppe  11  (b)  von 
jr({;)  geboren  diejenigen  rationalen  Hanptprimideale 

q  =  Pi  =  (P) 
der  Ghuppe  11  von  Ä^(£),  wobei 

p  =  — 1  (mod  3), 
also 

(f)=(^=-' 

nnd  p  von  2  verschieden  ansfiallen,  für  welche 

(f )_=  (i) = - 

ist.    Sie  zerfallen  in  K{\Jin,  g)  in  das  Product  zweier  relativ  con- 
jogirter  Primideale,  weil  aus  der  Gleichung 

©=(^=-. 

resp. 

(f)  -  (1=)  -m) = ' 

stets  die  Congruenz 

M^    =  m  *    =  — 1  (mod  p), 
resp. 

M  «    =  (-3m)  2     =  1  (mod  p), 
also  auch  die  Congruenz 
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Pur!  ?!-f 

M  ^    =  m  s     =1  (mod  p)^ 

resp. 

M  >    »  (-SIN)  >     s  1  (mod  p) 

folgen,  weil  ja  p  + 1  eine  ge]*ade  ganze  rationale  Zahl  ist.    In  die- 
sem FaUe  wird 


aasfallen.  Da  nnn  m,  resp.  —3m  ein  quadratischer  Nichtrest, 
resp.£est  nach  p  ist,  so  giebt  es  stets  in  K{^  eine  ganze  Zahl  a, 
welche  zugleich  keine  ganze  rationale  Zahl  sein  kann,  resp.  eine 
ganze  rationale  Zahl  a",  so  dass 

m  ^  a^  (mod  p\ 
resp. 

—3m  =  a"*  (mod  p) 

wird.  Da  nnn  u  keine  ganze  rationale  Zahl  sein  darf,  so  mnss 
sie  die  Gestalt: 

a  =  a  +  6\P3 

besitzen,  worin  a,  h  gleichzeitig  entweder  ganze  rationale  Zahlen 
oder  gebrochene  rationale  Zahlen,  welche  dann  in  den  Zählern 
angerade  ganze  rationale  Zahlen,  in  den  Nennern  nur  die  rationale 
Primzahl  2  in  der  ersten  Potenz  enthalten,  d.  h.  die  Form 

^  =  2'   *  ""  2 

besitzen  dürfen,  wobei  a',  V  ungerade  ganze  rationale  Zahlen  be- 
deuten, sein  sollen.  Sind  a,  h  gebrochene  rationale  Zahlen,  so 
wird  infolge  der  Congruenz 

.  .  (üäpEl)*  („od ,) 

auch  die  Congruenz  

4fn  s  {al+V\f^y  (mod  p) 

bestehen.    Da  nun  die  ganze  Zahl 

Vim  =  2v/m 

denselben  biquadratischen  Zahlkörper  K  ( Vm,  g),  wie  die  ganze  Zahl 
V^,  auf  Grund  von  K{^  definirt,  so  können  wir  stets  a  gleich 
a+5V~~^  annehmen,  worin  a,  l  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten. 
Da  nun 

m-a*  =»  iii-.a«-h8ft»-2a6\P3  s  0  (mod  p) 
ist,  80  muss  a  durch  p  teilbar  sein,  weil  die  ganze  rationale  Zahl 
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2ab  durch  p  teilbar  nnd  cc  von  einer  ganzen  rationalen  Zahl  ver- 
schieden ansfallen  sollen.    Also  muss 

et  =  6\^ 
angenommen  werden.    Aas  den  Congmenzen 

m  =  —36'  (mod  jp), 
—3m  =     a"*   (mod  p) 
folgen  die  Congraenzen 

96«  =  a"«  (mod  p) , 
+  36    =  a"    (mod  p). 
Wir  erhalten  hier  folgende  Zerlegung: 

Pt  =  (P)  ==  (P,  6V^+ V^)  (P,  6V=3-0;i), 
resp. 

P^  =  (P)  =  (P,  «"+  V=3^)  (P,  a"-  V=3;Ji).  ! 

Es  ist  klar,  dass  das  Primideal 

(2?,  6  V=3  +  V^rO  =  (p,-36  +  V=^) 

mit  dem  Primideal  (p,  a"  +  y^— 3»i) ,   resp.   (p,  a"  —  ^— 3m)  überein- 
stimmt, falls  —36,  resp.  36  congrnent  a"  nach  p  wird.    Adjnngiren 
wir   zn  dem   quadratischen  Zahlkörper  K(i)  die  ganze  Zahl  ^ 
oder  ^—dtnj  so  erhalten  wir  dieselbe  Zerlegung  für  p^. 
Das  rationale  Haaptprimideal 

I  -  p.  =  (2) 
der  G-rappe  II  von  K(t)  kann  nar  dann  zu  den  rationalen  Hanpt- 
primideaJen  der  Gruppe  II  (a)  von  K{t)  gehören,  wenn  das  L^gen- 
dre'sche  Symbol 


(D  -  -• 


also 

m  =  6  (mod  8) 

ausfallen.    In  diesem  Falle  wird 

üf  =  m  =  i^^y  mindestens  nach  I , 
resp. 

M  =  —3m  =  1  mindestens  nach  ( 

sein;  die  ganze  rationale  Zahl  a  ist  hier  gleich  0;  daher  muss 
das  Symbol 


ausfallen.  In  diesem  Falle  wird  (2)  in  K  ( \/m,  {)  stets  in  das  Pro- 
duct  zweier  relativ  conjugirter  PrimideaJe  zerfallen.  Aus  der 
angeführten  Congmenz  für  M  folgt  eine  Congmenz  von  der  Gestali 


■ 
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Jf  =  fn  s  (v/=3)«+8a*  (mod  1% 
resp. 

M  =  -3m  s  l  +  8a*  (mod  I*), 

worin  a*  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,    Ist  hierin  a'^  nicht 
durch  2  teilbar,  so  setzen  wir 

M*  =  Jf  =  iw,  resp.  —3m  ; 
ist  dagegen  a*  durch  2  teilbar,  so  setzen  wir 

M*  =  S^M  =  3*m,  resp.  -3*m. 
Wir  erhalten  dann  die  folgende  Zerlegung: 

p.  =  ,2)^(ä,!=|«!)(2,--=:|l!)  =  ^, 

wobei  im  Falle,  dass  a*  prim  zu  2  ist,  das  Primideal  p  die  Gestalt 
(2,  ^•""^~^),  resp.  (2,  IzO^ ,    das  Primideal  rp   die  Gestalt 

(2,  ^^ — o"^^)j  '^^sp.  (2,        ^Q )  besitzen ,    und  im  Falle ,  dass 

0*  durch  2  teilbar  ist,    dass  Primideal  p  gleich  dem  Primideal 

(2,  - — ^        p  ^®^P-  \2j ^ )  >  ^^  Primideal  rp  gleich  dem 

Prunideal  (2, 0+i\§),  resp.  (2,  it^Ö^  sind.     Es  ist  aber 
stets 

p  =  (2,  V=3-3v/m\  _  /g^  V^-sy/^ü^    g/i+V=^^  i+V-3«\  _ 

resp. 

^      /„  l-3V/=3m\      /o  l-3\/=3m  l-3V=3»i+4\/=3m  l+\/=3m\ 
P  =  ^2, 2 j  -  l^'        2        ' 2 ' 2  ~y  "= 

also  wird 

sein.    Wir  können  sagen,  dass  im  Falle 

m  =  5  (mod  8) 

m  Z(V^,  Q  wird. 


Je*"  l^ 


1^: 


,1. . 
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Die  Primideale  der  Gruppe  ]I(c). 
Diejenigen  rationalen  Hanptprimideale 

q  =  l>i  =  (P) 
der  Gruppe  11  von  K(t),  wobei 

p  =  — 1  (mod  3), 
also 

ausfallen  und  p  natürlich  von  2  verschieden  ist,  für  welche 

wird,  gehören  zu  den  rationalen  Hauptprimidealen  q  der  Gruppe 
11  (c)  von  K(t)  an.  Diese  rationalen  Hauptprimideale  q  von  -^(f) 
werden  stets  in  K{\Jin,^  gleich  der  zweiten  Potenz  der  entspre- 
chenden ambigen  Frimideale  sein,  weil  das  rationale  Hauptideal 

(Jf)  =  (w),   resp.  {M)  =  (-3m) 
dieselben  in  der  ersten  Potenz  enthält,  also  das  Symbol 


o  - » 


ist.     Wir   erhalten  dann   folgende  Zerlegung   für  die  rationalen 
Hauptprimideale  q,  wobei  p  von  2  verschieden  ausfallt:  es  wird 

resp. 

P,  =  (P)  =  (P,  V=3^)*, 
sein,  wobei  natürlich  die  Primideale  {p,  \lm\  (pj  V— 3m)  in  K(^ft) 
mit  einander  identisch  sind. 

Das  rationale  Hauptprimideal 

I  =  <J.  =  (2) 
der  Gruppe  II  von  K  (t)  kann  nur  dann  zu  den  rationalen  Haupt- 
primidealen der  Gruppe  11  (c)  von  K{t)  gehören,  wenn 


(^) = »■ 


also 

fit  ^  1  (mod  4), 

und  zwar 

m  s  2  (mod  4), 

d.h. 

m  =  0  genau  nach  2, 

oder 

m  =  3  (mod  4), 
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tn  =  1  genaa  nach  2, 

amfaUen.    In  diesen  Fällen  ist  die  Belativdiscriniinante  D^^  dnrch 
(2)  teilbar;  es  wird  also  das  Symbol 

0 


((f ))  = 


sein.    Ist  nun 

m  =  0  genaa  nach  2, 
resp. 

—3m  =  0  genau  nach  2, 

so  gilt  die  Zerlegung 

p,  =  (2)  =  (2,  \liny, 
resp. 

p.  =  (2)  =  (2,  \/:^y, 

weil  dabei  (M)  den  Factor  I   in  der  ersten  Potenz  enthält.     Ist 

aber 

m  =  1  genau  nach  2, 
resp. 

—3m  =  1  genau  nach  2, 

so  wird  in  der  Congruenz 

ilf  =  ««  (mod  n 

der  höchste  Exponent  u  für  das  rationale  Hauptprimideal  I  gleich 
1  ausfallen.    Es  hat  dann  in  K{}Jm,t^  die  Zerlegung 

^  =  (2)  =  (2,l  +  VS.)«, 
resp. 

p,  =  (2)  =  (2,l+V/=3^)* 

Platz.  Es  ist  klar ,  dass  die  Primideale  (2,  \Jm)  und  (2,  \J—^m\ 
bez.  (2, 1+V^m)  und  (2, 1+V^^)  mit  einander  in  K(sjm,  g)  über- 
eiTiRtimmftTi,  weü  ja  (2,  ^)  direct  gleich  (2,  \/— 3m)  ist  und 

(2,1+V^^)  =  (2,  l+v/=3m,  l+\/-3^+2e», -V^+V-S^,  3(l-\/m), 

1-V»i,  1+Vw)  =  (2,  l+V^) 
ausfallt. 

Es  ist  klar,  dass  der  Fall  XI (b)  für  die  rationalen  Haupt- 
primideale 

(\  =  Px  =  iP) 
der  Gruppe  11  von  -£■({;),  wobei  p  gleich  2  oder  von  2  verschieden 
sein  mag,  nicht  auftreten  kann« 


i 


^^^rr^v^'T'-'^' 
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[■-- 


I 
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Die  Primideale  der  Gruppe  m  des  biquadratischen  Zahl- 
körpers K  Vm,  i). 

Wollen  wir  die  Zerlegung  des  Haaptprimideals 

q  =  ^1  =  W  j 

der  Gruppe  lU  von  K{t),  wobei  das  Legendre'sche  Symbol 

ist  j  in  K{^j  g)  untersuchen ,  so  müssen  wir  stets  die  ganze  ra- 
tionale Zahl 

M  =:  m 

annehmen,  weil  ja  (—3m)  genau  durch  das  Quadrat  des  Haupt- 
primideals (A)  teilbar  ist.  Wir  müssen  hier  bekanntlich  nur  zwei 
Fälle  unterscheiden,  je  nachdem 

oder 


(!)  =  ©  =  - 


ausfällt. 

Im  ersten  Falle  wird  das  Hauptprimideal  {X)  zu  den  Haupt- 
primidealen q  der  Gruppe  ni(a)  von  Ä'(S)  gehören  und  in  K(^fn,t) 
gleich  dem  Froducte  zweier  relativ  conjugirter  Primideale  sein, 
weil  aus  der  Gleichung 

die  Congruenz 

8-1 

m  ^    =  m  =  1  (mod  3), 
also  auch  die  Congruenz 

Kq)-i 

Jf  *     =  m  =  1  (mod  q) 
folgen,  es  wird  also  das  Symbol 


((f))= 


ausfallen.    Es  gilt  dann  in  K{\Jm,Q  die  folgende  Zerlegung: 

p,  =  {X)  =  (A,a'  +  V/JJi)(A,a'-VSi). 

Im  zweiten  Falle  wird  das  Hauptprimideal  (A)  zu  den  Haapt- 
primidealen  q  der  Gruppe  III  (b)  von  K{i)  gehören  und  in  K{^,t) 
unzerlegbar  bleiben,  weil  aus  der  Gleichung 


•••1 
'  '4 


1 
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die  Coqgraenz 

8-1 

m  ■    =B  m  s  — 1  (mod  3), 
ako  aach  die  Congrnenz 

M    ^     =  m  s  — 1  (mod  q) 
feigen;  es  wird  also  das  Symbol 


=  -1 

q 

ausfallen. 

Der  FaJl  m(c)  tritt  für  das  Hanptprimideal  (A)  yon  K{1) 
überhaapt  nicht  auf. 

Indem  wir  den  biquadratisclien  Zablkorper  K  {\fm^  g)  relativ 
in  Bezng  auf  K{^  betrachten,  können  wir  also  idle  Typen  der 
Primideale  von  £(^,  g)  aufstellen. 

Dieselben  Resultate  erhalten  wir  natürlich,  aaclb  wenn  wir 
den  quadratischen  Zahlkorper  K{^m),  resp.  £'(^— 3m)  zn  Grande 
legen. 

Wir  müssen  dabei  berücksichtigen,  dass  für  alle  Primideale  kp 
von  K{\jm\  resp.  K  (V—Srn),  welche  als  Factoren  in  dem  rationa- 
len Primzahlhauptideal  {p)  aufgehen,  und  für  welche  die  Legen- 
dre'schen  Symbole 


resp. 


ausfallen,  ihre  in  K(^m),  resp.  ir(V— 3m)  gebildeten  Normen,  d.h. 
die  ganzen  rationalen  Zahlen 

n(w)  =  p 

sind,  und  für  diejenigen  Primideale  m  von  K{\[in\  resp.  £(V--3m), 
welche  als  Factoren  in  (p)  auftreten,  für  welche  das  Legendre'- 
sche  Symbol  den  Wert 

%  -  -1, 


© 


lesp. 

'4\  _  _i 


(f) 


besitzt,  ihre  in  £(V^)i  resp.  JC(V— 3m)  gebildeten  Normen,   d.  h. 


•  n 


\ 


.  * 


•• 


■» 
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die  ganzen  rationalen  Zahlen 

n{to)  =  p^ 
ausfallen. 

Ist  nnn  die  rationale  Primzahl  p  von  2  verschieden,   so  wird 

stets 

n(to)  s  1  (mod  2) 
sein. 

Indem  wir  die  Zerlegung  der  Primideale  von  K{\Jni)j  resp. 
Z(V--3m)  in  jK'(\/m,  5)  untersuchen,  finden  wir  dass  für  diesen 
quadratischen  Grrundzahlkörper  diejenigen  Fälle  nicht  auftreten  j 
können,  welche  den  hier  von  uns  in  der  Tabelle  für  K{J^  einge-  j 
führten  FäUen  I(b),  I(c),  II(c),  m(a),  in(b),  resp.  I(b),  I(c),  II(c),  \ 
in(c)  entsprechen. 

Um  die  Zerlegung  der  Primidealejdes  quadratischen  Zahlkör- 
pers iC(Ö,  resp.  K(^m),  resp.  E{^—Sm)  in  dem  biquadratischen 
Zahlkörper  £(\/m,  g)  abzuleiten,  haben  wir  die  bekannte  Methode 
aus  der  Theorie  des  Kummer'schen  Zahlkörpers  zur  Anwendimg 
gebracht. 

Aus  der_Zerlegung  Jler  Primideale  von  -ff  (S),  resp.  K(^), 
resp.  K{^'-Sm)  in  K{\jm^^  können  wir  natürlich  auf  die  Zerle- 
gung der  rationalen  Primzahlhauptideale  (jp),  worin 

p  s  ±  1  (mod  3) 

oder 

p  =  3 

sein  mag,  in  dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{\jm^Q  schliessen. 

Die  Zerlegung  der  erwähnten  rationalen  Primzahlhauptideale 
in  K(^fn,i)  können  wir  aber  noch  auf  eiuem  anderen  Wege  ab- 
leiten, wobei  wir  dann  den  folgenden  Satz  zur  Anwendung  brin- 
gen müssen^): 

Wenn  ft^,  i,  zwei  Zahlkörper  bezüglich  von  den 
Graden  m,,  m,  und  mit  den  zu  einander  primen  Dis- 
criminanten  d^,  ä,  sind,  und  ist  p  eine  rationale 
Primzahl,   welche  in  k^  die  Zerlegung 

•       (P)  =  W*  . . .  W 
und  in  k^  die  Zerlegung 

ip)  =  q^  ...  q. 

erfährt,  wobei  |)„  . .  .j  p,,  q^,  .  ^ .,  q,  von  einander  ver- 
schiedene Primideale,  bez.  in  den  Zahlkörpern  k^^  Jk, 
bedeuten,   so  gilt  in  dem  Zahlkörper  K^  welcher  aas 


1)  ,,Bericbt«  p.  267. 
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den  Zahlkörpern  ä;^,  ä;,  zusammengesetzt  wird,  die  Zer- 
legung: 

(p)  -  n  ?2, 

worin  das  Prodact  aber 

za  erstrecken  ist,  and  $^  dasjenige  Primideal  in  £  be- 
deutet, welches  als  der  grösste  gemeinsame  Teiler 
der  beiden  Ideale  p^  and  q^  definirt  ist. 

Um  diesen  Satz  benatzen  za  können,  müssen  wir  ans  den 
biqoadratischen  Zahlkörper  K{sfm,  ^)  aas  den  quadratischen  Zahl- 
korpem  £(0i  -^(V^)  zasammengesetzt  denken,  weil  die  beiden 
Discriminanten  d^,  ä,  stets  prim  za  einander  aasfallen,  falls  wir 
die  ganze  rationale  Zahl  m  als  nicht  durch  3  teilbar  annehmen, 
was  wir  bei  dieser  Untersuchang  hier  stets  than  dürfen. 

Wir  haben  die  rationalen  Primzahlen  p  in  drei  Arten  einge- 
teilt, je  nachdem 

i>  =  ±  1  (mod  3), 

oder 

i)  =s  3 

ausfallt.    Die  rationalen  Primzahlen 

1?  =  ±  1  (mod  3) 
können  zu  einer  der  drei  Grappen,  für  welche 

%  =  1,  -1,  0 


ei 


wird,  angehören;    was  aber  die  rationale  Primzahl  3  angeht,    so 
müssen  wir  nar  zwei  Fälle  unterscheiden,  in  denen 


(t)-^.- 


ausfallt,   weil  |^j  stets  von  0  verschieden  sein  wird,  da  die  ganze 

rationale  Zahl  m,  also  auch  d,,   den  Factor  3  nicht  enthält. 
Wir  haben  also  im  Ganzen  nar  acht  Fälle  za  antersuchen. 
In  den  Fällen,  in  denen 

^  =  1  (mod  3) 


und  zugleich 


i\_ 


&) 


1,  oder  —1,  oder  0, 


tesp, 

mid  zugleich 


jP  s  — 1  (mod  3) 
(I)  -  1,  oder  0, 
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resp. 

j»  =  3 
and  zagleich 


(t)  - '- 


oder  —1 


ausfallen,   müssen  wir  den  hier  angeführten  Satz  unmittelbar  an- 
wenden; in  dem  Falle  aber,  in  welchem 

p  =  -1  (mod  3) 
und  zugleich 

■1 


(f)=- 


ausfallen,  ist  das  rationale  Primzahlhauptideal  (p)  in  K{^ft) 
gleich  dem  Froduct  zweier  von  einander  verschiedener,  zu  einan- 
der conjugirter  Primideale. 

Die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahlhauptideale  in  K(^i,t) 
geben  wir  in  der  Tabelle  XV  an,  in  welcher  wir  die  Primideale 
des  biquadratischen  Zahlkörpers  K{^,  Q  ^t  den  Buchstaben  p 
und  (  bezeichnen,  und  zwar  wollen  wir  jetzt  mit  I  genau  dasjenige 
Primideal  von  K{\Jm,  g)  bezeichnen ,  welches  in  dem  rationalen 
Primzahlhauptideal  (3)  aufgeht.  _ 

In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{\Jm^^  haben  wir  acht 
Typen  der  Primideale,  von  denen  diejenigen,  welche  zu  den  Typen 
I(a),  I(c),  in(a)  gehören  vom  ersten,  diejenigen  dagegen,  welche 
zu  den  Typen_I(b),  n(a),  II(b),  n(c),  in(b)  gehören  vom  zweiten 
Grade  in  Ä(Vwi,g)  sind. 

In  der  Tabelle  XVI  geben  wir  die  Zerlegung  der  Primideale 
des  quadratischen  Zahlkörpers  K{1\  resp.  K{\lm\  resp.  KfyJ—^m) 
in  dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{\lmj^  an.  Aus  dieser  Ta- 
belle können  wir  wieder  die  Bestätigung  davon  finden,  dass  die 
Primideale  der  quadratischen  Zahlkörper  -£"(&)»  ^i^^)i  J5l(\/— 3iw) 
in  dem  biquadratischen  in  Bezug  auf  einen  jeden  dieser  quadrati- 
schen Zahlkörper  relativ-G-alois'schen-Aberschen-cyklischen  2iahl- 
körper  K(^m,t)  vom  Relativgrade  2  entweder  unzerlegbar  blei- 
ben, oder  sich  durch  das  Product  zweier  von  einander  verschiede- 
ner relativ  conjugirter,  oder  zweier  einander  gleicher  ambiger  Prim- 
ideale von  K  \/m,  Q  darstellen  lassen ,  was  aber  bekanntlich  die 
eine  der  hauptsächlichen  Eigenschaften  der  in  Bezug  auf  einen 
Grundzahlkörper  relativ-cyklischen  Zahlkörper  vom  Belativgrade 
2  bildet. 

Betrachten  wir  den  quadratischen  Zahlkörper  K{i)f  resp.  K{^) 
als  Grundzahlhörper,  so  können  wir,  wie  gesagt,  die  Primideale 

tp  =  (te,jp,  ^m) 
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der  Gruppe  I(c)  und  das  Primideal         

p  =  {p,>fin)  =  {p,\J^3m) 
der  (jruppe  U(c),  resp.  die  Primideale 

I   =  (A,a'+\^), 
rl  ==  (A,  a'-  Sjm) 
der  Gruppe  UI(a)  und  das  Hauptprimideal 

I  =  (A)  =  (3,  Sj^Ek) 
der  Gruppe  IQ  (b)  des  biquadratischen  Zahlkörpers  £'(\/m,  g)  mit 
dem  Namen  der  ambigen  Primideale  bezeichnen,  weil  dieselben  bei 
der  Anwendung  der  Relativ-Substitutionen  der  Relativ-Gruppe  l,r, 
resp.  1,^  ungeändert  bleiben  und  selbst  nicht  in  K{i),  resp.  £'(^m) 
enthalten  sind. 

Die  hier  von  uns  angeführten  Ausdrücke  für  die  Primideale 
von  K{^,i)  stimmen  mit  den  für  dieselben  Primideale  von  Herrn 
Amberg  in  seiner  Dissertation  auf  einem  anderen  Wege  abge- 
leiteten Ausdrücken  vollkommen  überein  ^). 

Die  Zerlegungsgruppen,  Trägheitsgruppen  und  Verzweigungs- 
gruppen  der  Primideale  von  K{^m,i)  können  wir  dem  allgemei- 
nen Verfahren  nach  bestimmen. 

Die  Zerlegungsgruppen  finden  wir  mit  Hilfe  der  Gestalt  der 
Primideale  von  Ä'(Vm,  f)  selbst.  _ 

Was  aber  die  Primideale  von  K'(^m,i)  der  Gruppen  II  (c), 
in(b)  angeht,  welche  wir  mit  dem  Buchstaben  993  vorübergehend 
bezeichnen  wollen,  so  können  wir  zur  Bestimmung  des  höchsten 
Exponenten  L  in  der  von  uns  früher  in  §  7  angeführten  Congruenz 
von  der  Form 

FÄ-a  =  0  (mod  W), 

wobei  in  unserem  Falle  hier  Sl  alle  ganzen  Zahlen  von  ir(^,g) 
durchlaufen  soll,  SEB  das  eine  der  erwähnten  Primideale  von  K{^m,  g) 
bedeutet  und  V  die  Substitutionen  seiner  Verzweigungsgruppe 
durchlaufen  muss,  können  wir  wieder  den  schon  von  uns  in  §  7 
benutzten  Satz  (A)  aus  der  Theorie  des  Eummer'schen  Zahlkör- 
pers anwenden,  den  wir  hier  folgendermassen  aussprechen,  indem 
wir  den  Umstand  berücksichtigen,  dass  in  diesem  Falle  anstatt 
der  ungeraden  rationalen  Primzahl  l  die  rationale  Primzahl  2  zu 
nehmen  ist,  weil  der  biquadratische  Zahlkörper  K  (0n,  Q  in  Bezug 
auf  K{i)^  resp.  K{\fm)  den  Eelativgrad  2  besitzt: 

Satz  A.  Wenn  ein  Primideal  tu  des  quadratischen 
Zahlkörpers  K{f^^  resp.  K{\lm)  in  dem  biquadratischen 


l)£.Amberg,  „Ueber  den  Körper,  dessen  Zahlen  sich  rational  ans  zwei 
Quadratwarzeln  zusammensetzen.**    Diss.  Zürich.  1897. 

13* 
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Zahlkörper  Z"(\/w,Ö  gleich  der  zweiten  Potenz  eines 
ambigen  Frimideals  SS  wird,  so  enthalten  die  Rela- 
tivdiscriminanten  von  Z'(0w,g)  jand  einer  in  dem  bi- 
quadratischen  Zahlkörper  K(^m,i)  ganzen  Zahl  Aj 
welche  congruent  0  nach  SB,  aber  nicht  nach  2B'  aus- 
fällt, in  Bezug  auf  £'(0,  resp.  K(^m)  genau  die  gleiche 
Potenz  von  tu  als  Factor.  Jede  ganze  Zahl  Sl  in  Ki^fkjQ 
lässt  sich  dann  in  der  Form 

ß 
darstellen,  worin  er,  cr^,  ä„/3  ganze  Zahlen  in  K{i),  resp. 

K{\lm)  bedeuten    und  ausserdem  das  Hauptideal  ^) 

zu  Xo  prim  ist. 

Die    überstrichenen   Verzweigungsgruppen    können    eventuell 

nur  ^ür   diejenigen   Primideale    des   biquadratischen   Zahlkörpers 

K(^m,t)  auftreten,   welche  in  dem  rationalen  Primzahlhauptideal 

(2)  aufgehen. 

Die  Primideale  der  Qruppe  I  des  biquadratischen  Zahl- 
körpers K{\fa^i). 

Die  Primideale  der  Gruppe  (la). 
Die  Zerlegungsgruppe  des  Primideals  p,  resp.  t'g,  resp.  rp, 
resp.  trp  ersten  Grades  der  Gruppe  I(a)  von  K{^,  £)  enthält  nur 
die  identische  Substitution  1.  Die  Zerlegungskörper  für  die  Prim* 
ideale  dieser  Gruppe  stimmen  mit  dem  biquadratischen  Zahlkör- 
per K{\jm,  g)  überein. 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(b)» 
Die  Zerlegungsgruppe  des  Primideals  p,  resp.  ^p  zweiten  Gra- 
des der  Gruppe  I(b)  von  Ä'(\/m,  g)  ist  die  Gruppe  l,r,  weil 

V  =  rp, 
resp. 

^p  =  r^p 
wird.     Infolge  der  Relation 

kann  die  Trägheitsgruppe  von  p,  resp.  ^p  nur  aus  der  identischen 
Substitution  1  bestehen.  Für  die  Primideale  dieser  Gruppe  stim- 
men die  Zerlegungskörper,  resp.  Trägheitskörper  mit  dem  quadra- 
tischen Zahlkörper  K{^j  resp.  biquadratischen  Zahlkörper  jE'(^,S) 

überein. 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(c). 

Die  Zerlegungsgruppe  des  Primideals   p,  resp.  tp  ersten  Grrä- 
des  der  Gruppe  I(c)  von  Jr(\/Jw,  f)  ist  die  Gruppe  1,  r,  weil 
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resp. 

tp  =.  rtp 

wird.    Da  nnn  bekanntlich  für  diese  Frimideale  der  Grad 

ist,  so  müssen  ihre  Trägheitsgrappen  mit  ihren  Zerlegangsgrnp- 
pen  identisch  sein.  Die  Verzweigungsgmppe  von  p,  resp.  tp, 
welche  eine  Untergruppe  der  Trägheitsgruppe  l,r  sein  soll,  ent- 
hält nur  die  identische  Substitution  1,  weil  der  Grad  der  Ver- 
zweigungsgruppe  von  p,   resp.  tp  gleich  einer  Potenz  von  p  sein 

wird,  also  nur  gleich 

p^  =  1 

sein  kann.  Für  die  Primideale  dieser  Gruppe  sind  die  Zerlegungs- 
körper und  Trägheitskörper,  resp.  Verzweigungskörper  mit  dem 
quadratischen  Zahlkörper  K{t)j  resp.  biquadratischen  Zahlkörper 
jK'(\/m,Ö  identisch. 

Die  Frimideale  der  Oruppe  n  des  biquadratischen  Zahl- 
körpers K{\Jm,t)' 

Die  Primideale  der  Gruppe   (IIa). 

Die  Zerlegungsgruppe  des  Primideals  p,  resp.  rp  zweiten  Gra- 
des der  Grruppe  U(a)  von  K{\jmj^  besteht  aus  den  Substitutio- 
nen 1,  /,  weil 

p  =  tp, 

resp. 

rp  =  trp 

ist.  Infolge  dessen  werden  die  Trägheitsgruppen  für  diese  Prim- 
ideale, auch  für  die  Primideale 


p = (^,  ü,^) 


m  =  1  (mod  8) 
aosfSUt,  nur  die  identische  Sabstitntion  1  enthalten,  weil 

/•=  2 
ist.  Die  überstrichenen  Verzweigungsgruppen  für  die  Primideal- 
factoren  von  (2)  treten  hier  nicht  auf ^  weil  sogar  die  Verzwei- 
gangsgruppen  für  die  Primideale  dieser  Gruppe  nicht  vorhanden 
smd.  Für  die  Primideale  dieser  Gruppe  stimmen  die  Zerlegungs- 
körper, resp.  Trägheitskörper  mit  dem  quadratischen  Zahlkörper 
K{\lni),  resp.  biquadratischen  Zahlkörper  K{S]m,  g)  überein. 


[ 
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Die  Primideale  der  Gruppe  n(b). 

Die  Zerlegungsgruppe  des  Primideals  p,  resp.  tp  zweiten  Gra- 
des der  Gruppe  11  (b)  von  K(^,^)  ist  die  Gruppe  l,tr,  weil 

P  =  trp, 
resp. 

tp  =  Mp  =^  rp 

wird.    Infolge  der  Relation 

^  =  f^i 
werden  die  Trägheitsgruppen  gleich  der  identischen  Substitution  1 
sein  für  alle  Primideale  p,  tp  dieser  Gruppe,  auch  für  die  Prim- 
ideale   

falls 

w  =  5  (mod  8), 
also 

-3w  =  1  (mod  8) 

ausfallen.  Die  überstrichenen  Verzweigungsgruppen  für  die  Prim- 
idealfactoren  von  (2)  treten  hier  nicht  auf,  weil  schon  die  Ver- 
zweigungsgruppen für  alle  Primideale  der  Gruppe  11  (b)  nicht  vor- 
handen sind.  Für  die  Primideale  dieser  Gruppe  stimmen  die  Zer- 
legungskörper, resp.  Trägheitskörper  mit  dem  quadratischen  Zahl- 
körper Jir(\/— 3wi),  resp.  mit  dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{\lm^  J) 
überein. 

Die  Primideale  der  Gruppe  II(c). 

Die  Zerlegungsgruppe  des  Primideals  p  zweiten  Grades  der 
Gruppe  II  (c)  von  K(^i,i)  ist  die  Gruppe  1,^,  r,  tr.  Die  Prim- 
ideale 

p,  =  (p,  Vm) 
und  

p,  =  (p,  V=3i^)  

der  quadratischen  Zahlkörper  K{s/tn)  und  K(^-'Sm)  sind  bekannt- 
lich in  dem  biquadratischen  Zahlkörper  Jir(\/m,  ()  nicht  von  einan- 
der verschieden;  es  ist  nämlich: 

p  =  tp  =  rp  =  trp. 

Um  die  Trägheitsgruppe  des  Primideals  p  zu  bestimmen,  be- 
nutzen wir  den  angeführten  Satz  (A),  wobei  wir  für  dieses  Prim- 
ideal p  den  quadratischen  Zahlkörper  K{i)  zu  Grunde  legen  und 
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den  biqnadratiflchen  ZaiilkSrper  K(\Jm,  {)  relativ  in  Bezug  auf  K{i) 
betrachten.  Wir  wissen,  dass  die  Relativdiscriminante  /)„  des 
biqnadratischen  Zahlkörpers  Z(Vm,  g)  in  Bezug  auf  K{1)  im  Falle 

m  s  1  (mod  4) 
den  Wert 

resp.  im  Falle 

m  ^  1  (mod  4) 
den  Wert 

Ai  =  (4m) 
besitzt.    Jede  ganze  Zahl  Sl  von  K{\jm^  {;)  lässt  sich  in  der  Gestalt 

^  ^  &+a,A+ü,A'  ^  (ä+bt)+  (a,+ä;e)^ + (a.+b,^) A' 

ß  c+dt 

schreiben;  worin  A  eine  ganze  Zahl  in  K{^,  i)  bedeutet,  welche 
congruent  0  nach  p^und  zugleich  nicht  congruent  0  nach  p^  aus- 
fallt, die  ä's,  die  Vb,  e  und  d  ganze  rationale  Zahlen  sind  und 
die  in  «:(£)  ganze  Zahl  c  +  dC  nitsht  durch  die  in  K(t)  gebildete 
Norm  von  p,  also  durch  die  rationale  Primzahl  pj  wobei 

p     =  — 1  (mod  8), 

Cp)  =P' 

ausfallen,  teilbar  ist. 

Wir  betrachten  zxmächst  den  Fall,  in  welchem 

P*2 
wird. 

In  diesem  Falle  ist  die  Relativdiscriminante  D^^  genau  durch 
das  Quadrat  des  in  (m),  aber  nicht  zugleich  in  (2),  falls  m  durch 
2  teilbar  ist,  aufgehenden  Primideals  p  teilbar.  Es  wird  also  die 
in  Bezug  auf  K{i)  gebildete  Relativdiscriminante  der  ganzen  Zahl 
j2,  d.  h.  die  ganze  Zahl 

(Ä— rß)*  =  0  genau  nach  p' 
sein;  daher  muss  die  ganze  Zahl 

Sl—rSl  =  0  genau  nach  p 

aasfallen.  Daraus  folgt,  dass  für  ein  jedes  nicht  in  (2)  aufge- 
hende Primideale  p  dieser  Gruppe  die  Trägheitsgruppe  aus  den 
Substitutionen  l,r,  die  Yerzweigungsgruppe  nur  aus  der  identi- 
schen Substitution  1  bestehen.  Für  die  nicht  in  (2)  aufgehenden 
Prisiideale  der  Gruppe  11  (c)  stimmen  die  Zerlegungskörper,  resp. 
Trägheitskörper,  resp.  Verzweigungskörper  mit  dem  Körper  der 
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rationaleii  Zahlen,   resp.  mit  dem  qnadraÜBchen  Zahlkörper  K{i), 

resp.  mit  dem  biqnadratischen  Zahlkörper  K{\lm,  g)  übereia. 

Wir  wenden  uns  jetzt  za  der  Betrachtung  des  zweiten  Falles, 

in  welchem 

jp  =  2 
ausfällt. 

Das  Frimideal  ))^  dieser  G-ruppe  kann  nur  dann  in  (2)  aufge- 
hen, also  gleich  (2,  \/m),  resp.  (2, 1+V^)  sein,  falls 

m  ^  1  (mod  4) 
und  zwar 

m  =  2  (mod  4), 
also 

m  =  2m', 

worin  m'  eine  ganze  rationale  ungerade  Zahl  bedeutet,  resp. 

m  =  3  (mod  4) 

ausfallt.    In  diesem  Falle  ist  die  Relativdiscriminante 

D.,  =  (4m)  =  (8»»'), 
resp. 

A.  =  (4»») 

genau  durch  (2,  07/)',  resp.  (2, 1+^^)*  teilbar.  Also  wird  die  in 
Bezug  auf  K{t)  gebildete  Relativdiscriminante  einer  jeden  in 
K{\lm^l)  ganzen  Zahl  Sl^  d.h.  die  ganze  Zahl 

(Ä  -  rSiy  =  0  genau  nach  (2,  \ln%)\  resp.  (2,  l+\/wi)* 

sein;  infolge  dessen  muss  die  ganze  Zahl 

(ß-rÄ)  =  0  genau  nach  (2,  \/w)%  resp.  (2, 1+Vwi)' 

ausfallen.  Daraus  schliessen  wir,  dass  die  Trägheitsgruppe  und 
die  mit  derselben  identische  Verzweigungsgruppe  des  Primideals 
(2,  v/wi),  resp.  (2,  l+\//»)  gleich  der  Gruppe  1,  r  sind.    Im  Falle 

M  =  2  (mod  4), 
resp. 

m  =  3  (mod  4) 

ist  die  einmal  überstrichene  Verzweigungsgruppe  von  (2,  \/m), 
resp.  (2, 1+SJm)  vorhanden  und  zwar  besteht  sie  aus  der  identi- 
schen Substitution  1,  weil  in  diesem  Falle  der  höchste  Exponent  L 
derjenigen  Potenz  des  erwähnten  Primideals  J),  nach  welcher  jede 
ganze  Zahl  Sl  in  K(Sjm,^)  der  zu  ihr  in  Bezug  auf  K{^)  relativ 
conjugirten  ganzen  Zahl  rSl  congruent  wird,  gleich  3,  resp.  2  ist. 
Für  die  in  (2)  aufgehenden  Primideale  dieser  Gruppe,  d.  h.  für  die 
Primideale  (2,  ^m),  (2, 1+V/m)  stimmen  die  Zerlegungskörper,  resp. 
Trägheitskörper  und  Verzweigungskörper,   resp.  die  einmal  über- 
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strichenen  Verzweigimgskörper  mit  dem  Körper  der  rationalen 
Zahlen,  resp.  mit  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(t)j  resp.  mit 
dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{^,  Q  überein. 


Die  Primideale  der  Qruppe  m  des  biquadratischen  Zahl- 
körpers K(}Jmjt). 

Die  Primideale  der  Gruppe  Ill(a). 

Die  Zerlegongsgmppe  des  Frimideals  I,    resp.  r(  ersten  Gra- 
des der  Gruppe  in(a)  von  K{^m,i)  ist  die  Gruppe  1,  <,  weil 

I  =  rt, 

resp. 

rl  =  M 

wird.  Da  nun  für  das  Primideal  (,  resp.  rl  der  Grad  f  gleich  1 
ist,  so  muss  seine  Trägheitsgruppe  mit  seiner  Zerlegungsgruppe 
identisch  sein.  Wegen  der  Eigenschaft,  dass  der  Grad  der  Ver- 
zweigungsgruppe von  (,  resp.  rl  eine  Potenz  von  drei  in  diesem 
FaUe  sein  muss,  wird  die  Verzweigungsgruppe  von  I,  resp.  rl, 
welche  zugleich  eine  Untergruppe  der  Trägheitsgruppe  l,t  ist, 
nur  aus  der  identischen  Substitution  1  bestehen.  Für  die  Prim- 
ideale dieser  Gruppe  stimmen  die  Zerlegungskörper  und  Trägheits- 
körper, resp.  Verzweigungskörper  mit  dem  quadratischen  Zahl- 
körper K(}Jm\  resp.  mit  dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{^^i) 
aberein. 

Die  Primideale  der  Gruppe  III(b). 

Die  Zerlegungsgruppe  des  Hauptprimideals  (  der  Gruppe  ni(b) 
von  KiSjfk^  f)  ist  die  Gruppe  1,  ^,  r,  *r,  weil 

I  =  rt  =  rl  =  tri 

wird.  Um  die  Trägheitsgruppe  dieses  Hauptprimideals  zu  bestim- 
men, können  wir  wieder  den  erwähnten  Satz  (A)  aus  der  Theorie 
des  Eummer'schen  Zahlkörpers  benutzen,  indem  wir  dann  den  bi- 
quadratischen Zahlkörper  K{\[m^  g)  relativ  in  Bezug  auf  den  qua- 
dratischen Zahlkörper  K{\[m)  zu  betrachten  haben.  Wir  wissen 
dass  die  in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K{sjni)  ge- 
bildete Belativdiscriminante  2)„  des  biquadratischen  Zahlkörpers 
^(V^,Ö  stets  den  Wert 

2)„  =  (3) 

besitzt.    Jede  ganze  Zahl  Sl  von  K{sjm^  £)  lässt  sich  in  der  Gestalt 
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ß  c-\-d\[nh 

schreiben,  worin  die  ö's,  die  6's,  c  und  d  entweder  ganze  rationale 
Zahlen  sind,  falls 

m  ^  1  (mod  4) 

ausfällt,  oder  gebrochene  rationale  Zahlen  bedeuten,  welche  nur 
die  rationale  Primzahl  2  in  der  ersten  Potenz  in  den  Nennern 
enthalten  können,  eventuell  auch  ganze  rationale  Zahlen  sein  kön- 
nen, falls 

m  =  1  (mod  4) 

ist,  und  die  in  K{\]m)  ganze  Zahl  (c+d\/fn)  zu  3  prim  ausfallt. 
Wir  sehen,  dass  die  Relativdiscriminante  Dj^  genau  durch  die 
zweite  Potenz  des  Hauptprimideals  (A)  teilbar  ist.  Es  wird  also 
die  in  Bezug  auf  K{^)  gebildete  Relativdiscriminante  einer  jeden 
in  K(  sjm^  g)  ganzen  Zahl  ß,  d.  h.  die  ganze  Zahl 

{Sl—tSiy  =  0  genau  nach  I* 

sein;  daher  muss  die  ganze  Zahl 

Sl—tSl  =  0  genau  nach  I 

ausfallen.  Infolge  dessen  wird  die  Trägheitsgruppe,  resp.  die 
Verzweigungsgruppe  für  dieses  Hauptprimideal  I  aus  den  Substi- 
tutionen 1,  ^,  resp.  aus  der  identischen  Substitution  1  bestehen. 
Für  dieses  Hauptprimideal  (A)  stimmt  der  Zerlegungskörper,  resp. 
Trägheitskörper,  resp.  Verzweigungskörper  mit  dem  Körper  der 
rationalen  Zahlen,  resp.  mit  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{\[m\ 
resp.  mit  dem  biquadratischen  Zahlkörper  jr(v/w,  g)  überein. 

Wir  werden  nun  in  der  Tabelle  XVII  die  Grade,  die  Zerle- 
gungskörper, die  Trägheitskörper  und  die  Verzweigungskörper 
der  Primideale  von  jr(0Ji,  0  angeben,  wobei  wir  das  Primideal 
(2,  \/w),  resp.  (2,  l+\/m)  mit  dem  Buchstaben  p'  bezeichnen  wollen. 

Indem  wir  uns  die  Tabelle  XVI  für  die  Zerlegung  der  Prim- 
ideale des  quadratischen  Zahlkörpers  £(£),  resp^  K(\jm)^  resp. 
£(V— 3/rt)  in  dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{\jm,Q  wieder  an- 
sehen, bemerken  wir,  dass  in  der  That  für  den  quadratischen 
Zahlkörper  /C(0,  resp.  Kiyjni),  resp.  K{sP^)  in  den  Fällen  I(b), 
I(c),  n(c)  resp.  II(a),  ni(a),  ni(b),  resp.  im  Falle  n(b)  die  Ei- 
genschaften der  Zerlegungskörper  und  Trägheitskörper  bestätigt 
sind. 

Zur  Bestimmung  des  höchsten  Exponenten  L  in  der  Congruenz 

ß-FÄ  =  0  (mod  <)*),  resp,  (mod  I*) 
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können  wir  im  Falle  11  (c),  resp.  ni(b)  anstatt  des  erwähnten 
Satzes  (A)  ans  der  Theorie  des  Enmmer'schen  ZahlkSrpers  anch 
die  in  der  Dissertation  von  Herrn  Amberg  abgeleiteten  Ansdriicke 
für  die  Basiszahlen  des  biqnadratischen  Zahlkörpers  K.{\jm,t^  be< 
nutzen. 

Wir  wollen  jetzt  die  Einschränkung ,  m  soll  prim  zu  3  sein, 
weglassen. 

Ist  non  m  durch  3  teilbar,  so  können  wir  ebenfalls  die  Ta- 
bellen XI,  Xn,  Xm,  XIV,  XV,  XVI,  XVn  benutzen,  in  denen 
wir  dann  überall  anstatt  m  die  ganze  rationale  zu  3  prime  Zahl 
— m,  einsetzen  müssen. 

Wir  haben  in  §  9  die  Zahl  fi,  resp.  ft,  als  eine  ganze  Zahl 
des  biquadratischen  Zahlkorpers  K{\Jfn^  f),  resp.  Ki^J—m^^  £)  einge- 
führt. Wollen  wir  die  in  K(^m,l),  resp.  X(\/— m„C)  ganze  Zahl 
fi,  resp.  fij  als  Hauptideal  auffassen,  so  können  wir  das  Haupt- 
ideal (fft),  resp.  (ji^  als  Product  gewisser  Primideale  des  biquad- 
ratischen Zahlkörpers  K{^fn,0,  resp.  ir(^— w^,  g)  darstellen. 

Wir  werden  hier  mit  Hilfe  derjenigen  Bedingungen,  denen 
die  in  jK^(^iw,g),  resp.  K(^—in^,  C)  ganze  Zahl  fi,  resp.  fi,  im  Falle 
des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{S]m^  g,  %) ,  resp. 
Z(\^^,  g,  -Ö-,)  genügt ,  diejenigen  Primideale  des  biquadratischen 
Zahlkörpers  K{^m,i)j  resp.  K{\J—m^^  C)  bestimmen,  welche  in  sol- 
chen Potenzen  in  (^),  resp.  (ft,)  auftreten  dürfen,  deren  Exponen- 
ten zu  3  prim  ausfallen. 

Wir  wissen,  dass  die  in  K(\fm,^,  resp.  JSr(\/— m^g)  ganze  Zahl 
fi,  resp.  iii  im  Falle  des  Galois' sehen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
K{^m,  g,d),  resp.  K{^—in^,  g,  ö-j)  den  Bedingungen : 

litii  =  iir(i  =  *•, 
resp. 

genügen  muss. 

Indem  wir  die  der  von  uns  in  §  3  angewandten  Ueberlegung 
entsprechende  Untersuchung  vornehmen  und  für  das  Hauptideal  ((i), 
resp.  (f*J   das  Product   der   beliebigen  Primideale   von    K{\Jm,t)j 

resp.  JE'(V— »»1,  S)   mit  beliebigen  Exponenten  hinschreiben  und  be- 
rücksichtigen, dass  die  Hauptideale  (ft^ft),  (/»>•/*),  resp.  (f*,yf*i),  (^) 

gleich  der  dritten  Potenz  eines  Hauptideals  sind,   so  kommen  wir 
zu  dem  folgenden  Resultat. 
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In  dem  flauptideal  (ii)  dürfen  folgende  Prodncte  der  Prim- 
ideale  von  K{\Jm,  {)  aufgehen ,  wobei  diese  Primideale  mit  den  zu 
3  primen  Exponenten  genommen  werden: 

1)  das  Product  p''t}/'rp''trp''  der  Primideale  der  Gruppe  I(a) 
von  K{\/fnj  Q ;  dabei  sollen  gleichzeitig  die  Congruenzen 

e  =  1,  2  (mod  3), 

/•  =  2,  1  (mod  3), 

9  =  2,1  (mod  3), 

Ä  =  1,  2  (mod  3) 

erfüllt  werden;   daraus  folgt,   dass  in  ((i)  das  Product  pi'tp*^  der 
Primideale  der  Gruppe  I(a)  von  JS:(V~3m),  wobei 

«  =  1,  2  (mod  3), 
f  =  2,1  (mod  3) 
sind,  aufgehen  darf; 

2)  das  Product  p'-tp^  der  Primideale  der  Gruppe  TL(h)  von 
Ä'(\/w,  S)  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Product  p;-<pi  der  Primideale 
der  Gruppe  II  (b)  von  K  (\/-3w),  wobei  die  Congruenzen 

c  =  1,  2  (mod  3), 
/•  =  2,  1  (mod  3) 
gleichzeitig  bestehen  müssen. 

Die  übrigen  Primideale  von  K(\fmj  C)  dürfen  in  (^)  nur  mit 
solchen  Exponenten  auftreten,  welche  durch  3  teilbar  sind. 

In  dem  Hauptideal  (ft J  dürfen  folgende  Producte  der  Prim- 
ideale von  JS:(\/~m„g)  aufgehen,  wobei  diese  Primideale  mit  den 
zu  3  primen  Exponenten  genommen  werden: 

1)  das  Product  p'-ip^-rp^-irp"  der  Primideale  der  Gruppe  I(a) 

von  K  (Sj-^m^j  t) ',   dabei  sollen  die  Exponenten  e,  f,  g,  h  den  Con- 
gruenzen 

6  =  1,  2  (mod  3), 

/*  =  1,  2  (mod  3), 

^  =  2, 1  (mod  3), 

A  =  2,  1  (mod  3) 
gleichzeitig  genügen;    daraus  folgt,   dass   (fi^  das  Product  <);rp; 
der  Primideale  der  Gruppe  I(a)  von  A:(V/^),  wobei  gleichzeitig 

c  =  1,  2  (mod  3), 

g  =  2,1  (mod  3) 
sind,  enthalten  darf; 

2)Jlas  Product  p'-rp^  der  Primideale  der  Gruppe  n(a)  von 
Ä'(V~mj,  f),  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Product  p^-rp^  der  Prim- 
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ideale  der  Gruppe  II  (a)  von  K{\f-fn^^  wobei  die  Congruenzen 

c  =  1,  2  (mod  3), 
/•  =  2, 1  (mod  3) 

gleichzeitig  bestehen  müssen; 

3)  das  Product  VrV  der  Primideale  der  Gruppe  Ill(a)  von 
Z(V— Wj, Ö»  wobei  die  Exponenten  e,f  die  Congruenzen: 

e  5  1,  2  (mod  3), 
/•  s  2, 1  (mod  3) 

gleichzeitig  befriedigen  müssen. 

Ausserdem  darf  natürlich  (jk^  die  übrigen  Primideale  von 
K{^—m^,  Q,  aber  nur  mit  den  durch  3  teilbaren  Exponenten,  als 
Factoren  enthalten. 

Die  Einheiten  von  K(^m,t)j  resp.  Ä'(\/— w^,  g)  welche  in  /i, 
resp.  ^j  vorkommen,  sollen  infolge  der  angegebenen  Bedingungen 
stets  von  t  und  t*  verschieden  sein. 

Es  ist  klar,  dass  die  hier  von  uns  angeführten  Primideale 
der  Gruppen  I(a),  IJ(b),  resp.  I(a),  II(a),  Ill(a)  von  K{\Jm,i)^  resp. 
K{^'-m^J  t)  in  dem  Hauptideal  (ft),  resp.  (ft,)  auch  mit  solchen  Ex- 
ponenten aufgellen  dürfen,  welche  durch  3  teilbar  sind. 


§  12. 

Aufstellung  der  Relativdiscriminante  des  Galoisschen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades  Ä(Vw,f,d),  resp.  jBr(Vmi,f,^,)  in 
Bezog  auf  den  biquadratischen  Zahlkörper  K[\lm^l),  resp. 
K{^—m^^  t).  Berechnung  der  Discriminante  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  K[\lm,Z,d),  resp.  jBl(V— mi,?,^,). 

Wir  haben  in  §  9  den  Zahlkörper  zwölften  Grrades  K  {^m^Cj^) 
als  einen  relativ-Gralois'schen-Aberschen-cyklischen  Zahlkörper  in 
Bezug  auf  den  biquadratischen  Zahlkörper  K{\Jm^  g)  definirt.  Wir 
dürfen  also  hier  den  BegrijflP  der  Belativdiscriminante  des  Zahl- 
korpers  zwölften  Grades  K  {^m,  C,  ^)  in  Bezug  auf  K  {sjm^  ()  ein- 
fuhren. 

unter  der  Belativdiscriminante  D^  des  Zahlkör- 
pers zwölften  Grades  K{}fn,i^&)  in  Bezug  auf  den  bi- 
qnadratischen  Zahlkörper  iSr(V^,  t)  verstehen  wir  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Teiler  der  Belativ- 
discriminanten 
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{Ä-sAy  {A-s^Ay  {sA-s^Ay 

aller  ganzen  Zahlen  A  des  Zahlkorpers  zwölften 
Grades  K{\fm,t,e'). 

Der  biquadratische  Zahlkörper  K{^,t)  ist  bekanntlich  ein 
Galois'scher  Abel'scher  Zahlkörper  im  Rationalitätsbereiche  1. 

Es  gilt  der  folgende  fondamentale  Satz: 

Jeder  Galois'sche  Abel'sche  Zahlkörper  im  Be- 
reiche der  rationalen  Zahlen  ist  ein  Kreiskörper^). 

Infolgedessen  dürfen  wir  den  biquadratischen  Zahlkörper 
K{\Jmj  g) ,  resp.  den  Zahlkörper  zwölften  Grrades  Kiyjm,  f,  d)  als 
einen  Kreiskörper,  resp.  als  einen  verallgemeinerten  Kummer'- 
sehen  Zahlkörper  auffassen,  der  auf  Grund  des  in  einem  gewissen 
Kreiskörper  liegenden  Galois'schen  AbeVschen  biquadratischen  Zahl- 
körpers K  {\jm^  C)  durch  Adjunction  zu  demselben  der  ganzen  Zahl 

%>  =  \jm 
gebildet  wird.  _ 

Da  nun  der  Zahlkörper  zwölften  Grades  Ki^m^Z,^)  ein  in 
Bezug  auf  K  sjm,  C)  relativ-Galoia'scher-Aberscher-cyklischer  Zahl- 
körper vom  Relativgrade  drei  ist,  so  können  wir  hier  den  uns 
wohlbekannten  Fundamentalsatz  aus  der  Theorie  des  Kununer*- 
schen  Zahlkörpers  zur  Berechnung  der  Relativdiscriminante  D» 
von  K{\jm^t^^xf)  in  Bezug  auf  K{^m^t^  zur  Anwendung  bringen, 
indem  wir  beachten  müssen,  dass  in  unserem  Falle  hier 

l  =  3 

ist  und  diejenigen  Primideale  von  K{^'m^  g)  besonders  berficksich- 
tigt  werden  sollen,  welche  als  Factoren  in  (3)  aufgehen. 

Wir  sprechen  diesen  Fundamentalsatz  folgendermassen  aus: 
Geht  ein  von  dem  Primideal  I  oder  rl  der  Gruppe 
UI(a),  resp.  von  dem  Hauptprimideal  I  der  Gruppe  IU(b) 
verschiedenes  Primideal  q  des  biquadratischen  Zahl- 
körpers JSrV^iS)  ii^  dem  Hauptideal  (fi)  genau  zur  eten 
Potenz  auf,  so  enthält,  wenn  der  Exponent  e  zu  3 
prim  ist,  die  Relativdiscriminante  2>^  des  Zahlkör- 
pers zwölften  Grades  K{\fm^%^%)  in  Bezug  auf  den 
biquadratischen  Zahlkörper  K{^m,i)  genau  die  zweite 
Potenz  von  q  als  Factor.  Ist  dagegen  der  Exponent 
e  ein  Vielfaches  von  3,  so  fällt  die  erwähnte  Rela- 
tivdiscriminante Dj^  prim  zu  q  aus. 

Was  die  Primideale  I,  rl  der  Gruppe  IQ  (a),  resp.  das  Haupt- 


1)  „Bericht«'  p.  889. 
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primideal  I  der  Gmppe  in(b)  von  K{^m,Q  angeht,  so  scbliessen 
wir  den  Fall  ans,  dass  (fi)  durch  I,  rl,  resp.  I  teilbar  ist  und  I,  r(, 
resp.  I  genan  in  einer  solchen  Potenz  enthalt,  deren  Exponent 
durch  3  teilbar  wird;  in  einem  solchen  Falle  können  wir  stets 
solch  eine  in  K{^{m^  g)  ganze  Zahl  ft*  finden,  so  dass  (ji*)  prim  zu 
I  oder  r(,  resp.  I  ausfällt,  wobei  die  bestimmt  ausgewählte  dritte 

Wurzel  %*  aus  j**,  also  

d*  =  (^^* 
denselben  Zahlkorper  zwölften  G-rades  K{yfnji^%*)j  wie  £(\/m, {;,d) 
definirt.  Bezüglich  eines  jeden  der  in  (3)  aufgehenden  Primideale 
von  £'(0n, £)  müssen  wir  also  nur  zwei  Fälle  unterscheiden,  je 
nachdem  (ft)  genau  durch  solch  eine  Potenz  dieses  Primideals  teil- 
bar ist,  deren  Exponent  zu  3  prim  ausfäüt,  oder  dieses  Prim- 
ideal gar  nicht  enthält. 

Im  ersteren  Falle  ist  die  Relativdiscriminante 
D^  von  £(^m,  S;,'^)  in  Bezug  auf  £'(V^,  {;)  genau  durch 
die  achte  Potenz  des  Primideals  I  oder  r(  der  Gruppe 
in(a),  resp.  I  der  Gruppe  UI(b)  von  iC(V^,  g)  teilbar. 

Im  zweiten  Falle  können  wir  stets  eine  Zahl 
a  i n  K(^ni, ()  finden,  so  dass  ft  congruent  a'  nach  der 
»ten  Potenz  des  betreffenden  Primideals  von  Ki^ntjC) 
ausfällt,  wobei  u  den  höchsten  Exponenten  bedeutet. 

Die  Relativdiscriminante  D^  ist  im  Falle  u>S  zu 
dem  in  Rede  stehenden  Primideal  prim.  Sie  ist  da- 
gegen im  Falle  tt<:3  genau  durch  die  2(4— «<)te,  d.  h. 
durch  die  sechste,  falls  der  erwähnte  höchste  Ex- 
ponent u  gleich  1  ist,  durch  die  vierte,  falls  der 
erwähnte  höchste  Exponent  u  gleich  2  wird,  Potenz 
dieses  Primideals  teilbar. 

Wir  sehen  daraus,  dass  diejenigen  Primideale  q  des  biquadra- 
tischen Zahlkörpers  K{\jm^  £),  welche  in  (ft)  genau  mit  den  durch 
3  teilbaren  Exponenten  auftreten,  und  das  Vorhandensein  in  (fi) 
des  Primideals  I  oder  rl  der  Gruppe  III  (a),  resp.  I  der  Gruppe 
in(b)  von  jC(\/m,  C)  genau  mit  den  durch  drei  teilbaren  Exponen- 
ten keinen  Einfluss  auf  die  Natur  des  Zahlkörpers  zwölften  Gra- 
des £'(Vm,  S,  6)  ausüben  können. 

Der  angeführte  Fundamentalsatz  ist  giltig  für  einen  jeden  be- 
liebigen Zahlkörper  zwölften  Grades  K{Sfn,l,6). 

Wir  wollen  hier  aber  ihn  benutzen  nur  zur  Berechnung  der 
Relativdiscriminante  D^  des  GsJois'schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  J!f(Vw,  fe-ö"),  resp.  Jr(V^^„  g,  *,)  in  Bezug  auf  den  biqua- 
dratiicfaen  Zahlkorper  £(Vm,{),  resp.  K{\[^^,1). 
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Im  ersten  Teile  vorliegender  Arbeit,  nämlich  in  §  4,  haben 
wir  bei  der  Berechnung  der  Relativdiscriminante  des  Gralois'schen, 
resp.  Galois'schen  AbeFschen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K  (t,  ^) 
von  der  dort  eingeführten  in  if (g)  ganzen  Zahl  /li  den  Factor  fi* 
abgesondert  von  der  Eigenschaft,  dass  (/t*)  dnrch  keine  dritte  Po- 
tenz eines  Primideals  in  K{^  teilbar  war,  and  die  in  £((,<&)  ganze 
Zahl 

denselben  Zahlkörper   sechsten  Grades ,   wie  die  in  iiC(g,  d)  ganze 
Zahl 

anf  Grand  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{^  definirte. 

Im  zweiten  Teile  vorliegender  Arbeit  können  wir  bei  der  Be- 
rechnung der  Relativdiscriminante  D^  des  Galois' sehen  Zahlkör- 
pers zwölften  Grades  K{\Jm^t,^d)^  resp.  K  (\/— w^,  J;,  ^^  in  Bezug 
auf  den  biquadratischen  Zahlkörper  ir(V^,  g),  resp.  Z(\/--m„£) 
von  der  hier  eingeführten  in  K{ylm^^,  resp.  JBr(^— nij,  f)  ganzen 
Zahl  fi,  resp.  ft^  nicht  immer  solch  einen  Factor  fi*,  resp.  pf 
abtrennen,  von  der  Beschaffenheit,  dass  (ft*),  resp.  (fif)  durch 
keine  dritte  Potenz  eines  Primideals  von  K{^fnfQ,  resp.  K{^—m^fQ 
teilbar,  zugleich  aber  der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grades 
K(^m,i,d*),  resp.  ir(V— wi„g,  ^*)  wobei  ^,  resp.  ^•f  eine  be- 
stimmt ausgewählte  dritte  Wurzel  aus  /i*,  resp.  ft*  bedeutet,  mit 
dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{^m,  {,  d),  resp. 
i(\/— »Wi, 6, -d",)  identisch  sein  würden,  erstens,  weil  die  Anzahl 
der  Idealklassen  in  K{^m^)^  resp.  K{^m^jt)  im  Allgemeinen  von 
1  verschieden  ausfällt,  also  auch  nicht  ein  jedes  Primideal  von 
K(\Jfn,  g),  resp.  K{^^j  g)  zugleich  ein  Hauptprimideal  in  K{\lm^t^, 
resp.  JC(V— w„g)  wird,  und  zweitens,  weil  wir  bei  der  Wahl  der 
ganzen  Zahl  fi,  resp.  fi^,  nicht  aus  den  Grenzen  des  quadratischen 
Zahlkörpers  JC(v/— 3m),   resp.  K{\l—m^  heraustreten  wollen. 

Wir  können  aber  stets  im  Falle  eines  beliebigen  Zahlkörpers 
K{^m,  Zj  ^)  bei  der  Betrachtung  der  Beziehungen  zwischen  der  in 
JJL  (^,  g)  ganzen  Zahl  fi  und  dem  beliebigen  Primideal  \o  des  bi- 
quadratischen Zahlkörpers  iiC(\/m,  g),  wobei 

W  =  q, 
oder 

to  =  I  oder  rl, 
resp. 

to  =  l 

sein  mag,  solche  eine  in  JL(\/m,  g)  ganze  Zahl  fi*  finden,   von  der 
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Beschaffenheit,  dass  (jji*)  durch  die  dritte  Potenz  des  erwähnten 
Primideals  tt)  nicht  teilbar  ist,  wohl  aber  die  dritten  Potenzen 
der  anderen  nicht  in  Betracht  kommenden  Primideale  von  K{Sjm,i) 
enthalten  kann,  zugleich  aber  der  Zahlkörper  zwölften  Grades 
K{\Jm,  g,  &*)  mit  dem  Zahlkörper  zwölften  Grades  K(Sjm,  g,  »)  iden- 
tisch ist,  wobei  ^*  eine  bestimmt  ausgewählte  dritte  Wurzel  aus 
IL*  bedeutet*). 

In  der  That  enthält  (ji)  den  Factor  »',  wobei 

e  =  0  (mod  3) 
ausfällt,   und  bezeichnen  wir  mit  «   und  v  zwei  ganze  Zahlen  in 
K{\Jm,i)  von  der  Beschaffenheit,   dass   (ä)   durch  to,   aber  nicht 

durch  »*,   und  (v)  durch   ^-^,   aber  nicht  durch  »  teilbar  sind,  so 

xo 

wird  die  in  K(^fn,t)  ganze  Zahl 

die  verlangte  Eigenschaft  besitzen. 

Wir  wollen  im  Folgenden  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkör- 
pers zwöKten  Grades  K(^m,  ^,d)f  resp.  K{^—m^j  f,'9',)  mit  (i*,  rjösp. 
itf  nur  bei  der  Betrachtung  der  Beziehungen  zwischen  der  in  Ä'(\/m,{;), 
resp.  jr(^— m„g)  ganzen  Zahl  ii,  resp.  ft^  und  dem  in  (3)  aufgehenden 
Primideal  I  oder  rl  der  Gruppe  in(a),  oder  dem  in  (3)  aufgehen- 
den Hauptprimideal  I  der  Gruppe  Ill(b)  von  K{>Jm,  f),  resp.  K{\j—m^^  l) 
diejenige  in  -K^(\/üw, g) ,  resp.  K{\j—m^^^  ganze  Zahl  bezeichnen, 
durch  welche  f&,  resp.  ft^  ersetzt  werden  kann,  welche  in  dem  qua- 
dratischen Zahlkörper  Z(V— 3m),  resp.  Z'(V— wj  enthalten  ist, 
wobei  (f**),  resp.  (f**)  nicht  durch  die  dritten  Potenzen  der  ange- 
fahrten Primideale  der  Gruppen  in(a),  ni(b),  wohl  aber  durch 
die  dritten  Potenzen  der  anderen  nicht  in  (3)  aufgehenden  Prim- 
ideale q  von  JE'(V»i,  g),  resp.  K{\j—m^,f^  teilbar  sein  kann,  weil  es 
fiir  unsere  Zwecke  ausreichend  ist. 

Wir  beginnen  mit  dem  ersten  Falle  des  Galois'schen  Zahl- 
korpers  zwölften  Grades  K{\jm^i^%)^  wobei 

m^O  (mod  3) 

aasfallt,  und  die  in  K(^,  i)  ganze  Zahl 

II  =  ^^ 

m  quadratischen  Zahlkörper  K{sf-Öm)  liegt,  also  von  der  Gestalt 


1)  »Bericht«  p.  895. 
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ist,  und  den  Bedingungen 

worin  S  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  genügt. 

Wir  haben  in  §  12  gefanden,  dass  in  diesem  Falle  das  Haupt- 
ideal  (ft)  die  Primideale  |J,,  ip^  der  Gruppe  I(a),  resp.  II  (b)  des 
quadratischen  Zahlkörpers  K{^—3m)  zu  gleicher  Zeit  mit  den  zu 
3  primen  Exponenten  enthalten  darf. 

Daraus  folgt,  dass  die  Belativdiscriminante  D» 
des  G-alois's  chen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
Ül  (\/w,  g, -Ö")  in  Bezug  auf  X(\/m,  g)  stets  genau  durch 
dieQuadrate  derjenigen  rationalen  Primzahlhaupt- 
ideale (p)  der  Gruppen  I(a),  II(b)  teilbar  sein  wird, 
deren  in  K{^—3m)  liegenden  Primideal factoren  p„ 
tp^  in  (ji)  genau  mit  den  zu  3  primen  Exponenten 
aufgehen. 

Jetzt  müssen  wir  untersuchen,  unter  welchen  Umständen  diese 
Relativdiscriminante  JD^  das  Primideal  I  oder  rl  der  Gruppe  ni(a), 
resp.  l  der  Gruppe  in(b)  von  Ki^^m,^)  enthalten  wird. 

Zunächst  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  des 
Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{^,ijd) 
diese  Relativdiscriminante  D^  den  Idealfactor  ( 
oder  rl  der  Gruppe  Ill(a),  resp.  I  der  Gruppe  ni(b) 
von  Ä'(\/w,g)  niemals  genau  in  der  achten  Potenz 
enthalten  darf,  weil  bekanntlich  in  diesemFalle 
in  dem  Hauptideal  (ji)  die  Primideale  der  Gruppen 
lll(a),  in(b)  von  K{\/ik,t)  nur  mit  den  durch  3  teilba- 
ren Exponenten  aufgehen  dürfen. 

Es  handelt  sich  jetzt  darum  zu  entscheiden,  ob  wir  für  eine 
gegebene  in  Kisjm^  f)  ganze  Zahl  ^,  welche  stets  durch  solch  eine 
in  K{^m,i)  ganze  Zahl  fi*  ersetzt  werden  kann,  dass  (ft*)  nicht 
durch  die  dritte  Potenz  von  I  oder  rl,  resp.  I  teilbar,  und  infolge 
dessen  (ft*)  in  diesem  Falle  das  Primideal  I  oder  rl  der  Gruppe 
in(a),  resp.  I  der  Gruppe  lll(b)  von  K{>Jm,^)  überhaut  nicht 
enthalten  wird,  eine  Zahl,  und  zwar  eine  ganze  Zahl  a  in  Jr(\/w,5) 
von  der  Eigenschaft  finden  können,  dass 

f**— «'  =  0  entweder  genau  nach  I  oder  rl, 
resp.  I,  oder  genau  nach  I*  oder  rl*, 
resp.  I*,  oder  mindestens  nach  P  oder  rl", 
resp.  1' 


k^ 
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ansfallt ;  zugleich  mass  natürlich  das  Hanptideal  (a)  prim  za  I  oder 
rlf  resp.  I  sein. 

Wir  haben  mit  (i*  diejenige  ganze  Zahl  in  K^jt)  bezeich- 
net, dnrch  welche  die  in  K{>Jm,  Q  ganze  Zahl  (i  ersetzt  werden 
kann,  wobei  {(i*)  stets  relativ  prim  zu  l  oder  r(,  resp.  I  in  diesem 
Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K(^m,i,d) 
angenommen  werden  soll.    Da  nnn  die  in  K(^ft,^)  ganze  Zahl 

denselben  Zahlkörper  zwölften  Grades  £(^,C, '&)i  wie  die  in 
K{\/m,  tj  ^)  ganze  Zahl 

^  =  \IJi 

anf  Grand  von  jEr(\/m,  g)  definirt,  so  müssen  im  Falle  des  Galois*- 
schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades   K{\jmy  (,  6)  die  Gleichongen 

bestehen,  worin  d*  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  and  das 
Hanptideal  (ft*)  dieselben  Frimideale  p„  tp^  der  Gruppen  I(a),  II(b) 
von  -ff( V— 3m) ,  wie  das  Hauptideal  (f»),  mit  den  zu  drei  primen 
Exponenten  enthält. 

Wir  nehmen  die  in  K(^,i)  ganze  Zahl  fi*  von  der  Form 

ji*  =  Oj  +  \  Sj—bm 

an,  worin  a^,  h^  rationale  Zahlen  bedeuten,  welche  gleichzeitig 
entweder  ganze  rationale  Zahlen  sind  oder  eventuell  im  Falle 

m  =  1  (mod  4) 

auch  gebrochene  rationale  Zahlen  sein  köimen,   welche  dann  in 
den  Zählern  ganze  rationale  ungerade   Zahlen,   in  den  Nennern 
nur  die  rationale  Primzahl  2  in  der  ersten  Potenz  enthalten  müs- 
sen, weil  ja  IL*  eine  in  Jr(v/— 3m)  ganze  Zahl  sein  solL 
Es  wird  dann 

stets  congruent  1  nach  9  ausfallen,  weil  ja  S*  eine  ganze  ratio- 
nale nicht  durch  3  teilbare  Zahl  ist,  da  nun  das  Hauptideal  (ft*) 
das  Primideal  I  oder  K,  resp.  I  nicht  als  Factor  enthalten  darf. 
Es  musB  also  stets  die  ganze  rationale  Zahl 

a^  =  ±1  mindestens  nach  3, 

resp.  der  2iähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^  If  1  congruent 
0  mindestens  nach  3  ausfallen« 

14* 
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Wir  wollen  hier  zwei  Fälle  auseinander  halten,  je  nachdem 
die  ganze  rationale  Zahl  h^,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen 
rationalen  Zahl  b^  zu  3  relativ  prim  oder  durch  3  teilbar  ist,  also 

6.  =  36. 

ausföllt,    worin  b^  wieder   eine  ganze,    resp.  gebrochene  rationale 
Zahl  bedeutet.  _ 

Wir  bilden  zunächst  die  dritte  Potenz  einer  in  K{\Jfnj  {)  gan- 
zen Zahl  a,  welche  wir  in  der  Form 


annehmen,  worin  die  rationalen  Zahlen  a\  V,  c'  d'  gleichzeitig 
entweder  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  oder  gebrochene  ratio- 
nale Zahlen  sein  können,  welche  auf  den  Generalnenner  gebracht 
in  demselben  nur  die  rationale  Primzahl  2  in  der  ersten,  bez. 
zweiten  Potenz  enthalten  dürfen,  welche  also  die  Form 

,  a"    j^,  b"     f  c"     ,,  cT 

»   —  -g- »  «^   —  2"'  ^   —  2'  2"' 

bez. 

^"  J»"  4«"  *y 

besitzen  müssen,  worin  a",  b",  (!\  d"  ganze  rationale  Zahlen  sind. 
Bedeuten  nun  a',  b\  c\  d'  gebrochene  rationale  Zahlen,  so  wird 
wegen  der  Congruenz 

ft*  =   ( ^— —  j  mindestens  nach  l  od.  rl,  resp.  I, 

bez. 

*  -  K  +  ¥\f=3i^+  c"\j^+drsjm\'     .    ,    ,  .  ,    ^    r  t 

/i*  =  I ' 2 — ^-— I    mindestens  nach  l  od.  rl,  resp.  l 

auch  die  Congruenz 

8^*  =  (a"+¥^^^^+cy^+cF'\jmy  mindestens  nach  I  od.rI,  resp.!, 

bez. 

64fi*  =  (a"H-&'V=^+c"V^  +  d"Vm)»  mindestens  nach  I  od.  rl,  resp.  I 

erfüllt.    Da  nun  die  in  £'(\/m,  S,'^)  ganze  Zahl 

V^8jl*  =  2v^^  =  2^,   bez.  v^6V  =  4^f**  =  4^ 

denselben  Gralois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  JSL(^,f,*), 
wie  die  in  iC(\/w,f, '^)  ganze  Zahl  d*  auf  Grund  von  JE(^m,  Q  de- 
finirt,  so  können  wir  stets  a  gleich  a'  +  V^—3m+c'^^+d'^m  an- 
nehmen, worin  a',  b\  c\  d'  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten.  Zu- 
gleich wird  stets 


SIS 

a  =  a'+d*^t  mindestens  nach  A, 
also  auch  mindestens  nach  der  ersten  Potenz  des  Frodactes  i-r{ 
der  Primideale  I,  rl  der  Gruppe  in(a),  resp.  des  Hauptprimideals 
I  der  Gruppe  ni(b)  von  E{^,t)'  Da  nun  das  Hauptideal  (a) 
prim  zu  I  oder  rl,  resp.  I  ausfallen  soll  und  im  Falle,  dass  (3)  in 
K{^tn)  zerlegbar,  resp.  unzerlegbar  wird,  der  quadratische  Zahl- 
korper  K{\fm)  bekanntlich  die  Quadrate  der  Primideale  I,  r\  der 
Gruppe  in(a)  von  K(^m,i)j  resp.JLas  Quadrat  des  Hauptprim- 
ideals I  der  Gruppe  in(b)  von  K(^ni,i),  also  nur  das  rationale 
Primzahlhauptideal  (3)  enthält,  so  darf  die  in  K(Sjm)  gebildete 
Norm  von  a'  +  d'^,  also  die  ganze  rationale  Zahl 

resp.  die  ganze  algebraische  Zahl  a!+d*\Jm  selbst  nicht  durch  3 
teilbar  sein.     Wird  nun  (3)  in  K\jm)  zerlegbar,  ist  also 

f»  =  1  (mod  3), 

so  dfirfen  die  beiden  ganzen  rationalen  Zahlen  a\  d'  nicht  gleich- 
zeitig durch  3  teilbar  sein ;  sie  dürfen  auch  nicht  gleichzeitig  prim 
zu  3  ausfallen,  weil  ja  dann 

a'^^d'hn  =  a'«-d'«  =  0  (mod  3) 

sem  wurde ;  es  muss  also  die  eine  von  den  beiden  ganzen  rationa- 
len Zahlen  a\  d'  durch  3  teilbar,  die  andere  aber  dann  nicht  durch 
3  teilbar  sein.    Ist  aber  3  in  K{Slm)  unzerlegbar,  fällt  also 

m  =  — 1  (mod  3) 

aas ,  so  dürfen  die  beiden  ganzen  rationalen  Zahlen  a',  ä'  nicht 
gleichzeitig  durch  3  teilbar  sein;  sie  können  aber  auch  eventuell 
gleichzeitig  zu  3  prim  ausfallen.  Indem  wir  die  dritte  Potenz 
von  a  bilden,  erhalten  wir  den  folgenden  Ausdruck: 

a»  =  [(o'+d'0^)  +  (c'-f-6'V/^i)V/=3]»  =  {d  +  W\Jmy+ 

-h3V^(a'+d'V^)«(c'-f-&'\/^)-9(a'+d'V»»)(ö'+*'0»)'-- 
-3V^(c'+&'0J»)»  =  a'»-h3a'd'«w-)-\/^*(3a'»d'-)-d'»m)-f- 

+3VC3  [o'V-c'»+c'd"»H-2a'6'd'm  +  V^(2aVd'-f-a'»6'+6'd'»m-6'»m)] 

(mod  9). 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dass  die  ganze  rationale  Zahl 

o'  *  0  (mod  3) 

ansföllt,  also   die   ganzen  rationalen  Zahlen  a',  a",  a"  den  Con- 


f^:::-^:^^  ^r.  1 


fj  -■' 
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gruenzen: 

a'  =  ±1  (mod3), 
a'«  =  1  (mod  3), 
a'»  =  ±1  (mod  9) 

genügen.    Dann  wird 

+  VSi  (2a W  +  a!^V + Vd!^m  -  6'»m)]  (mod  9) 

sein,  weil  die  ganze  rationale  Zahl 

a'h'^d^  =  d(p!^-d^)  s  0  (mod  3) 

stets  ausfallt y   abgesehen  davon,   ob  die  ganze  rationale  Zahl  c' 
durch  3  teilbar  oder  nicht  teilbar  ist. 

Wir  beginnen  zunächst  mit  dem  Falle,  in  welchem  die  ganze 
rationale  Zahl  h^^  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen 
Zahl  h^  den  Factor  3  nicht  enthält. 

Damit  die  Differenz  ^*^a^  congraent  0  mindestens  nach  der 
ersten  Potenz  des  Primideals  I  oder  r\  der  Gruppe  in(a),  resp.  I 
der  Gruppe  IU(b)  von  K(sjmj  {;)  ausfällt,  muss  die  ganze  rationale 
Zahl  ä!  congruent  0  nach  3  angenommen  werden.  In  der  That 
können  wir  infolge  der  gemachten  Annahme  die  ganze  rationale 
Zahl 

a'  =  ±1 

wählen,  falls  die  ganze  rationale  Zahl 

a,  =  ±  1  (mod  3), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^  +  1  congraent 
0  nach  3  ausfällt;  bei  der  Betrachtung  der  Differenz  /ü*— a^  sehen 
wir,  dass  alle  Glieder,  das  Glied  ä'^m\/m  ausgenommen,  den  Fac- 
tor V~~^  in  der  ersten  Potenz  sicher  enthalten.  Hieraus  folgt, 
dass  d'  der  eben  angeführten  Bedingung  genügen  muss,  was  auch 
mit  den  Eigenschaften  von  a  im  Einklang  steht.  Da  nun  in  der 
Differenz  ft*— a®  die  ganze  rationale  Zahl  5^,  resp.  der  Zähler  der 
gebrochenen  rationalen  Zahl  \  relativ  prim  zu  3  ausfällt,  so  wer- 
den alle  Glieder,  das  Glied  h^sj—^m  ausgenommen,  durch  den  Fac- 
tor 3  mindestens  in  der  ersten  Potenz  teilbar  sein. 
Daher  wird  in  diesem  Falle  stets 


fi*  =  aj+ftjV—Sm  =  ±1  genau  nach  A, 

also  auch  genau  nach  der  ersten  Potenz  des  Primideals  I,  zugleich 
auch  rl  der  Gruppe  III (a),  resp.  I  der  Gruppe  in(b)  von  K(sjm,tj 
ausfallen,  wenn  die  ganze  rationale  Zahl 
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a^  a  ±1  (mod  8), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^  +  l  congraent 
0  nach  3  wird. 

Nnn  gehen  wir  zu  dem  zweiten  Falle  über,  in  welchem 

6,  =  3ft, 

ist)  wobei  &,  eine  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahl  bedeutet. 
Aus  der  Bedingung 

a\  +  3mb\  =  a]+27fnb\  =  *♦»  s  1  (mod  9) 

folgt,  dass  die  ganze  rationale  Zahl 

a^  =  ±1  mindestens  nach  9, 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^  + 1  congruent 
0  mindestens  nach  9  wird. 

Wir  wollen  nun  hier  zwei  Unterfälle  unterscheiden,  je  nach- 
dem die  ganze  rationale  Zahl  &,,  resp.  der  Zähler  der  gebroche- 
nen rationalen  Zahl  &,  zu  3  prim  ist,  oder  3  als  Factor  enthält, 
also 

6,  =  9&, 

aasfallen,   worin  b^  eine  ganze,   resp.  gebrochene  rationale  Zahl 
bedeutet. 

Wir  betrachten  wieder  die  Differenz  jit*  — «•;  damit  dieselbe 
congruent  0  mindestens  nach  I  oder  rl,  resp.  I  wird,  mnss  die 
ganze  rationale  Zahl  d',  auch  wegen  der  Eigenschaften  von  a, 
durch  die  rationale  Primzahl  3  teilbar  sein,  weil  in  dieser  Diffe- 
renz alle  G-lieder,  das  Glied  d'msjm  ausgenommen,  mindestens 
durch  ^^  teilbar  wird;  dabei  soll  die  ganze  rationale  Zahl 

a'  =  ±1 

gewählt  werden,  falls  die  ganze  rationale  Zahl 

a,  =  ±  1  (mod  9), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^  + 1  congruent 
0  nach  9  wird. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  dass  die  ganze  rationale  Zahl  &„ 
resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  \  prim  zu  3  ist. 

In  diesem  Falle  werden  alle  Glieder  der  Differenz  /x*— «•,  das 
Glied  (6, — 6'  -f  6"  m)  \jm  ausgenommen ,  den  Factor  9  enthalten. 
Fällt  nun 

m  =  1  (mod  3) 

aus,  so  wird  die  ganze  rationale  Zahl,   resp.  der  Zähler  der  ge« 
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brochenen  rationalen  Zahl  h^—l'+h'hn  nicht  durch  3  teilbar  sein, 
weil  schon  die  ganze  rationale  Zahl 

-6'+ 6'»  =  6'(6'2«1) 

stets  den  Factor  3  enthält,  abgesehen  davon,  ob  die  ganze  ratio- 
nale Zahl  V  durch  3  teilbar  oder  nicht  teilbar  ist.  Infolge  der 
Congruenz,  welcher  m  genügt,  wird  (3)  in  K{\lfn)  gleich  dem  Pro- 
ducte  |),-rj),^er  Primideale  p2,rp,  der  Gruppe  in(a)  von  K{^) 
und  in  K{\Jm^^  gleich  der  zweiten  Potenz  des  Productes  I-rl  der 
Primideale  I,  r\  der  Gruppe  in(a)  von  Ksjm^^  sein.  Die  ganze 
rationale  Zahl,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl 
h^—V+V^m   kann  in  diesem  Falle  nur  dann  durch  3   teilbar   sein, 

wenn 

tw  =  — 1  (mod  3) 

ausfällt,  also  das  rationale  Primzahlhauptideal  (3)  in  Ki^inj 
unzerlegbar  bleibt ,  in  K{\[m,  Q  aber  gleich  dem  Quadrate  des 
Hauptprimideals  t  der  Gruppe  in(b)  wird.  Wir  dürfen  dann  die 
ganze  rationale  Zahl 

6'  =  +1 

wählen,  falls  die  ganze  rationale  Zahl 

6,  =  ±  1  (mod  3), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  &,  +  l  durch  3 
teilbar  ist.^ 

Ist  also  die  ganze  rationale  Zahl  &„  resp.  der  Zähler  der  ge- 
brochenen rationalen  Zahl  h^  nicht  durch  3  teilbar,  genügt  ausser- 
dem zugleich  die  ganze  rationale  Zahl  m  der  Congruenz 

w  =  1  (mod  3), 

so  wird  in  diesem  Falle  stets 

ft*  =  a*  =  ±1  genau  nach  ^^ 

also  auch  genau  nach  der  dritten  Potenz  des  Productes  I-rl  der 
Primideale  I,  rl  der  Gruppe  HI  (a)  von  K  (Sfik,  f) ;  genügt  aber  da- 
gegen die  ganze  rationale  Zahl  m  der  Congruenz 

w  s  — 1  (mod  3), 
so  ist  stets 

^*  =  a'  =  (a'+h'  \/—3my  mindestens  nach  A*, 

also  auch  mindestens  nach  der  vierten  Potenz  des  Hauptprimideals 
I  der  Gruppe  III  (b)  von  K  (\/w,  g). 

Enthält  aber  die  ganze  rationale  Zahl  &,,  resp.  der  Zähler 
der  gebrochenen  rationalen  Zahl   6,   den  Factor  3,    ist   also  die 
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ganze  rationale  Zahl  5^,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  ratio* 
naien  2jahl  b^  dnrch  9  teilbar,  wird  also 

J,  r»  36,  =  96, 

sein,  worin  6,  eine  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahl  bedeu- 
tet, so  moss 

^*  =  a,+96,^— 3m  =  ±1  mindestens  nach  A*, 

also  auch  mindestens  nach  der  vierten  Potenz  des  Prodnctes  I-rl 
der  Primideale  der  Grappe  III  (a),  resp.  nach  der  vierten  Potenz 
des  Hanptprimideals  I  der  Grappe  in(b)  von  £'(\/m,  Q  aasfallen, 
wenn  die  ganze  rationale  Zahl 

aj  =  ±  1  (mod  9) 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^+l  durch  9 
teilbar  ist. 

Bei  dieser  Untersuchung  haben  wir  die  ganze  rationale  Zahl 
a'  prim  zu  3  angenommen. 

Nun  wollen  wir  den  Fall  betrachten,  dass  die  ganze  rationale 
Zahl  a!  den  Factor  3  enthält. 

Wir  werden  sehen,  dass  wir  bei  dieser  neuen  Annahme  die 
angefahrten  Resultate  wieder  bekommen  werden. 

Wir  haben  drei  Falle  zu  untersuchen,  je  nachdem  die  ganze 
rationale  Zahl  6^,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen 
Zahl  6|  zu  drei  prim  ausfällt,  oder  entweder  durch  3,  oder  durch 
9  teilbar,  also  entweder 

6,  =  36, 

ist,  wobei  die  ganze  rationale  Zahl  6„  resp.  der  Zähler  der  ge- 
brochenen rationalen  Zahl  6,  den  Factor  3  nicht  enthält,  oder 

6,  =  96, 

aasfallt,  worin  6,  eine  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahl  be- 
deutet. 

Ausserdem  müssen  wir  dabei  jedesmal  noch  berücksichtigen, 
ob  das  rationale  Primzahlhauptideal  (3)  in  dem  quadratischen  Zahl- 
körper K(^)  zerlegbar  oder  unzerlegbar  ist. 

Wir  wissen,  dass  damit  (3)  in  K{\Jm)  zerlegbar,  resp.  unzer- 
legbar wird,  die  ganze  rationale  Zahl  m  der  Bedingung 

m  s  1  (mod  3), 
resp. 

w  s  — 1  (mod  3) 
genügen  muss. 

Ist  in  K{\Jni)  das  rationale  Primzahlhauptideal  (3)  unzerleg- 
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bar,  d.  h.  fällt 

f»  s  — 1  (mod  3) 

aas ,  so  müssen  wir  natürlich  die  ganze  rationale  Zahl  a'  zu  3 
prim,  die  ganze  rationale  Zahl  ä'  darch  3  teilbar  annehmen,  weil 
in  K{\lnC)  nicht  das  Hauptprimideal 

t  =-(A), 
sondern   nur    das   rationale   Primzahlhauptideal   (3)   liegt.      Alle 
Glieder  der  Differenz  ft*— «',  das  Glied  a,--a'*— md"0»  ausgenom- 
men, enthalten  stets  den  Factor  \[^.    Wir  müssen  also,  falls 

w  =  — 1  (mod  3) 

ist ,  die  ganzen  rationalen  Zahlen  a\  d'  so  wählen ,  dass  sie  den 
Congruenzen : 

a'    =  ±  1  (mod  3), 
d'  =  0  (mod  3) 
genügen. 

Die  Annahme,  dass  die  ganze  rationale  Zahl  a'  den  Faktor  3 
enthalten  soll,  dürfen  wir  nur  dann  treffen,  wenn 

m  =  1  (mod  3) 
ausföllt. 

Es  bleibt  uns  jezt  den  Zweifel  zu  beseitigen,    ob   wir  in  den 

drei  oben  angeführten  Fällen,  wobei  wir  die  ganze  rationale  Zahl 

a!  durch  3  teilbar  und  also 

m  =  1  (mod  3) 

wählen,  keine  andere  solche  ganze  Zahl  a  in  K(\fni,  g)  finden  kön- 
nen, dass  II*  congruent  a'  im  ersten  Falle  nach  einer  höheren, 
als  die  erste,  Potenz  von  I  oder  rl,  im  zweiten  Falle 

6,  =  36„ 
in  welchem  die  ganze  rationale  Zahl  6„  resp.  der  Zähler  der  ge- 
brochenen rationalen  Zahl  6,  zu  3  prim  ist,   nach  einer  höheren, 
als  die  dritte,  Potenz  von  I  oder  rl  ausfällt.    Was  aber  den  drit- 
ten Fall 

6,  =  96, 

angeht,  so  ist  es  evident,  dass 

[i*  =  ±1  mindestens  nach  A^, 

also  auch  mindestens  nach  der  vierten  Potenz  des  Productes  I'H 
der  Primideale  I,  rl  der  Gruppe  ni(a)  von  Ki^jQ  wird,  falls 
die  ganze  rationale  Zahl 

a,  =  ±  1  (mod  9), 
resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^+l  congruent 
0  nach  9  ausfällt* 


219 

Wir  nehmen  also  die  ganze  rationale  Zahl  al  durch  8  teilbar 
an  und  betrachten  zunächst  den  ersten  Fall,  in  welchem  die  ganze 
rationale  Zahl  \^  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen 
Zahl  h^  zu  3  prim  ausfällt. 

Alle  Glieder  der  Differenz  ft*—«',  das  Glied  a^—d!^m\]m  aus- 
genommen, enthalten  den  Factor  Sj—^.    Damit 

ft*— «•  =  0  (mod  I)  oder  (mod  r\) 

ausfallt,  müssen  wir  die  ganze  rationale  Zahl 

d'  *  0  (mod  3), 

wie  es  auch  die  Eigenschaften  von  a  verlangen,  also 

d'  =  ±  1  (mod  3) 

amiehmen,  weil  die  ganze  rationale  Zahl  a^,  resp.  der  Zähler  der 
gebrochenen  rationalen  Zahl  a,  nicht  durch  3  teilbar  ist.  Alle 
Glieder  der  Differenz  f**— «',  das  Glied  a,  +  6, \j—^tn  —  d'^mSJm  aus- 
genommen, enthalten  den  Factor  3\/^.  Sind  die  Zahlen  (1^,6^ 
ganze  rationale  Zahlen,  resp.  gebrochene  rationale  Zahlen,  und  ist 
die  ganze  algebraische  Zahl 

congruent  0  nach  V  oder  H*,  wobei  aber  u  den  höchsten  Exponen- 
ten bedeutet,  so  wird  die  ganze  algebraische  Zahl 


congruent  0  nach  rV  oder  T  sein.  Daraus  folgt,  dass  die  ganze 
algebraische  Zahl 

/Jr/J  =  a;-f-36>-d'*m»  +  2M'W\/=3 
congruent  0  nach 

I- .  rv  =  (xy 

ausfällt.  Da  nun  die  ganze  rationale  Zahl  32)*m,  resp.  der  Zähler 
der  gebrochenen  rationalen  Zahl  8b\m  congruent  0  nach  (A)^  und 
die  ganze  rationale  Zahl  aj— d'W,  resp.  der  Zähler  der  gebroche- 
nen rationalen  Zahl  aj— d"wi*  congruent  0  mindestens  nach  (xy 
ausfallen,  weil  die  ganze  rationale  Zahl 

d'*  =  1  (mod  3), 
die  ganze  rationale  Zahl 

a'  =  1  (mod  3), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a|— 1  congruent 
0  nach  3  sind,  und  das  Glied  2b^d'*m*\J—3  genau  den  Factor  A  ent- 
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bSlt,  da  nun  die  ganze  rationale  Zahl  ft^,  resp,  der  Zähler  der  ge- 
brochenen rationalen  Zahl  6^  and  die  ganze  rationale  Zahl  d!  nicht 
durch  3  teilbar  sind,   die  ganze  rationale  Zahl  m   aber  der  Con- 

graenz 

m  =  1  (mod  3) 

genügt,  so  mnss  der  höchste  Exponent 

tt  =  1 
sein.     Wir  können  die  ganze  rationale  Zahl 

d'  =  ±1 
annehmen. 

In  dem  Falle,  dass  die  ganze  rationale  Zahl  b^,  resp.  der 
Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  l,  za  3  prim  ist,  wird 

ft*  =  (±  \/m)'  genau  nach  I  oder  rl, 
resp. 

irit*  s  (+  SJfkf  genau  nach  rl  oder  I 
ausfaUen. 

Wir  erhalten  das  bekannte  Resultat: 

im  Falle,  dass  die  ganze  rationale  Zahl  &.,  resp.  der  Zähler 
der  gebrochenen  rationalen  Zahl  h^  zu  3  prim  ist,  wird 

fA*  =  a^  genau  nach  I  oder  rl 

ausfallen,  wobei  a  eine  in  jEr(^f,  g)  ganze  Zahl  ist,  abgesehen  da- 
von, ob  die  ganze  rationale  Zahl 

a'  ^  0  (mod  3), 
oder 

a'  =  0  (mod  3) 

ausfallt. 

Nun  betrachten  wir  den  zweiten  Fall 

6,  =  36„ 

wobei  die  ganze  rationale  Zahl  &„  resp.  der  Zähler  der  gebroche- 
nen rationalen  Zahl  \  nicht  durh  3  teilbar  ist,  die  ganze  rationale 
Zahl  m  der  Congruenz 

m  =  1  (mod  3) 

genügt,  und  nehmen  wir  an,  dass  die  ganze  rationale  Zahl  a!  den 
Factor  3  enthält. 

In  diesem  Falle  werden  in  der  Differenz  fi*— a'  alle  Glieder, 
das  Glied  a^-^d'^mSlm  ausgenommen,  den  Factor  3^^  enthalten; 
infolge  dessen  müssen  wir  hier,  auch  wegen  der  Eigenschaften 
von  ff,  die  ganze  rationale  Zahl 
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d'  =  ±  1  (mod  3) 

annehmen;  es  wird  dann  das  Glied  V(d'^--i'^)m^m  die  folgende  Ei- 
genschaft besitzen :  die  ganze  rationale  Zahl  V(d*^—V^^)  wird  stets 
durch  3  teilbar  sein,  abgesehen  davon,  ob  die  ganze  rationale  Zahl 
V  durch  3  teilbar  oder  durch  3  nicht  teilbar  ist.  Ist  nun  die 
Zahl  a^  eine  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahl,  so  wird  die 
ganze  algebraische  Zahl 

ß  =  a^-d'^mS/m 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  algebraischen  Zahl  ß  stets  con- 
graent  0  nach  I^  oder  rl*  ausfallen  and  zugleich  die  ganze  alge- 
braische Zahl 

rß  =  a^+ d'^mS/ntj 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  algebraischen  Zahl  rß  stets  con- 
graent  0  nach  rl^  oder  I^  sein,  weil  die  ganze  rationale  Zahl 

ß.rß  =  aj-d'«m», 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  ß  -  rß  stets  durch 
9  teilbar  ist,  da  in  diesem  Falle  die  ganze  rationale  Zahl 

aj  =  1  (mod  9), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a]—l  congruent 
0  nach  9,  ausserdem  die  ganze  rationale  Zahl 

(f«  =  1  (mod  9) 

ausfallt  und  die  ganze  rationale  Zahl  m^  der  Congruenz 

m«  =  1  (mod  9) 

genügt.  Was  aber  das  Glied  (c'm— c"— 6,  V»w)  3^—3  angeht,  so  wird 
die  ganze  rationale  Zahl 

stets  durch  die  rationale  Primzahl  3  teilbar  sein,  abgesehen  von 
den  Eigenschaften,  welche  die  ganze  rationale  Zahl  c'  in  Bezug 
auf  den  Modul  3  besitzen  mag,  weil 

m  =  1  (mod  3) 

ausfallt.  Da  aber  in  diesem  Gliede  die  ganze  rationale  Zahl  &,, 
resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  b^  zu  3  prim 
ausfallt,  so  wird 

fL*  =  «'  genau  nach  l*  oder  rl' 
sein,  wobei  wir  _ 

a  =  d'\/fn 

und  die  ganze  rationale  Zahl 
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d'  =  ±1 

in  dem  Aasdrucke  für  a  wählen  dürfen. 
Im  Falle 

wobei  die  ganze  rationale  Zahl  &„  resp.  der  Zähler  der  gebroche- 
nen rationalen  Zahl  \  zu  3  prim  ausfällt  und 

m  =  1  (mod  3) 
ist,  wird 

(i*  =  «•  genau  nach  I'  oder  rV 

sein. 

Wollen  wir  aber  die  in  i^(\/m,il)  ganze  Zahl  a  stets  in  dem 
quadratischen  Zahlkörper  K{^—dm)  wählen,  so  dürfen  wir  die 
ganze  rationale  Zahl  a'  prim  zu  3  und  zwar 

a'  =  ±1 
annehmen. 

Wir  fassen  die  hier  behandelten  Fälle  folgendermassen  zu- 
sammen. 

Ist  in  der  in  iT  (\/m,  ^  ganzen  Zahl  ft*  die  ganze  rationale 
Zahl  b^,  oder  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  h^  nicht 
durch  3  teilbar,  so  wird  stets 

fi*  ^  ±±  genau  nach  A, 

also  auch  genau  nach  I  und  zugleich  auch  nach  r(,  resp.  (  ausfal- 
len, falls  die  ganze  rationale  Zahl 

a,  =  ±1  (mod  8) 

oder  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^+1  congment 
0  nach  3  wird. 

Daraus  schliessen  wir,  dass  in  diesem  Falle  die 
Relativdiscriminante  D^  des  G-alois'schen  Zahlkör- 
pers zwölften  Grades  K{^,tj^)  in  Bezug  auf  den  bi- 
quadratischen Zahlkörper  J?(\/m,g)  genau  die  sechste 
Potenz  des  Productes  t«rl  der  Primideale  I,  rl  der 
Gruppe  Ill(a),  resp.  die  sechste  Potenz  des  Haupt- 
primideals I  der  Gruppe  Ill(b)  von  jr(\/m,Ö  enthalten 
muss,  weil  in  diesem  Falle  der  wohlbekannte  höchste 

Exponent 

u  =  1 
wird. 

Ist  in  II*  die  ganze  rationale  Zahl 

6,  =  3ft., 
resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  b^  durch  3  teil- 
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bar,  wird  zugleich  aber  die  ganze  rationale  Zahl  &,,  resp.  der 
Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  &,  zu  3  prim,  genügt 
ausserdem  die  ganze  rationale  Zahl  m  der  Congrnenz 

m  =  1  (mod  3), 
so  fallt  stets 

II*  =  «'  genau  nach  A', 

also  auch  genau  nach  l'rP  aus,  wobei  die  in  K{\[m^l)  ganze  Zahl 

«  =  ±1 
zu  nehmen  ist,  falls  die  ganze  rationale  Zahl 

a^  =  ±  1  (mod  9), 
resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^  q:  1  congruent 
0  nach  9  wird. 

Ist  in  ft*  der  Coefficient 

h  =  3J., 
wobei  die  ganze  rationale  Zahl  &,,  resp.  der  Zähler  der  gebroche- 
nen rationalen  Zahl  &,  nicht  durch  3  teilbar  wird,  genügt  zugleich 
die  ganze  rationale  Zahl  m  der  Congruenz 

m  =  — 1  (mod  3), 
so  fallt  stets 

fi*  =  a'  mindestens  nach  A*, 

also  auch  mindestens  nach  I*;  dabei  ist  die  in  £'(v/— 3m)  ganze  Zahl 

a  =  a'  +  6'  V-3m 
zu  wählen,  worin  die  ganze  rationale  Zahl 

a!  =  ±1, 

resp. 

V  =  +1 

gesetzt  werden  soll,  falls  die  ganze  rationale  Zahl 

er,  =   ±  1  (mod  9), 
resp. 

&,  =  ±  1  (mod  3) 

oder  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  «1  + 1,  resp.  &,  + 1 
congruent  0  nach  9,  resp.  3  ausfallen. 
Ist  aber  in  ft*  der  Coefficient 

6,  =  9ft„ 

wobei  &,  eine  ganze,  oder  gebrochene  rationale  Zahl  bedeutet,  so 

wird 

^*  =  ±1  mindestens  nach  A*, 

alsa  auch  mindestens  nach  I^  •  rl\  resp.  l^  sein,  falls  die  ganze  ra- 
tionale Zahl 


[ 


Ey*fl 


^^V» 
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a^  =  ±  1  (mod  9) 
oder  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^  +  l  congraent 
0  nach  9  ist. 

Aas  dem  Fundamentalsatze  folgt,  dass  die  Rela- 
tivdiscriminante  2)^^  des  Galois'schen  Zahlkorpers 
zwölften  Grades  K{\]in,l%)  in  Bezug  anf  den  biqaa- 
dratischen  Zahlkörper  K{\lni^i)  im  Falle,  dass  die 
ganze  rationale  Zahl  h^  durch  3  teilbar  ist,  stets  zu 
den  Primidealen  I,  rl  der  Gruppe  III(a),  reap.  zu  dem 
Hauptprimideal  I  der  Gruppe  III(b)  von  K{^m,^  prim 
ausfällt,  weil  in  diesem  Falle  der  wohlbekannte 
höchste  Exponent  u>3   wird. 

Wir  haben  also  bei  der  Untersuchung  der  Beziehungen  zwi- 
schen der  ßelativdiscriminante  D^  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K  (v/m,  5,  &)  in  Bezug  auf  den  biquadratißchen 
Zahlkörper  K{\ßi,  £)  und  den  Primideclen  I,  rl  der  Gruppe  ni(a), 
resp.  dem  Hauptprimideal  I  der  Gruppe  in(b)  von  Ä(Vw,  S)  fol- 
gende vier  Fälle  zu  unterscheiden,  falls 

m  $  0  (mod  3) 
ist,  also  ft*  die  Gestalt 

^*  =  a^  +  J^v^— 3m 
besitzt,  wobei  das  Hauptideal  (fi*)  die  Primideale  }?„  tp^  der  Grup- 
pen I(a),    II  (b)  von  K{)J—3m),    welche   wir  mit  den  Buchstaben 
Na)'  ^\^y  N(b)'  ^P»n(b)  tözeichnen  woUen,   mit  den  zu  3  primen 

Exponenten  enthält. 

Wir  erhalten  die  in  Rede  stehenden  folgenden  vier  Fälle: 


1)  iw  =  1,  resp.  —1  (mod  3) 
^*  =  a,  +  6j  V"-3w  =  ±1 
genau  nach  I-rl,  resp.  I 


2)  m  =  1  (mod  3) 
genau  nach  t*-rl* 


±1 


3)  m  =  -1  (mod  3) 
mindestens  nach  l^ 


resp. 

A = %  A  Au  Aa> = (^^^K/KL 


^^--^W^JW^'-m,^ = (VM' 


^»  =  «,(.)'<'V)«uo.)^W)  =  ^ J'^W 


4)  m  =  ly  resp.  —1  (mod  3) 
(i*  =  a,  +  b,\J-3m  =  ±1 
mindestens  nach  I^-rl^,  resp.  I^ 


*      ^*i{%)  ^h{%y*ni\>)  ^*(nb)       ^i(»r     nc^r 


226 

Die  Selatiydiscriminante  D^  ist  hier  stets  ein  rationales  Hanpt- 

ideal,  weil  ja  das  Ideal 

I«.rl«  =  (A)«  =  (3)», 

resp. 

I«  =  (A)«  =  (3)» 

und  die  Ideale 

rationale  Hauptideale  sind. 

Die  Relativdiscriminante  Dj^  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades^  Jf  (V^j  ii  ^)  iii  Bezug  auf  den  biquadratiscben 
Zahlkörper  K{^m,  i)  kann  aber  insbesondere  auch  gleich  dem  ra- 
tionalen Hauptideal  (1)  sein,  d.  h.  sowohl  zu  den  in  (3)  aufgehen- 
den Primidealen  von  K{\fnx,  £),  als  auch  zu  den  Primidealen  p„  ifp, 
der  Gruppen  I(a),  n(b)  von  K{sf^Sm)  ausfallen. 

In  solchen  Fällen  wird  die  in  K  (\jm^  g)  ganze  Zahl  ft*  beson- 
dere Eigenschaften  besitzen  müssen  und  zwar  stets  von  der  Form 

sein,  wobei  die  ganze  rationale  Zahl  &^,  resp.  der  Zähler  der  ge- 
brochenen rationalen  Zahl  h^  durch  3  teilbar  sein  soll,  damit  die 
Relativdiscriminante  2)^  prim  zu  l*rl,  resp.  (  ausfallt;  ausserdem 
mufis  das  Hauptideal  (^*)  die  übrigen  Primideale  von  KQjm,  g) 
nur  mit  den  durch  3  teilbaren  Exponenten  enthalten,  damit  die 
Relativdiscriminante  Dj^  auch  zu  den  Primidealen  )?„  ^p,  der  Grup- 
pen I(a),  n(b)  von  Z'(\/— 3w)  prim  bleibt. 
Damit  die  in  K  (V— 3w)  ganze  Zahl 

diesen  Bedingungen  genügt,  muss  ft*  entweder  gleich  einer  Einheit 
f  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{^J—'im)  sein,  welche  zugleich 
nicht  die  dritte  Potenz  einer  Einheit  in  £(\/m,  g)  wird,  oder  die 
Form 

oder 

f^*  =  «/» 

besitzen,  wobei  ^,  als  Hauptideal  aufgefasst,  der  dritten  Potenz 
eines  Ideals  in  K{^—3m)  gleich  sein  soll,  welches  zugleich  kein 
Hauptideal  in  K{^m,  g),  also  auch  in  Kiyl—^m)  wird,  in  allen  die- 
sen Fällen  muss  ausserdem  in 


f**  =  «) 


15 


^^i<^m^ 


'\ 


.1 


* . 
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oder 

***  =  A 
oder 

II*  =  sß 

die  ganze  rationale  Zahl  6^,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen 
rationalen  Zahl  h^  dorch  3  teilbar  sein. 

Den  absoluten  Wert  der  Discriminante  D  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwöKten  Grades  K{\]mj  (,  %)  bestimmen  wir  mit  Hilfe 
der  wohlbekannten  Formel 

worin  non  der  Relativgrad  r  des  Galois'schen  Zahlkorpers  zwölf- 
ten Grades  K{\lm^  f,  %)  in  Bezug  auf  K{sjm^  g)  gleich  3  ist,  n(B^ 
die  in  dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{^,^  gebildete  Norm 
der  Relativdiscriminante  D^^  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölf- 
ten Grades  K{^m,  g,  d)  in  Bezug  auf  K{\[mj  g)  und  d  die  Discri- 
minante des  biquadratischen  Zahlkörpers  K(^fnjZ)  bedeuten. 

Die  Discriminante  d  von  K(^fn,  C)  haben  wir  bereits  in  §  10 
berechnet.    Wir  wissen,  dass 

d  =  3«in«, 

falls 

in  =  1  (mod  4) 
ist,  resp. 

d  =  2*-8«m«, 
faUs 

m  ^  1  (mod  4) 
wird,  ausfällt. 

Da  nun  die  Relativdiscriminante  D^  des  Galois'schen  Zahlkor- 
pers zwölften  Grades  K{^m,ijd')  in  Bezug  auf  K(^,Q  ein  ra- 
tionales Hauptideal  stets  ist,  so  wird  die  in  K{^ft)  gebildete 
Norm  von  D^  gleich  der  vierten  Potenz  von  D.  sein. 

Das  Vorzeichen  der  Discriminante  D  des  Galois'schen  Zahl- 
korpers zwölfte^  Grades  Är(Vw,  gj-ö-)  können  wir  mit  Hilfe  desje- 
nigen Verfahrens  festlegen,  welches  wir  bereits  in  §  4,  §  8  und 
§  10  angewandt.  Zu  dem  Zweck  müssen  wir  in  dem  Gtdois'schen 
Zahlkörper  zwölften  Grades  iL(\/m,  f)  die  von  0  verschiedenen 
Discriminanten  D{A)  aller  entsprechenden  ganzen  Zahlen  von 
A'(Vm,  f,a-)  bilden.  Diese  Discriminanten  D(Ä)  müssen  natürlich 
die  Gestalt 

D{A)  =  {A^sAy{Ä--s*Ay{Ä''tÄy{Ä-t8Äy{Ä--t8^Äy{Ä-rÄy' 

.  iA^8Ay{A-rs^Ay{A''trAy{A-trsAy{A'-tr8^Äy{8Ä''8^Äy  • 
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{sA-4AY)  {sA-UAy  {sA'-ts^Ay  {sA-^Ay  (sA-rsAy  (sA-^s^Ay  • 
{sA'-trAy  {sA-trsAy  (sA-trs^Ayis^A-tAy  {s^A-tsAy  {s^A-ts^Ay  • 
{8^A-rAy{s*A'^8Ay{8^A-rs*Ay{$^A''trAy(8^A--irsAy{8^A-^trs*Ay 
{iA-i8Ay  {tA--t8^Ay  {tA-^Ay  {tA-rsAy  {tA^rs'Ay  (tA-trAy  • 
{tA-^r8Ay{tA--trs*Ay{t8A''ts*Ay(t8A-rAy{tsA'^sAy{t8A'-rs^Ay' 
{t8A^trAy  {t8A^tr8Ay  {tsA-trs^Ay  (feM-r^)» (^s'-l-r«^)«)  • 
{ts^A-r8*Ay  {t8*A'-trAy(ts^A''tr8Ay(t8^^r8*Ay(rA'--rsAy  • 
{rA'-r8*Ay{rA-trAy{rA--tr8Ay{rA''tr8*Ay{r8A^8^Ay(rsA-trAy* 
(rsA'4rsAy(r8A'-tr8*A^  (r8*A-trAy{r8^A'^trsAy(rs^A-'tr8*Ay  • 
(irA-trsAy  (trA--4r8^Ay  {trsA'^tr8*Ay 

besitzen. 

Es  ist  klar,  dass  die  Quadratwurzeln  ±  \JD{A)  ans  den  von  0 
verschiedenen  in  K{\lm^  {;,  ^)  gebildeten  Discriminanten  D(A)  aller 
entsprechenden  ganzen  Zahlen  A  von  K{\lm,  {;,  %)  ganze  rationale 
Zahlen  sind,  weü  ja  diese  Discriminanten  D{Ä)  stets  ganze  ratio- 
nale Zahlen  sein  müssen  nnd  die  bestimmt  ausgewählten ,  z.  B. 
die  positiven  Quadratwurzeln  ^I>{Ä)  bei  der  Anwendung  der  Sub- 
stitutionen i,  Vj  tr  imgeandert  bleiben,  was  aus  dem  für  D{A)  an- 
geführten Ausdrucke  leicht  zu  sehen  ist.  Daraus  folgt,  dass  diese 
Discriminanten  I){A)  gleich  den  Quadraten  der  entsprechenden 
rationalen  Zahlen  ausfallen,  also  selbst  positive  ganze  rationale 
2jahlen  sind. 

Die  Discriminante  D  des  Galois'schen  Zahlkör- 
pers zwölften  Grades  K{ylm,i^%)  ist  stets  eine  positive 
ganze  rationale  ZahL 

Indem  wir  die  Discriminante   D  von  JSr(\/in,  C,^)  berechnen, 

finden  wir,   dass  dieselbe  die  rationalen  Primzahlen  3,  p^^^,  Pjj.^^, 

die  ganze  rationale  Zahl  m  und  die  rationale  Primzahl  2,   welche 

im  Falle 

m  $  1  (mod  4) 

in  D  explidte  vorkommt,  nur  mit  geraden  Exponenten  enthält. 

Es  ist  evident,  dass  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften 
Grades  £(Vm,g,d)  die  Quadratwurzeln  ±^  liegen. 

Fällt  nun  m  von  —1  verschieden  aus,  so  können  wir  zur  Be- 
stimmung des  Vorzeichens  von  D  auch  den  Umstand  benutzen, 
dass  die  Quadratwurzeln  ±  V— 1  in  K{\fm,  g,  %)  nicht  enthalten  sind 
und  daher  die  Discriminante  D  mit  dem  positiven  Vorzeichen  ver- 
sehen werden  soll. 

Wird  aber  m  gleich  ~1  sein,  so  müssen  wir  zur  Bestimmung 
des  Vorzeichens  von  D  die  oben  angeführte  Ueberlegung  anwenden. 

15* 
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Wir  werden  in  der  Tabelle  XVm  die  Werte  von  D„  n{D,),  d 
und  D  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkorpers  zwölften  Grades 
Ki^mfijd)  in  den  vier  angeführten  Fällen  für 

m  =  1  (mod  4),  . 
resp. 

m^l  (mod  4) 
angeben. 

Wir  wollen  einige  Beispiele  berechnen,  in  denen  wir  die  ganze 
rationale  Zahl  m  diejenigen  Werte  durchlaufen  lassen,  welche  in 
den  Beispielen  des  §  10  angegeben  worden  sind. 

Beispiele. 

m  ^  0  (mod  3), 
m  =  1  (mod  4). 

1)  m  =  13  =  1  (mod  3),    (i  =  ^i*  =  5+  V/^39, 

^*  =  (rii*j     (i*tii*  =  ii*r(i*  =  4',      d*  =  4. 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{^13)  ist 

(3)  =  (3, 1  +  v/13)  (3, 1-^). 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K  (^—39)  wird 

(3)  =  (3,  \/=39)«. 

In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{^13,  Q  ist 

(3)  =  p.rP, 

worin  die  Primideale 

l-(A,l  +  \/=i3), 
rl  —  (Ä,  l-\/Zi3) 

zu  den  Primidealen  der  Gruppe  III  (a)  von  K(^lBy  £)  gehören. 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K  (V— 39)  wird  (2)  zerlegbar  und 
zwar 

,2)  .  (2,  i±^)  (2,  1=J&) 

sein,  weil 

-39  =  1  (mod  8) 

ausfallt.     In  diesem  Beispiele  erhalten  wir  folgende  Gleichungen: 
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(,*).(2.i±yz3?y(2,iz^(2,i±e!)', 

Piso>)  ~  ^>  Pm  "  ^• 

Ausserdem  enthält  der  Coefficient 

6.  =  1 
den  Factor  3  nicht  nnd  es  ist 

a,  as=  5  =  — 1  (mod  3). 
Infolge  dessen  wird 

It*  SS  5  +  ^Z39  =  —1   genau  nach  I-rl 

sein.    Die  Relativdiscriminante  D^  wird  gleich   (2)'(3)'.     Wir  er- 
halten, dass  in  diesem  Beispiele  folgende  Gleichongen: 

D.  =  (2)*(3)»,    d  =  3«.  13«,    D  =  2».3".13« 
bestehen  müssen. 

2)  m  =  -19  =  -1  (mod  3),    n  =  ii*  =  ^'^^■■, 

^*  =  trii*,    (i*tii*  =  ii*rn*  =  -2«,    d*  =  ~2. 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(^—19)  ist  (3)  anzerlegbar.    In 
dem  quadratischen  Zahlkörper  £(\/57)  wird 

(3)  =  (3,  V57)«. 

In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  Ä'(V— 19,  ^  ist 

(3)  =  I», 


worin  das  Haaptprimideal  I  der  Gruppe  in(b)  von  K{*^—19,Q  die 
Gestalt 

I  =  W  =  (3,  VB7) 
besitzt.     In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{sj^)  wird  (2)  zer- 
legbar und 

«  =  (2,!^(.,l^, 

sein,  weü 

57  =  1  (mod  8) 

ansfaUi    Wir  finden,  dass  in  diesem  Beispiele 


m 


*riUf?  w.fSi"' 
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st.    Da  mm  das  Primideal  (2,  ^^-)  von  JK"(V'B7)  in  K(\ß^  und 

aach  in  Ä'(V— 19,  S)  kein  Hanptideal  wird  (was  leicht  zu  zeigen  ist), 
so  bleibt  die  ßelativdiscriminante  D^  prim  zn  allen  von  t  ver- 
schiedenen Frimidealen  von  K(y—19,  ().  Non  enthält  aber  der 
Zähler  des  Goefficienten 

den  Factor  3  nicht,  aasserdem  ist  der  Zähler  der  gebrochenen  ra- 
tionalen Zahl 

,        B-2         3 
«t-1  =  T"  =  2 

durch  3  teilbar,  daher  wird 

^*  =  --^—  =  1  genau  nach  I 

sein.    Die  Belativdiscriminante  D»  wird  deswegen  nur  den  Factor 

I«  =  (3)», 
enthalten.    Wir  finden,  dass  in  diesem  Beispiele 

JD^  =  (3)»,    d  =  3*-19«,    D  =  3"19« 
aasfallen. 

3)  m  =  -11  =  1  (mod  3),    j»  =  ^*  =  17+3  VS3, 

(i*  =  tr(i*,    ii*tii,*  =  ii*rfi*  ==  -'2»,    d*  =  -2. 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(^—ll)  wird 

(3)  =  (3, 1+ V^  (3,  i-v/=n). 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(^33)  ist 

(3)  =  (3,  V33)»._ 

In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  E(^—ll,t)  wird 

(3)  =  I«-rI«, 

worin  die  Frimideale  I,  rl  der  Gmppe  in(a)  von  K(^—ll,  f)  die 
Gestalt : 

I  =  (A,  i+v/=n), 

rl  =  (A,  i-v^=n) 

besitzen.  In  dem  quadratischen  Zahlkorper  K(^SS)  ist  (2)  zer- 
legbar und  zwar 

0.)  =  (2,Ü^)(.,l^. 

sein,  weU 

33  =  1  (mod  8) 
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aoflfalli    Die  Primideal&ctoren  von  (2)  sind  aber  Hanptprimideale, 
weil 

2  =     /17+3\/§3\/17-3V/33\ 
ist.    Wir  erhalten  hier  folgende  Gleichungen: 

0..)=(3,H^'(2,i=^, 

«  SB     2,1),  =1. 

Da  nun  der  Coeffident 

6.  =  8 

durch  3  teilbar  ist,   and  die  ganzen  rationalen  Zahlen  &,,  a^  die 
Werte: 

5,  »  1  ^  0  (mod  3), 

a,  =  17  =  -1  (mod  9) 
besitzen,  so  wird 

fi*  e  17+3  V/33  =  -1  genau  nach  I»  •  rl» 

aasfallen«    Daher  ist  in  diesem  Beispiele  das  rationale  Haaptideal 
A  prim  zu  I,  rl  und  gleich  (2)*.    Wir  bekommen,  dass  hier : 

2>^  =  (2)«,    d  =  3«.n«,    D  =  2».3«-ll« 
smd. 

4)  «  =  -23  =  1  (mod  3),    ^  =  ?Zi|^, 

fi  =  tr^j    fUfb  =  (irii  =  3',    d  =  3. 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{^—23)  ist 

(3)  =  (3,  l+\p2ä)  (3,  l-\/=23). 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(\/6Q)  wird 

(3)  =  (3,  V/69)«. 
Nmi  ist  aber  das  Primideal  (3,  \/69)  gleich  dem  Hauptprimideal 

(^  in  JS:(V69,  weü 

3  =  (!±Ä(?ZÄ  «  /9+V69\V26-3V69\ 


ü'     ^'.f'f 


r.rr  1 


1 
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ausfällt,  worin  die  in  K(}JQ9)  ganze  Zahl  5^^ —   eine  Einheit 

in  jK'(V69)  bedeutet,  da  ihre  in  £"(^69)  gebildete  Norm 

/25-3V69\  /26+3v/69\  ^  ^ 

wird,  wobei  — ^ — ,  resp. ^ —  nicht  der  dritten  Potenz  einer 

Einheit  in  £'(^69)  gleich  ist,  was  leicht  gezeigt  werden  kann. 
Wir  finden,  dass 


9-\/69  ^  /9+V69\  /25-3V69\ 


ausfällt.    In  dem  biquadratiachen  Zahlkörper  K(^—2B,  t)  wird 

(3)  =  l'rV, 

wobei  die  Primideale  I,  rl  der  Gruppe  III  (a)  von  K  (y— 23,  t)  die        . 
Gestalt:  t 

rl  =  {l,  l-\/-22) 

besitzen.    Wir  können  die  in  £'(V^)   ganze  Zahl  n  folgender- 
massen  darstellen;  es  wird  J 


Es  mass  hier 

^  _  25-3  V/69 
<*    —        2        ' 

oder  anch 

^  ^  26+3  v/69 

angenommen  werden,   weil  der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften 
Grades  K  ^--^3,  g,  d)  nicht  nur  durch 


sondern  anch  dnrch 


=V 


25-3  v/69 


wobei 


2 


'**  =  <^*  ^  r(»*  = 
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sind,  ^,  wie  früher,  eine  bestimmt  ausgewählte  Cabikwnrzel  aas 
fi*  bedeutet,  definirt  werden  kann.  In  diesem  Beispiele  finden  wir, 
dass  8*  gleich  1  ist.  In  diesem  Beispiele  ist  ii*  eine  Einheit  in 
•^(V69)i  also  aach  in  Z(v/^23,g).  ausserdem  ist  f**  von  der  drit- 
ten Potenz  einer  Einheit  in  JE(\/69),  auch  in  jr(^23,  g)  verschie- 
den, was  leicht  gezeigt  werden  kann.  Daher  mnss  die  Relativ- 
discriminante  D,^  prim  zu  allen  von  l,  rl  verschiedenen  Frimidealen 
von  Ä"(V— 23,  C)  sein.    Da  non  in  der  in  K  ( V69)  ganzen  Zahl 

^  _  2B+3V69 
der  Zahler  des  Coeffidenten 


**'-        2 


h        3 

den  Factor  3  enthält  und  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen 
Zahl 

prim  zu  3,  der  Zahler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl 

^  .  .        25  +  2        27 

also  die  ganze  rationale  Zahl 

27  =  0  (mod  9) 
ausfallen,  so  wird 

II*  =  ^l—  =  —1  genau  nach  I*-rP 

sein.  Das  rationale  Hanptideal  D^  bleibt  prim  za  I,  rl  nnd  wird 
gleich  dem  rationalen  Hanptideal  (1).  Infolge  dessen  bekommen 
wir  in  diesem  Beispiele  folgende  Gleichungen: 

D^  =  (1),    d  =  3«. 23«,    D  =  3«. 23«. 

5)  m  =  -^B  s  1  (mod  3),    ^  =  27+3^105, 

II  =  fr^,    ^n  =  iirfL  =  —6',    d  =  —6. 
In  dem  quadratischen  Zahlkorper  K(^--QS)  ist 

(3)  =  (3, 1+  V=3B)  (3, 1-V=^). 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  J^(^IÖ6)  wird 

(3)  =  (3,  ViÖB)«_ 

In  dem  biqnadratischen  Zahlkorper  £(V— 36,  0  ist 

(3)  =  I«.rl« 

worin  die  Primideale  I,  rl  der  Gruppe  Ill(a)  von   Jf(V— 35,  C)  die 
Gestalt; 


^^:3i^r^f:^j^ 


':"i 
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I  -  (1, 1+v^, 

ri  =  (l,  l-V^gg) 

besitzen.     In  dem  quadratischen  ZahlkSrper  jr(y— 105)  wird  (2) 
zerlegbar  and 

(2)  _  (2,  !±^  (s,  t.^) . 

sein,  weil  die  ganze  rationale  Zahl 

105  »  1  (mod  8) 
ansfällt.    Wir  dürfen  schreiben:  es  ist 

Da  nun  das  Hanptideal 

p^  =  (2,l±^«)(,,Viö6)' 
aasfallt,  so  wird 

«=(2,}±^)"(ä,l=^)(s,VIÖ6)'. 
In  diesem  Beispiele  müssen  wir 

p      =2,0     *=  1 
setzen.    Für  die  in  Jr(^105)  ganze  Zahl  fi*  können  wir  die  Zahl 

ft*  =  (V=36)»  3^  =  (\j:^y(-ssfs+\fM)  = 

=  1225  + 106  VlÖB 
wählen;  es  wird  dann 

«*  =  70 
sein.    In  dem  Aosdracke  für  n*  wird 

6,  =  3.35, 
resp. 

6.  :=  36  ^  0  (mod  9), 

resp. 

a,  ==  1226  5  1  (mod  9) 

aosf allen.    Es  besteht  folgende  Congmenz:  es  ist 

H*  »  1226  + 105  VIÖ6  =  1  genau  nach  !*•  rl*. 
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In  diesem  Beispiele  mius  D»  prim  za  l,  ti  aosfallea  imd  gleich  (2)* 
seiiL    Wir  bekommen  folgende  G-leichangen : 

D.  =  (2)»,    d  =  3«.3B»,    D  =  2».3«-3B». 

6)  m  =  -69  =  1  (mod  3),    ^  =  27+^(177^ 

fi  =  tfL,    (Uli  =  (irfi  =  — 6',    d  =  —6. 
In  dem  quadratischen  Zahlkorper  K(^—bd)  ist 

(3)  =  (3,  l+\/^=B9)(3, 1~-V^- 
In  dem  quadratischen  Zahlkorper  K(^V77)  wird 

(3)  =  (3,  V177)«- 
In  dem  biquadratischen  Zahlkorper  £'(V^^,  ()  ist 

(3)  =  p.rl», 
worin  die  Primideale 


I  =  (A,1  +  V-B9), 

H  =  (A,.1-V=B9) 

zu  den  FrimideaJen  der  Gruppe  in(a)  von  Z(V— 59,  ß)  gehören. 
In  dem  quadratischen  Zahlkorper  K  (\/177)  wird  (2)  zerlegbar  und 
zwar 

,,,  =  (s,,!±y^(2,lz^, 

sein,  weil 

177  s  1  (mod  8) 

ausfallt    Da  nun  das  Hauptideal 

(äTi^)  =  (2,  >±fl)'(3,  H" 
ist,  so  wird  das  Hauptideal 

(,)_(2,l±M)*(a,Vl77)' 

sein.    Da  nun  die  Primideale  (2,  ^±^),  (3,  ^177)  von  Z(Vl77) 

in  KiSJVrt)  und  auch  in  JSr(V— B9,  5)  keine  Hauptideale  sind  (was 
leicht  zu  zeigen  ist),  so  muss  die  Brelativdiscriminante  D^^  prim 
zu  allen  von  I,  rl  verschiedenen  Primidealen  von  Jr(v/— 59,  f)  ausfal- 
len.   Wir  finden,  dass  hier 

,.  _  (^  _  (^)*(z?S^tÖ) 

_  3481+177^177 
~  2 


l 


396 

tmd 

9*  —  118 
sind.    Die  Relativdiscriminante  D^  wird  zo  (,  r(  prim  sein,  weil 
in  dem  Aosdracke  für  ft*  der  Zähler  des  Coefficienten 

.         3. 59 

*'  =  ^- 

durch  3  teilbar  ist,  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl 

,         59 
6.  =  -2 

za  3  prim  und  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl 

,,        3481  +  2        3483 
«1+1  =  — 2 =  "T"' 

also  die  ganze  rationale  Zahl 

3483  =  0  (mod  9) 

ausfallen,  and  infolge  dessen 

3481+177^177         ,  ,   „    „ 

fi*  =  g — ^ =  —1  genaa  nach  l'-rl" 

wird.     Das  rationale  Hanptideal  D^  ist  gleich  (1).    Wir  finden, 
dass  in  diesem  Beispiele 

D^  =  (1),    d  =  3«. 59«,    B  =  3«-59« 
sind. 

7)  m  =  -31  =  -1  (mod  3),    ,*  =  m*  =  ^+|^, 

^*  =  /rji*,    f**<ji*  =  f**rf**  =  1,    **  =  1. 

In  dem  quadratischen  Zahlkorper  jSr(^--31)  bleibt  (3)  anzerlegbar; 
in  dem  quadratischen  Zahlkorper  f  (V93)  wird 

(3)  =  (3,  V93)«. 

Der  Primidealfactor  (3,  V^)  von  (3)  ist  aber  in  K{\J^)  ein  Haapt- 
primideal,  weil  in  K\sI^)  die  rationale  Primzahl  3  die  Zerlegang 

3  =  «  (9+V^\  /9~V93\  ^  /9+y93y /29-3  \^ 

erfahrt,  worin  die  in  Z(\/93)  ganze  Zahl  ( — ^ — j  eine  Einheit 

in  K{slW2)  bedeutet,  weil  ihre  in  JJ:(V93)  gebUdete  Norm,  d- h. 
das  Product 

/29-3V93\  /29+3V93\  ^  ^ 

ausfallt,  wobei ^ —  nicht  der  dritten  Potenz  einer  Einheit  in 
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f  (^§3)  gleich  wird,  was  leicht  zu  zeigen  ist.    Aasserdem  wird: 

9-V93  ^      /9+\/93\  /29-V93\ 

Infolge  dessen  moss  in  dem  biqnadratischen  ZahlkSrper  K{^—Sl,t) 

(3)  «I» 

sein,  worin  das  Haaptprimideal  (  der  Gruppe  in(b)  von  £(V--31,  () 
die  Gestalt 


,  =  W  =  (8,V§3)  =  (^ 


besitzt.  In  diesem  Beispiele  ist  ii*  eine  Einheit  in  K{^9d),  also 
auch  in  Z(V— 31,t).  _Ausserdem  wird  ft*  nicht  der  dritten  Potenz 
einer  Einheit  in  K(^9B),  auch  in  X(V— 31,g)  gleich.  Daher  muss 
die  ReUttivdiscriminante  D.  prim  zu  allen  von  I  verschiedenen 
Primidealen  von  ir(V— 31,  ()  ausfallen.  In  dem  Ausdrucke  für  ii* 
haben  die  gebrochenen  rationalen  Zahlen  b^j  b„  a^  folgende  Werte: 

3 


&. 

sss 

2' 

h 

— 

1 

2' 

«. 

= 

29 
2' 

Es  ist  klar,  dass  der  Zahler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  b^ 
den  Factor  3  nicht  enthält,  der  Zähler  der  gebrochenen  rationa* 
len  Zahl 

also  die  ganze  rationale  Zahl  3  natürlich  durch  3  teilbar  ist  und 
der  Zahler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl 

.  _  29-2  _  27 

d.  h.  die  ganze  rationale  Zahl 

27  a  0  (mod  9) 
aosföUt.    Infolge  dessen  wird 

f**  =  29+3y93  ^  (i+^jg  mindestens 

und  zwar  genau  nach  I^ 
Bern.    In  diesem  Beispiele  muss  also  das  rationale  Hauptideal  D^ 
prim  zu  I,  also  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1)  aasfallen; 
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wir  erhalten  hier  folgende  Gleichungen : 

D^  =  (1),    d  =  3«. 31«,    D  =  3«.31«. 

8)  w  =  -43  =  -1  (mod  3),    ^  =  fi*  =  3B+3\/l29, 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{^-4S)  bleibt  (3)  unzerlegbar. 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  £(^129)  wird 

(3)  =  (3,  v/129)«. 


In  dem  biqoadratischen  ZaMkörper  JE(^— 48,  g)  ist 

(3)  =  I«, 

worin  das   Hauptprimideal  I  der  Gruppe  in(b)   von  Z'(V— 43,  {) 
die  Gestalt 

I  =  (X)  =  (3,  V129) 

besitzt.    In  dem  quadratischen  Zahlkörper  /Sr(Vl29)  wird  (2)  zer* 
legbar  und  zwar 

(2)_(2,l±^)(ä,i:^), 

sein,  weil 

129  =  1  (mod  8) 
ausfallt.    Da  nun 


,.  =  8(8S+y^) 


und  das  Hauptideal 


/3B+3\/l29 \  ^  L  l+yi29 y 
sind,  so  finden  wir,  dass 

ft..,  =  (a,l±M)-(2,i=M)(2,>±M)* 

ist.    In  diesem  Beispiele  müssen  wir 

_  /o  i+Viä'9\ 

_  /    l-\/i29\ 

p       =   2, »      =1 

setsen.    Da  nun  in  dem  Aosdracke  für  ft*  die  ganzen  rationalen 
Zahlen  b„  b„  a^  die  Werte : 
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6,  ST  8  s  0  (mod  8), 
6,  =  1  4  0  (mod  8), 
a,  »  86  5  -1  (mod  9) 
besitzen,  8o  wird 

f(«  ==  86+8V129  s  (-1-Vi29)*  mindestens 
and  zwar  genau  nach  (* 

sein.  Die  Relativdiscriminante  D«  ist  hier  prim  za  I  und  wird 
gleich  (2)'.  Wir  erhalten,  dass  in  diesem  Beispiele  folgende  Glei- 
chuigen: 

D,  =  (2)«,    i  =  3«-43»,    D  =  2»-8«.43« 
bestehen. 
9)  m  =  -67  s  -1  (mod  3),    n  =  n*  =  68+8^, 

^*  3=  tru*,    ft*tfi*  =  ti'*rii*  =  10»,    **  =  10. 

In  dem  quadratischen  ZahlkSrper  Kj^JpSJ)  ist  (3)  anzerlegbar. 
In  dem  quadratischen  Zahlkorper  £(V201)  wird 

(3)  =  (8,  V§öi)«^_ 

In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  £(^—67,  ()  ist 

(8)  =  P, 
wonn  

I«(A)-(3,V201)  

das  Haaptprimideal  der  Gruppe  Ill(b)  von  K{\J—&7,Q  ist.  In 
dem  quadratischen  ZahlkSrper  K(^^i)  wird  (2)  zerlegbar  and  zwar 


« = {^^)(^\ 


sein,  weil 

201  =  1  (mod  8) 

ausfallt    In  dem  quadratischen  Zahlkorper  Jir(^^)  wird  (6)  eben- 
falls zerlegbar  und  zwar 

(5)  =  (5,  l+V^Öi)(B,  l-V2Öi) 

sein,  weil  das  Legendre'sche  Symbol 

\r 

ist  und  die  Congruenz 

201  =  1  (mod  6) 

hesteht.    Wir  können  schreiben,  dass 


^..2p±|S»l) 


;3  'fe'  X 


^7     • 


24Q 
ist.    Da  nim  das  Hanptideal 

ausfallt,  so  wird  das  Haaptideal 

In  diesem  Beispiele  müssen  wir 

_  /     1+V25I\ 

^        =  2,p      =1 

setzen.    In  dem  Ausdrucke  für  fi*  besitzen  die  ganzen  rationalen 
Zahlen  6^,  6„  a^  folgende  Werte: 

6,  =  3  =  0  (mod  3), 

6,  =  1  =  1  (mod  3), 

a,  =53  =  -1  (mod  9). 
Infolge  dessen  wird 

(i*  =  53+3^201  =  (-1-V^)'  mindestens  und 

zwar  genau  nach  I* 
sein.    Die  Belativdiscriminante   D»   fällt  also  prim  zu  I  aus  und 
wird  gleich  (2)'.     In  diesem  Beispiele  müssen  folgende  Gleichmi- 

gen: 

D,  =  (2)»,    d  =  3«. 67*,    D  =»  2». 3«. 67« 

bestehen. 

10)  m  =  -163  =  -1  (mod  3),    f*  =  135  +  3  VS9, 

^  ==  tr(i,    (ii,t^  =  ftrfi  =  24',    ä  =  24. 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper   K{^—16S)  ist  (3)   unzerlegbar. 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  1^(^489)  wird 

(3)  =  (3,  V^9)». 

In  dem  biqoadratisdien  Zahlkorper  ir(V— 163,  t)  ist 

(3)  =  I*.  . 

worin  das  Hauptprimideal  I  der  Gruppe  in(b)  von  Ä  (^—163,0 
die  Gestalt 

I  =  (A)  =  (3,  \m) 

besitzt.    In  dem  quadratischen  Zahlkörper  JiC(V^)  wird  (2)  zer- 
legbar und  zwar  ^ 
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(2,  =  (2,!±^)(2,1Z^), 

sem,  weil 

489  5  1  (mod  8) 

ausfallt.    Wir  können  schreiben,  dass 
ist.    Da  nnn  das  Haaptideal 
ausfallt,  so  wird  das  Haaptideal 

„  =  (..l±^)'(2,t^)(.,>±M)'(a,v«5)' 

sein.    In  diesem  Beispiele  müssen  wir 

_  (2  i±M\ 

^»uo)  -  r       2      )' 


P        =  2,  » 


=  1 


setzen.     Für  die  in  K(^— 163,0  ganze  Zahl  f»*  finden  wir  den 
Ansdrack 

***  =  -^^^^  =  (V=i63)»(-1BV=3+V^563)  = 

^  26569+2446V^; 
es  ist 

S*  =  -1304. 

Da  nnn  in  (i*  die  ganzen  rationalen  Zahlen  &„  &„  a,  die  Werte: 

6.  «»  3-815  »  0  (mod  3), 
&,  =  815  =  -1  (mod  3), 
a.  =  26569  5  1  (mod  9) 

besitzen,  so  wird  in  diesem  Beispiele  die  ganze  Zahl 

H*  =  26669  +  2445  \lm  =  (1  +  \/my  mindestens 

und  zwar  genan  nach  l* 
aosfallen.    Das  rationale  Haaptideal  D^  bleibt  infolge  dessen  prim 
ZD  I  and  ist  gleich  (2)*.     Wir  erhalten  in  diesem  Beispiele  fol- 
gende Formeln: 

A  =  (2)»,    d  =  3«.  168»,    D  =  2». 3«  163«. 

16 


^ 


t 


3* 
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11)  m  =  -19  =  -1  (mod  3),    f*  =  27  +  3VB7, 

II  =s  tru,    fitfi  =  (irfi  =  6',    d  s=  6. 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  JE"(y— 19)   ist   (3)   unzerlegbar. 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{SJh7)  wird 

(3)  =  (3,  V57)». 

In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  Z'(\^--19,  f)  ist 

(3)  =  I», 

worin  das  Hauptprimideal   I  der  Gruppe  in(b)   von   jSr(V— 19,{) 
bekanntlich  die  Grestalt 

I  =  (A)  =  (3,VB7) 

besitzt.    In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{\f^)  wird  (2)  zer- 
legbar und  zwar 


« = (.,  ü^  (^  i=m, 


weil 

57  =  1  (mod  8) 
ausfallt.    Wir  können  schreiben,  dass 

ist.    Da  nun  das  Hauptideal 

(^=(.,J^(,.VS7) 
wird,  so  köimen  wir  das  Hauptideal  (jC)  folgendermassen 

«  =  (2,ttf)'(./-^(,.^)' 
darstellen.    Wir  müssen  in  diesem  Beispiele 

«       =  2,  i>      =1 
setzen.    Wir  finden,  dass  hier 

^*  =  (-Se  =  (vPl9).(-3V=3  +  V=l9)  - 

=  361+B7VS7 
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und 

d*  =  -38 

ausfallen.  Da  nun  in  dem  Aasdrucke  fUr  ii*  die  ganzen  rationa- 
len 2«ahlen  &,,  b^,  a,  die  Werte 

6,  =  319  =  0  (mod  3), 
6,  =  19  s  1  (mod  3), 
a.  =  361  =  1  (mod  9) 

besitzen,  so  wird  in  diesem  Beispiele  die  ganze  Zahl 

fi*  =  361  +  57VB7  =  (1-VB7)'  mindestens 
nach  l^  und  zwar  genau  nach  I^ 

ausfallen.  Das  rationale  Hauptideal  D^  bleibt  prim  zu  (  und  wird 
gleich  (2)*.  Wir  erhalten,  dass  in  diesem  Beispiele  die  folgenden 
Gleichungen 

A  =  (2)*,    d  =.  3».19»,    D  =  2».3«.19* 
bestehen  müssen.  

12)  tn  =  -239  =  1  (mod  3),     ii  =  ^^^f^^, 

fi    SZ8    fril^        fUll    SB     flffi     =     3',         d    SSS    3. 

In  dem  quadratischen  Zahlkorper  K  ( V— 239)  ist 

(3)  =  (3, 1+V=239)  (3, 1-V=239). 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{^^717)  wird 

(3)  =  (3,  VtIT)». 

Das  Primideal  (3,  ^717)  ist  aber  ein  Haaptprimideal,  weil  die  ra- 
tionale Primzahl  3  in  £(V717)  die  Zerlegung 


3  = 


/27+\/7i7\  /27-\/717\  ^  /27+V/717y  /241-9V/7i7\ 


erfahrt,  worin  die  in  K{^717)  ganze  Zahl  J^ —  eine  Einheit 

in  K(>/7rr)  bedeutet,  weU  ihre  in  £(^717)  gebildete  Norm,  d.  h. 
das  Prodnct 


/241-9S/717\  /241+9V717\ 


.  ,         ,   .  241-9\/717             241+9V^     .  , .   ,      ,  .^      ^ 
wird,  wobei  s-^ ,  resp.  g-^ —    mcht  der  dritten  Po- 
tenz einer  Einheit  in  K{^7T7)  gleich  ist,  was  leicht  gezeigt  wer- 
den kann.    Wir  finden,  dass 


27-V717  ^  /27-hV717\  /241-9V7l7\ 


16* 


Mr^'Ä 


rj 
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aosföllt.    In  dem  biqoadratischen  Zahlkörper  K  (V—239,  t)  ist 

(3)  =  Vrl^, 

worin  die  Primideale 

I  =  (A,  l+V/=239), 

rl  =  (A,  l-V-239) 

zu  den  Prünidealen  der  Gruppe  ni(a)  von  jr(V— 239,  g)  gehören. 
Wir  können  schreiben,  dass 

_     /27+V/7l7\  ^  /27+\/7i7\'  /241~9\/7i7\ 

ausfallt.    Es  muss  hier  

^  ^  241~9V717 
^  2 

oder 

^  _  241+9V717 
^    —  2 

angenommen  werden.  In  diesem  Beispiele  ist  ft*  eine  Einheit  in 
J5r(V/7l7),  also  auch  in  AT  (V— 239,  ß.  Ausserdem  ist  fi*  weder  in 
-£(V/7l7),  noch  in  ir(V-239,  £)  gleich  der  dritten  Potenz  einer 
Einheit,  was  leicht  gezeigt  werden  kann.  Daher  wird  die  ßela- 
tivdiscriminante  D»  prim  zu  allen  von  I,  rl  verschiedenen  Prim- 
idealen  von  £^(V— 239,  £)  ausfallen.    Da  nun  in  dem  Ausdrucke  för 

_  241+9v/7i7 
f*    —  2 

der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  2iahl 

also  die  ganze  rationale  Zahl  9  natürlich  durch  9  teilbar  ist, 
ausserdem  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl 

.  ,        241+2        243 
fl,+l  =  —2~  =  T' 

also  die  ganze  rationale  Zahl 

243  =  0  (mod  9) 
ausfallt,  so  wird 

(i*  =  ö^ —  =  —1  mindestens  nach  I*«rl* 

und  zwar  genau  nach  I^-rl^ 

sein.  Die  Relativdiscriminante  D^  bleibt  daher  prim  zu  den  in  (3) 
aufgehenden  Primidealen  I,  rl  der  Gruppe  in(a)  von  Ä^(V— 239,  J) 
und  muss  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1)   ausfallen.     Wir 
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finden,  dass  in  diesem  Beispiele  folgende  Gleichungen 

D,  =  (1),    d  =  3»- 239»,    D  =  3« -239« 
bestehen  mossen. 

m  =  2  (mod  4). 

18)  »I  =  68  =  1  (mod  3),    /»  =  /»*-=  13+v'^=l74, 

/»*  =  tru*,    i»*tii.*  =  n*rit*  =  7*,    8*  =  7. 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  £'(^58)  ist 

(3)  =  (3, 1  +  V58)  (3, 1  -  V/B8). 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K  y— 174)  wird 

(3)  =  (3,  \J^my. 

In  dem  biqoadratischen  Zahlkörper  K(\ßß,0  ist 

(3)  =  I»rl«, 

worin  die  Frimideale  I,  rl  der  Grappe  IU(a)   von  K(\j5S,t)  die 
Gestalt 

I  =  (A,  l+V^), 

rl  =  (A,  1-V58) 

besitzen.     In  dem  quadratischen  Zahlkörper   K  (V— 174)  wird  (7) 
zerlegbar  and  zwar 

(7)  =  (7,  l+V+lTi)  (7, 1-V/=I74) 

sein,  weil  das  Legendre'sche  Symbol 

'-174^ 


m  - 


ansfallt  and 

-174  =  1  (mod  7) 

isi  Das  Primideal  (7, 1+ vPlTi),  resp.  (7,  l-\/=37i)  ist  in  Ä:(V=i74) 
kein  Hanptprimideal ,  weil  die  rationale  Primzahl  7  sich  nicht  in 
der  Form  a*+1746*  darstellen  lässt,  worin  a,b  ganze  rationale 
Zahlen  bedeaten,  da  non 

-174  =  2  (mod  4) 

ausfäUt.  Zugleich  wird  (7, 1+V=i74) ,  resp.  (7,  l-V-174)  kein 
Hauptideal  in  Jif(V58,£)  sein,  was  leicht  zu  zeigen  ist.  Wir  fin- 
den, dass  

(m*)  =  (7,  l-\/-174)» 

ausfallt.  In  diesem  Beispiele  muss  die  Relativdiscriminante  2?> 
prim  zu  allen  von  I,  rl  verschiedenen  Primidealen  von  Jr(^68,  Ü) 
bleiben.    In  dem  Ausdrucke  für  /i*  enthält  der  Coefficient 

6.  =  1 


^ 


fe 

i- 
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den  Factor  3  natürlich  nicht,  aosserdem  ist 

a,  =  13  =  1  (mod  3). 
Infolge  dessen  wird 

li*  =  13  +  V/-174  =  1  genau  nach  Vrl 

ausfallen.  In  diesem  Beispiele  kann  das  rationale  Hauptideal  D« 
nur  den  Factor  (3)'  enthalten.  Wir  bekommen  hier  folgende  Glei- 
chungen : 

D^  ==  (3)»,    d  =  2*. 32.58«,    D  =  2". 3". 58«, 

14)  m  =  2  =  -1  (mod  3),    ^  =  ^*  =  7  +  7^=6, 

II*  S3  tr^i*,    11*1(1*  =  ii*r^*  =  7',    d*  =  7. 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{\ß)  ist  (3)  unzerlegbar.  In 
dem  quadratischen  Zahlkörper  K{\]—&)  wird 

(3)  =  (3,  VR)T 

In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{^2^^  ist 

(3)  =  I«, 

worin  das  Hauptprimideal  I  der  Gruppe  in(b)  von  jr(VS,Ö  die 
Gestalt 

I  =  W  =  (3,V/=6) 

besitzt.  In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{^^)  wird  (7)  zer- 
legbar und  zwar 

(7)=(7,l+\/=6)(7,l-\/=6) 

sein,  weil  das  Legendre'sche  Symbol 


{D= 


ist  und  die  Congruenz 

-6  =  1  (mod  7) 

besteht.     Diese  Primidealfactoren   von  (7)  sind  aber  Hauptprim- 
ideale  in  jK'(^^),  weü 

7  =  (l  +  V=6)(l-S/=6) 
aasfallt.    Wir  können  schreiben,  dass 

^*  =  7(l+\/=6)  =  (l+V=6)«(l-v/=6), 

0»*)=(7,l+\/=6)»(7,l-\/=6) 

sind.    In  diesem  Beispiele  müssen  wir 

N.)=  (7,1-\P6)  =  (1-V=6), 
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setzen.  Ansserdem  enthält  in  dem  Atudracke  für  ^f^  der  Coeffi« 
cient 

den  Factor  3  natürlich  nicht,  zugleich  ist  die  ganze  rationale  Zahl 

a,  =  7  =  1  (mod  3). 
Infolge  dessen  wird 

/**  =  7+7^^  s  1  genau  nach  \ 

ausfallen.  In  diesem  Beispiele  wird  die  Kelativdiscriminante  D^ 
ausser  dem  Factor  (7)*  noch  den  Factor  (3)'  enthalten.  Wir  be- 
kommen hier  folgende  Gleichungen: 

D^  =  (3)'(7)«,    i  =  2«. 3«,    D  =  2'».3".7». 

15)  m  =  -26  =  1  (mod  3),    /*  =  27+3  \/78, 

fk  =  trftj    fktfA  =  fAVfk  =  3',    tf  =  3. 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  Z'(\/— 26)  ist 

(3)  =  (3,1+V=26)(3,1-V=26). 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(\/7S)  wird 

(3)  =  (3,  V/78)«,      _ 

und  zwar  ist  das  Primideal  (3,  ^78)  in  K(\j78)  gleich  dem  Haupt- 
prunideal  (9+^5^),  weü  die  rationale  Primzahl  3  in  jS:(V78)  die 
Zerlegung 

3  =  (9+\/78)(9-V78)  =  (9 +V78)' (63-6^78) 

erfahrt.  Die  in  K(\j78)  ganze  Zahl  53-6 V'TS  ist  eine  Einheit  in 
K{\J7S),  weil  ihre  in  K(\J78)  gebildete  Norm,  d.h.  das  Product 

(63-6^78)  (53+6^78)  =  1 

ausföllt,  wobei  53-6V/78,  resp.  63+6^78  nicht  der  dritten  Potenz 
einer  Einheit  in  £(^78)  gleich  wird,  was  leicht  zu  zeigen  ist. 
Wir  finden,  dass 

9- Vre  =  (9  +  \/^)(53-6v/78) 

ausfallt.    In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  ir(V— 26,g)  wird 

(3)  =  I«.rl«, 

worin  die  Primideale  I,  rl  zu  den  Primidealen  der  Gruppe  HI  (a) 
von  Z(V— 26, 5)  gehören.    Wir  finden  folgende  Darstellung  für  /»: 

68  wird  

^  =  3(9  + V78)  =  (9  +  V78)VB3-6\/78). 

Wir  sehen,  dass  die  Relatiydiscriminante  D«  in  diesem  Beispiele 
prim  zu  allen  von  I,  rl  verschiedenen  Primidealen  von  jr(V— 26,5) 


^V" 


r 

■     V. 


1 
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sein  moss,  weil  68-6^^  eine  Einheit^  in  K(^78),  also  auch  in 
Kisf^tt)  ist,  zugleich  aber  63-6V78,  resp.  53+6\/rä  weder  in 
KisjTS),  noch  in  K{'^2Q,  t)  gleich  der  dritten  Potenz  einer  Ein- 
heit wird.    Wir  können 

^*  =  53-6V?8 
oder  auch 

^*  =  53+6\/78 

annehmen.  In  dem  Ausdrucke  für  ft*  besitzen  die  ganzen  rationa- 
len Zahlen  (,,  b„  a,  die  Werte: 

6,  =  2-3  s  0  (mod  3), 

6,  a=  2  ^  0  (mod  3), 

o,  =  53  =  — 1  (mod  9). 

Daher  wird  in  diesem  Beispiele  die  ganze  Zahl 

/»*  =  Sa+ev^  =  -1  genau  nach  l'rl* 

ausfallen.  Infolge  dessen  bleibt  die  KelatiTdiscriminante  D«  prim 
zu  I,  rl  und  wird  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1).  Wir  er- 
halten, dass  in  diesem  Beispiele  folgende  Gleichungen 

D,  =  (1),    d  =  2*.3«-26*,    D  =  2"-3».26« 
bestehen  müssen. 

16)  »I  =  -38  =  1  (mod  3),    ^  =  jt*  =  Qi+6\ßÄÄ, 

fi*  =  tru*,    (i*tn*  =  ii*rii*  =  -2»,    8*  =  -2. 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K  (V— 38)  ist 

(3)  =  (3, 1  -^  V^=38)  (3, 1  -  >^-m). 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  £"(^114)  wird 

(3)  =  (3,  Viii)*. 

In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  Z'(^— 38,  Q  ist 

(3)  =  l*rt*, 


worin  die  Primideale  I,  r[  der  Gruppe  m  (a)  von  JK'(V— 38,  t)  die 
Gestalt 

1  =  (A,  1-1-^=38), 

»•1=  (A,  l-\/=38) 

besitzen.    In  dem  quadratischen  Zahlkörper  Jr(^114)  wird  (2)  zer- 
legbar und  zwar 

(2)  =  (2,  vni)« 

sein,  weil 

114  =  2  (mod  4) 

ausfallt.    Das  Frimideal  (2,  Vll4)  ^^  &ber  gleich  dem  Haaptprim- 
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ideal  (32+3^114),  weü  die  rationale  Primzahl  2  in  K(\Jn^  die 
Zerlegong 

2  =  -(32+3^114)  (32-3  Vili)  =  (32+3^114)«  (1025-96^114) 

erfährt.  Diejn  K{\JtÜ)  ganze  Zahl_  1025 -96^10  ist  eine  Ein- 
heit in  Ä:(Vil4),  weü  ihre  in  K{>JlU)  gebüdete  Norm,  d.  L  das 
Frodact 

(1026  -  96  V114)  (1025+ 96\/ll4)  =  1 

ist,  wobei  1025-96^114,  resp^  1025  +  96^114  nicht  der  dritten 
Potenz  einer  Einheit  in  Jl(V114)  wird,  was  leicht  zu  zeigen  ist. 
Es  wird 

32-3\/il4  =  -(32+3Vll4)(1025-96\/n4) 
sein«    Wir  können  schreiben,  dass 

f**  =  2(32+3Vll4)  =  (32 +  3^114)»  (1025- 96  Vil4) 

ausfallt.  In  diesem  Beispiele  muss  D»  prim  zu  allen  von  I,  rt  ver- 
schiedenen Primidealen  von  K{^-SS,  £;)  ausf allen, ^eil  1025-96^114 
eine  Einheit  in  K{\fllÄ),  also  auch  in  jSr(V— 38,|)^  ist,  wobei 
1025-96^114,  resp.  1025  +  96Vii4  weder  in  -fi:(Vll4),  noch  in 
K  ( V— 38,  t)  gleich  der  dritten  Potenz  einer  Einheit  wird.  Da  nun 
in  dem  Ausdrucke  für  f**  der  Coefficient 

b,  =  2-3  =  0  (mod  3) 
ist,  die  ganzen  rationalen  Zahlen  &„  a^  die  Werte: 

6,  =  2  ^  0  (mod  3), 

a,  =  64  =  1  (mod  9) 
besitzen,  so  wird 

Ik*  =  64-|-6vTl4  =  1  genau  nach  l»-rl» 

sein.  Infolge  dessen  bleibt  das  rationale  Hauptideal  D^,  prim  zu 
I,  rl  und  wird  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1).  In  diesem 
Beispiele  müssen  folgende  Grleichungen :  * 

A  =  (1),    d  =  2*.3».38^    D  =  2".3«.38« 
bestehen. 

17)  w  =  -22  =  -1  (mod  3),    f*  =  135H-15\/66, 

II  =  ir/f,    (itii  =  ftrfi  =  15',    d  =  15. 

In  dem  quadratischen  Zahlkorper  Ä^(\A-22)  ist  (3)  unzerlegbar. 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  Ä^(\/66)  wird 

(3)  =  (3,  V66)^_ 

In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  K(\J—22f  i)  ist 

(3)  =  l\ 


tf'VWi^'^Tf^y^^ 


*. 


260 
wobei 


I  =  (A)-(3,V66) 


das  Hanptprimideal  der  Grappe  ni(i^  von  K(^-22,  Q  ist.  In 
dem  quadratischen  Zahlkörper  1^(^66)  wird  (6)  zerlegbar  und 
zwar 

(5)  =  (5, 1+V66)  (5, 1-V66) 

sein,  weil  das  Legendre'sche  Symbol 


(?)- 


aasfaUt  und 

66  =  1  (mod  6) 

ist.    Wir  können  schreiben,  dass 

^  =  3-5  (9+V66) 
ausfallt.    Da  nun  das  Hanptideal 

(9+V/66)  =  (5,  l-\/66)(3,  V§6) 

ist,  80  finden  wir  folgende  Darstellung  für  (fi):  es  wird 

0»)  =  (5,  l+V/66)  (6,  l-VBH)»  (3,  \/g6)'. 
In  diesem  Beispiele  müssen  wir        

setzen.    Wir  finden,  dass 

^*  =  ^^^^  =  (V^)'(-1BV=3  +  BV^)  = 

=  2420  +  330  V66, 
**  =  -110 
aasfallen.    Das  rationale  Hanptideal  D^  bleibt  prim  zu  I,  weil  in 
dem  Ausdrucke  für  ii*  der  Coefficient  .  .  , 

6,  =  3-110  =  0  (mod  3) 
ist  und  die  ganzen  rationalen  Zahlen  b^,  a^  die  Werte: 

\  =  110  =  -1  (mod  3), 
a,  =  2420  =  -1  (mod  9) 

besitzen.    Infolge  dessen  wird 

fi*  =  2420+330^66  =  (-1+^66)'  mindestens  nach 

I^  und  zwar  genau  nach  P 

ausfallen.     In  diesem  Beispiele  wird  die  Relativdiscriminante  A 
gleich  (5)'.^  Wir  erhalten  hier  folgende  Gleichungen: 
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D.  =  (B)»,    d  =  2*.  3«.  22«,    D  —  2".  8«.  B».  22«. 

m  =  3  (mod  4). 
18)  m  —  -29  =  1  (mod  3),    (t  =  ^*  =  28+3V§7, 

^*  =  trfi*,    fk*t^*  =  (t*rp*  =  1,    **  =  1. 

In  dem  quadratischen  Zablkörper  £'(^—29)  ist 

(3)  =  (3,  l+V-29)  (3, 1-V^29). 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{\J&7)  wird 

(3)  =  (3,  V87)«. 


In  dem  biqaadratischen  Zahlkörper  K(^-29f  {;)  ist 

(3)  =  WrV, 

worin  die  Primideale  I,  rt  der  Gruppe  III  (a)  von  K{^—29,  Q  die 
Gestalt : 

I  =  (A,  1+V^), 

rl  =  (A,  l-V-29) 

besitzen.  In  diesem  Beispiele  ist  ^i*  eine  Einheit  in  K(^87),  also 
auch  in  Ä'(V— 29, 5).  Ausserdem  wird  fi*  weder  in  X(\/87),  noch 
in  iC(^— 29, 5)  gleich  der  dritten  Potenz  einer  Einheit  sein,  was 
leicht  zu  zeigen  ist.  Daher  bleibt  die  Relativdiscriminante  D^ 
prim  zu  allen  von  I,  rl  verschiedenen  Primidealen  von  Z'(\/— 29,  Q. 
Da  nun  die  ganzen  rationalen  Zahlen  b^,  b^  und  a^  die  Werte 

6,  =  3  =  0  (mod  3), 
6,  =  1*0  (mod  3), 
a^  =  28  =  1  (mod  9) 

besitzen,  so  wird  die  ganze  Zahl  [i*  in  diesem  Beispiele  der  Con- 
gruenz 

f»*  =  28+3V87  =  1  genau  nach  I'.rl» 

genügen.  Das  rationale  Hauptideal  Dj^  muss  zu  den  Primidealen 
I,  rl  prim  ausfallen  und  ist  gleich  (1).  Wir  erhalten  folgende 
Gleichungen : 

D,  =  (1),    d  =  2*.  3«.  29»,    D  =  2".  3«.  29«. 
19)  w  =  79  =  1  (mod  3),    ^  =  ^*  =  8+3^^^237, 

li*  =  <rfi*,    ii*tii*  =  (i*rii*  =  13»,    d*  =  13. 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(\/79)  ist 

(3)  =  (3, 1+ V79)  (3, 1- V79). 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K  ( V— 237)  wird 

(3)  =  (3,  \/=237)». 

In  dem  biquadratischen  Zßlükörper  K(\j7df  t)  ist 


'^;- 


^ 


(3)  =  t*M*, 
worin  die  Frimideale 

I  =  (X,  1+V79), 

rl  =  (A,  l-\/79) 

zu  den  Primidealen  der  Gruppe  in(a)  von  K(^^,  g)  gehören.  In 
dem  quadratischen  Zahlkörper  /r(V— 237)  wird  (13)  zerlegbar  und 
zwar 

(13)  =  13,6+\/^=237)(13,6-V=537) 
sein,  weil  das  Legendre'sche  Symbol 

ausfallt  und 

-237  =  6«  (mod  13) 

ist.  Die  beiden  Primideale  (13, 6+V=237),  (13,6~vC237)  sind 
keine  Hauptideale  in  jr(\/-237)  und  in  Z'(V'79,£),  was  leicht  ge- 
zeigt werden  kann.    Da  nun  das  Hauptideal 

(8+3V-=237)  =  (13, 6-\P237)» 
ist,  so  können  wir  (ß*)  folgendermassen 

(li*)  =  (13,  6-V=237)» 

darstellen.  Die  Relatiydiscriminante  D^  muss  zu  allen  nicht  m 
(3)  aufgehenden  Primidealen  von  K{^79,  g)  prim  ausfallen.  Da 
nun  in  der  in  £'(V— 237)  ganzen  Zahlen  (i*  der  Coefficient 

6,  =  3  =  0  (mod  3) 

ist  und  die  ganzen  rationalen  Zahlen  &„  a^  die  Werte 

6,  =  1  $  0  (mod  3), 

a,  =  8  s  -1  (mod  9) 

besitzen,  so  wird  

^*  =  8+3V^^^237  =  -1  genau  nach  I'.rl» 

ausfallen.    Infolge  dessen  bleibt  das  rationale  Hauptideal  D^  prim 
zu  I,  rl   und  wird  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1).     Wir  er- 
halten, dass  in  diesem  Beispiele  folgende  Gleichungen 
D,  =  (l),    d  =  2*.3*.79»,    D  =  2".3«.79* 
bestehen  müssen. 

20)  m  =  -109  =  -1  (mod  3),    (i  =  54+3^327, 

H  =  trfif    iitii  =  iirii  =  —3',     d  =  —3. 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K  ( V— 109)  ist  (3)  unzerlegbar. 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(^827)  wird 

(3)  =  (3,  \im'' 
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Das  Primideal  (3,  ^327)  ist  aber  ein  Hanptprimideal  in  K^SJWl), 

weil  

3  =  -(18+V327)(18-V327)  =  (18+ V327)»  (217-12  v/§27) 

wird.  Die  in  K{\lm)  ganze  Zahl  217- 12^^  wird  eine  Einheit 
in  K{\ldZl)  sein,  weil  ihre  in  j:(\/327)  gebildete  Norm,  d.h.  das 
Frodnct 


(217+12V327)  (217-12\/327)  =  1 

ist,  wobei  217-12\/327,  resp.  217+12V^  nicht  der  dritten  Po- 
tenz einer  Einheit  in  K (^327)  gleich  wird,   was  leicht  zu  zeigen 

ist.    Es  wird  

18- V^  =  -  (18+ V^  (217-12  V327) 

sein.    In  dem  biqnadratischen  Zahlkörper  iSr(^— 109,  ()  wird 

(3)  =  I«, 

worin  das  flanptprimideal  I  der  Gruppe  in(b)  von  {K  ^—109,  {)  die 
Grestalt 

I  =  (A)  =  (3,  v/327)  =  (18+V/327)  =  (18-^327) 

besitzt«    In  diesem  Beispiele  ist 

fi  =  3(18+V327)  =  (18+ V327)»  (217-12  V327). 


Da  ntm  217-12V/327,  resp.  217+12V327  weder  in  K  (^327),  noch 
in  jr(V^— 109, 5)  gleich  der  dritten  Potenz  einer  Einheit  ist,  was 
leicht  gezeigt  werden  kann,  so  mnss  die  Kelativdiscriminante  D^ 
prim  zu  allen  von  I  verschiedenen  Primidealen  von  iC(V— 109,  g) 
ausfaJlen.  Wir  sehen,  dass  wir  in  diesem  Beispiele  die  in  Ä^(V— 109,{) 
ganze  Zahl 

ft*  =  217-12\/527 
oder  auch 

ft*  =  217+12V327 

setzen  können.  Da  nun  in  dem  Ausdrucke  für  (i*  die  ganzen  ra- 
tionalen Zahlen  &^,  &„  a^  die  Werte 

\  =  3.4  s  0  (mod  3), 
&,  =  4  =  1  (mod  3), 
a,  =  217  =  1  (mod  9) 
besitzen,  so  wird 

^*  =  217+12^327  s  (1-V327)'  mindestens 
imd  zwar  genau  nach  l^ 
sein.    Die  Belativdiscriminante   A  muss  daher   zu  I  prim,  also 
gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1)  ausfallen.     In  diesem  Bei- 
spiele erhalten  wir  folgende  Gleichungen: 

D^  =  (1),    d  =  2*.3M09»,    D  =  2".3«  109«.; 
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Nan  gehen  wir  zu  der  Anfstellimg   der  Relativdiscriminante 

D^  des  Galois'schen  Zahlkörpers   zwölften  G-rades  JSr(V— »»„  S,^i) 

in  Bezug   auf   den   biqoadratischen  Zahlkörper   K^^—in^^)   über, 

wobei 

m  =  3tn^,    w,  ^  0  (mod  3) 

ausfallen,  die  in  K ( V— »»j,  Ö  g^nze  Zahl 

im  quadratischen  Zahlkörper  K(^'-fn,)  liegt,  also  die  Gestalt 

ft,  =  a  +  b  ^—fn, 
besitzt,  und  den  Bedingungen 

genügt,  worin  d,  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet. 

Wir  haben  in  §  12  gefunden,  dass  in  diesem  Falle  das  Haupt- 
ideal  (/*i)  die  Primideale  p„  rp,  der  Gruppen  I(a),  resp.  II  (a)  des 
quadratischen  Zahlkörpers  K{\J—m^  zu  gleicher  Zeit  und  die 
Primideale  (,  rl  der  Gruppe  UI(a)  des  biquadratischen  Zahlkör- 
pers K{^—m,,  g)  zu  gleicher  Zeit  mit  den  zu  3  primen  Exponen- 
ten enthalten  darf. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Relativdiscriminante  D. 
des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
Ä(V— w,,|;,^J  genau  durch  die  Quadrate  derjenigen 
rationalen  Primzahlhauptideale  (p)  der  Gruppen  I(a), 
II(a)  teilbar  sein  wird,  deren  in  K{^—m^  liegenden 
Primidealfactor en  f),,  rp,  in  (fij  genau  mit  den  zu  3 
primen  Exponenten  aufgehen. 

Nun  wollen  wir  die  Beziehungen  zwischen  dieser  Relativ- 
discriminante D^  und  dem  Primideal  t  oder  H  der  Gruppe  in(a), 
resp.  I  der  Gruppe  ni(b)  von  K{\J—m,,i)  untersuchen. 

Zunächst  ist  klar,  dass,  falls  (3)  in  K{SJ—m^  zer- 
legbar ist,  diese  Relativdiscriminante  D^  stets  dann 
den  Idealfactor  l-ri  genau  in  der  achtenPotenz  ent- 
halten wird,  wenn  in  dem  Hauptideal  (ftj  die  Prim- 
ideale I,  rl  der  Gruppe  Ill(a)  von  K{^-^n,jQ  genau  mit 
den  zu  3  primen  Exponenten  aufgehen. 

Wir  haben  mit  (i*  diejenigen  in  Ä"(V— m^,  £)  ganze  Zahl  be- 
zeichnet, welche  die  in  K{^—m^f^)  ganze  Zahl  fi  ersetzen  kami, 
wobei  das  Hauptideal  (ftf)  nicht  durch  die  dritte  Potenz  des 
Primideals  I  oder  rl  der  Gruppe  ni(a),  resp.  I  der  Gruppe  in(b) 
von  if  (y—Wj, Ö  teilbar  wird;  infolge  dessen  darf  (f^f)  in  diesem 
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Falle ,  wenn  (3)  in  K  ( V--^)  zerlegbar  wird ,  die  Primideale  (,  r( 
der  Gruppe  III  (a)  von  K  ( V^u  Ö  genau  mit  den  zu  3  primen  Ex- 
ponenten zu  gleicher  Zeit  enthalten;  ist  aber  3  unzerlegbar  in 
Ä'(V— mj,  so  wird  (jif )  stets  zu  dem  Hauptprimideal  I  der  Gruppe 
in(b)  von  -K^(V^^,  Ö  P'^^  ausfallen. 

Wir  wollen  nun  den  Fall  betrachten,  dass  (ji*),  auch  wenn  (3) 
in  JC(V— wj  zerlegbar  wird,  das  Primideal  I  oder  rl  der  Gruppe 
in(a)  von  K{\pni^,0  nicht  als  Factor  enthalt. 

In  diesem  Falle  wird  also  das  Hauptideal  (ftf )  zu  dem  in  (3) 
aufgehenden  Primideal  l  oder  rl  der  Gruppe  lll(a),  resp.  (  der 
Gruppe  in(b)  von  Z^(^— m„Ö  prim  ausfallen. 

Wir  wollen  jetzt  imtersuchen,  ob  wir  für  eine  gegebene  in 
£^(y— w„  t)  ganze  zu  I  oder  rl,  resp.  l  prime  Zahl  ii*  solch  eine 
Zahl  und  zwar  eine  ganze  Zahl  a  in  K{^—m^f  f)  von  der  Eigen- 
schaft finden  können,  dass 

fif — CK*  =  0  entweder  genau  nach  I  oder  rl, 

resp.  I,  oder  genau  nach  I'  oder  rl*, 

resp.  I',  oder  mindestens  nach  I',  oder  rl', 

resp.  I* 

ausfallt;  zugleich  muss  natürlich  das  Hauptideal  (a)  prim  zu  I 
oder  rl,  resp.  I  sein, 

Da  nun  die  in  K(^—m^,i,&^)  ganze  Zahl 


denselben  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{^'-m^,l,^)  wie  die  in 
JS:(V— iw„£;*J  ganze  Zahl  _ 

auf  Grund  von  K  ( V— •'•u  6)  definirt,  so  müssen  im  Falle  des  Ga- 
lois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  jr(y— «»„  C,  *»)  die  Glei- 
chungen 

bestehen,  worin  df  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  und  das 
Hauptideal  (ß*)  dieselben  Primideale  p„  rp^  der  Gruppen  I(a),  n(a) 
von  K  ( V"-*Wi)  1  wie  das  Hauptideal  (n^)  mit  den  zu  3  primen  Ex- 
ponenten enthält.  

Wir  nehmen  die  in  Ä"(V— m^,  {)  ganze  Zahl  [i*  von  der  Form 

an,  worin  a^,  &,  rationale  Zahlen  bedeuten,  welche  gleichzeitig  ent- 
weder ganze  rationale  Zjahlen  sind,  oder  eventuell  im  Falle j 

— m,  £  1  (mod  4) 


rv;. 
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auch  gebrochene  rationale  Zahlen   sein  können,   welche   dann  in 
den  Zählern  ganze  rationale  ungerade  Zahlen,  in  den  Nennern  nur 
die  rationale  Primzahl  2  in  der  ersten  Potenz   enthalten  müssen, 
weil  ja  ftf  eine  in  K{^—m^)  ganze  Zahl  sein  soU. 
Es  darf  aber  dabei  die  ganze  rationale  Zahl 

niemals  durch  3  teilbar  sein,  weil  ja  die  ganze  rationale  Zahl 
df  nicht  durch  3  teilbar  ist,  da  nun  das  Hauptideal  {(a*)  das  Prim- 
ideal I  oder  r(,  resp.  I  nicht  als  Factor  enthalten  kann.  Hieraas 
folgt,  dass  die  ganzen  rationalen  Zahlen  a^,  &„  resp.  die  Zähler 
der  gebrochenen  rationalen  Zahlen  a^,  h^  nicht  gleichzeitig  durch 
3  teilbar  sein  dürfen. 

Wir  wollen  hier  folgende  drei  Fälle  unterscheiden,  je  nach- 
dem zu  gleicher  Zeit  die  ganzen  rationalen  Zahlen  a„  b^,  resp. 
die  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahlen  a^,  b^  beide  nicht 
durch  3  teilbar  sind,  oder  die  ganze  rationale  Zahl  a^,  resp.  der 
Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^  zu  3  prim  ist,  zugleich 
aber  die  ganze  rationale  Zahl  b^,  resp.  der  Zähler  der  gebroche- 
nen rationalen  Zahl  6^  den  Factor  3  enthält,  also 

b,  =  36, 

wird,  worin  die  ganze  rationale  Zahl  6,,  resp.  der  Zähler  der  ge- 
brochenen rationalen  Zahl  6,  zu  3  prim  oder  durch  3  teilbar  sein 
kann,  oder  die  ganze  rationale  Zahl  a^,  resp.  der  Zähler  der  ge- 
brochenen rationalen  Zahl  a^  durch  3  teilbar  ist,  also 

a^  =  3a, 

wird,  worin  die  ganze  rationale  Zahl  a„  resp.  der  Zähler  der  ge- 
brochenen rationalen  Zahl  a,  zu  3  prim  oder  durch  3  teilbar  sein 
kann,  zugleich  aber  die  ganze  rationale  Zahl  6^,  resp.  der  Zähler 
der  gebrochenen  rationalen  Zahl  b^  prim  zu  3  ausfällt. 

Es  ist  klar,  dass  die  ganzen  rationalen  Zahlen  a^,  b^,  resp. 
die  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahlen  a^,  b^  nur  dann 
gleichzeitig  zu  3  prim  ausfallen  dürfen,  wenn  die  ganze  rationale 

Zahl 

—  w^  =  — 1  (mod  3) 

ist;  genügt  aber  die  ganze  rationale  Zahl  — w^  der  Congruenz 

— Wj  =  1  (mod  3), 

so  wird  die  ganze  rationale  Zahl 

cJf»  =  a\  +  b\m, 

stets  durch  3  teilbar  sein,  falls  die  ganzen  rationalen  Zahlen  a„  b^ 


257 

resp.  die  Zahler  der  gebrochenen  rationalen  Zahlen  üi,  b^  gleich- 
zeitig den  Factor  3  nicht  enthalten. 

Wir   bilden  zunächst   die  dritte  Potenz  einer  in  K{Sj—m^^  g) 
ganzen  Zahl  a,  welche  wir  in  der  Form 

annehmen,  worin  die  rationalen  Zahlen  a',  V,  c',  ä!  gleichzeitig 
entweder  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  oder  gebrochene  ratio- 
nale Zahlen  sein  können,  welche  auf  den  Generalnenner  gebracht 
in  demselben  nur  die  rationale  Primzahl  2  in  der  ersten,  bez. 
zweiten  Potenz  enthalten  dürfen,  welche  also  die  Form 


bez. 


«   =  2  '  ^   =  2  '  '   =  2'  ^   =  2' 


besitzen  müssen,  worin  a",  ¥,  cf',  dT  ganze  rationale  Zahlen  be- 
deuten. Sind  nun  a',  h\  c\  d'  gebrochene  rationale  Zahlen,  so 
wird  wegen  der  Congruenz 

^  _  (oT+b"  ^,+(f'  ^+d"  \jm^,\^ 

mindestens  nach  l  oder  rl,   resp.  I, 
bez. 

mindestens  nach  I  oder  rl,   resp.  I 
auch  die  Congruenz 

mindestens  nach  I  oder  r(,    resp.  I, 
bez. 

mindestens  nach  I  oder  H,   resp.  I 
erfüllt.    Da  nun  die  in  ^(V— »»„  C,  -^J  ganze  Zahl 

^SJTr  =  2v^iif  =  2^f ,   bez.  v^6i*  =  4v^  =  4^^ 

denselben  Gralois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K(\J^^^,  ß,  a-,), 
wie  die  in  K{\f^,,  g,  -Ö-J  ganze  Zahl  ^f  auf  Grund  von  K{^f^,,i) 
.definirt,  so  können  wir  stets  a  gleich  a'+VsJdm^  +  c'SJ'-Z+d'S]^^^ 
annehmen,  worin  a',  6',  c',  d'  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten.  Zu- 
gleich wird  stets 

a  s  a'4-d'^— m^  mindestens  nach  A, 

17 
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also  auch  mindestens  nach  der  ersten  Potenz  des  Prodactes  (-rl 
der  Primideale  l,rl  der  Gruppe  in(a),  resp.  des  Haaptprimideals 
I  der  Gruppe  III  (b)  von  KC^—m^jQ.  Da  nun  das  Hauptideal  («) 
prim  zu  I  oder  rlj  resp.  I  ausfallen  soll  und  im  Falle,  dass  (3)  in 
K{\f^^  zerlegbar,  resp.  unzerlegbar  wird,  der  quadratische  Zahl- 
korper  K{\j'-m^  bekanntlich  die  Quadrate  der  Primideale  I,  Hder 
Gruppe  in(a)  von  Kisj-^n^,  J) ,  resp.  das  Quadrat  des  Hauptprim- 
ideals  I  der  Gruppe  ni(b)  von  KiSJ—m^^,  also  nur  das  rationale 
Primzahlhauptideal  (3)  enthält,  so  darf  die  in  Ki^j—m^  gebildete 
Norm  von  a'+d'^-^m^,   also  die  ganze  rationale  Zahl 

resp.  die  ganze  algebraische  Zahl  a'+d'^—m^  selbst  nicht  durch  3 
teilbar  sein.    Wird  nun  (3)  in  K{>^—m^)  zerlegbar,  ist  also 

— Wj  =  1  (mod  3), 

so  dürfen  die  beiden  ganzen  rationalen  Zahlen  a\  d'  nicht  gleich- 
zeitig durch  3  teilbar  sein ;  sie  dürfen  auch  nicht  gleichzeitig  prim 
zu  3  ausfallen,  weil  ja  in  diesem  Falle  dann 

a'«+d'«m,  =  a'«-d'^  =  0  (mod  3) 

sein  würde;  es  muss  also  die  eine  von  den  beiden  ganzen  ratio- 
nalen Zahlen  a\  d'  durch  3  teilbar,  die  andere  aber  dann  nicht 
durch  3  teilbar  sein.  Ist  aber  (3)  in  KiSj—m^  unzerlegbar,  fSllt 
also 

— fWj  =  — 1  (mod  3) 

aus,  so  dürfen  die  beiden  ganzen  rationalen  Zahlen  a\  d'  nicht 
gleichzeitig  durch  3  teilbar  sein;  sie  können  aber  auch  eventuell 
gleichzeitig  zu  3  prim  ausfallen.  Indem  wir  die  dritte  Potenz 
von  a  bilden,  erhalten  wir  den  folgenden  Ausdruck: 


a»  =  [(a'  +  d'\/-w»x)  +  (c'  +  &'V=i^J\/^r  =  (a'+d'V^)"  + 
+  3\/=3  {cd+d'spHiy  (c'+  VSJ^,)  -  9(a'+  d'\/=^)  (o'+  6  V^)*  - 
--3^=^(c'+6'V^)"  =  a'»-3a'd'«»f,  +  V^,(3o'«d'-d'«iw,)  + 
+  3V=3[a'«c'-c'»+c'd'X-2a'6'd'm,+V^mX2a'c'd'+a'% 

(mod  9). 

Nun  wollen  wir  die  Differenz  ii^-^a^  untersuchen. 

Wir  beginnen  mit  dem  ersten  Falle,  in  welchem  die  ganzen 
rationalen  Zahlen  a„  b^^  resp.  die  Zähler  der  gebrochenen  ratio- 
nalen Zahlen  a^,  h^  gleichzeitig  zu  3  prim  ausfallen. 

Wir  wissen  bereits,  dass  dieser  Fall  für  die  in  ^^(V-^uO 
ganze  Zahl  ftf  nur  dann  eintreten  kann,  wenn 


26d 
— w,  s  —1  (mod  3) 


ist,  also  (3)  in  K{\f-m^  unzerlegbar  bleibt. 

Indem  wir  die  Differenz  fif — o:'  nns  näher  betrachten,  bemer- 
ken wir,  dass  alle  Griieder,  das  Glied  a,— a'*+(6i-fd''m,)\/— wii  aus- 
genommen, den  Factor  3  enthalten.  Damit  die  Differenz  f(f— a' 
congment  0  mindestens  nach  der  ersten  Potenz  des  flauptprim- 
ideals  I  der  Gruppe  ni(b)  von  K{^'-m^jQ  wird,  müssen  wir 

-       a'  *  0  (mod  3), 
d'  ^  0  (mod  3) 

amiehmen.  Die  ganzen  rationalen  Zahlen  a^—a^^,  b^+d'^m^  resp. 
die  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahlen  a^-'a'^f  b^  +  d^^m^ 
werden  dann  stets  den  Factor  3  enthalten.  Es  genügt  schon  die 
ganze  rationale  Zahl 

ö'  ==  ±1, 
bez. 

d'  =  +1 

ZQ  nehmen,  falls  die  ganze  rationale  Zahl 

aj  =  ±  1  (mod  3), 
bez. 

6,  =  ±  1  (mod  3), 

oder  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^  + 1,  bez.  b^  +  1 
durch  3  teilbar  werden. 

Daraus  schliessen  wir,  dass  in  diesem  Falle 

fL*  =  {a'+d'^—m^*  mindestens  nach  A*, 

also  auch  mindestens  nach  der  zweiten  Potenz  des  Hauptprimideals 
l  der  Gruppe  III  (b)  von  K{^—m^,0  ist. 

Nun  wollen  wir  untersuchen  unter  welchen  Umständen  in 
diesem  Falle 

II*  =  «^ 

nach  höheren,  als  die  zweite,  Potenzen  von  l  wird. 

Es  ist  klar,  dass  wir  zunächst  das  Glied 

a,+b,  \fmi^  -  [(a'«-3a'(r«m,) + (3a'«(r-.i'»m,)  V^]  = 

=  (a,-o'»-h3a'd'«wJ+(6,^3a'*d'+(r»w,)V/=Jii', 

berücksichtigen  müssen,  weil  die  übrigen  Glieder  in  der  Differenz 
f*f— «*  den  Factor  3^—3  enthalten.  Es  ist  evident,  dass  die  bei- 
den ganzen  rationalen  Zahlen  a',  d!  gleichzeitig  prim  zu  3  ausfal- 
len müssen«    Wir  setzen 

a,--a'^  =  3a^  6,+d'»m,  =  36" 

17* 


^■x 


v-^' 
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an,  worin  a",  V  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahlen  bedeu- 
ten.   Damit 

fi*  =  «•  =  mindestens  nach  I* 

wird,  müssen  folgende  zwei  Congruenzen 

a"+a'd'«fw,  =  0  (mod  3), 
6"_a'«er       =  0  (mod  3) 

gleichzeitig  erfüllt  werden. 

In  diesem  Falle  wird  aber  zugleich 

H*  =  (a'+d'V""*Wi)'  mindestens  nach  l\ 

also  auch  mindestens  nach  der  vierten  Potenz  des  Ebinptprimideals 
I  der  Gruppe  III  (b)  von  K{^'-m^,  Q  ausfallen,  weil  wir  stets  die 
ganzen  rationalen  Zahlen  h%  c  durch  3  teilbar  annehmen  können, 
da  nun  sie  bei  dieser  Untersuchung  gar  nicht  in  Betracht  kommen. 
Dabei  kann  natürlich  die  ganze  rationale  Zahl 

a'  =  ±  1, 
bez. 

d'  =  +1 

gewählt  werden,  falls  die  ganze  rationale  Zahl 

a,  =  ±1  (mod  3), 
bez. 

6,  =  ±1  (mod  3) 

oder  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^  +  1,  bez.  b^  +  1 
durch  3  teilbar  sind. 

Wir  wollen  jetzt  den  zweiten  Fall  betrachten,  in  welchem 
die  ganze  rationale  Zahl  a^,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  ra- 
tionalen Zahl  a^  prim  zu  3  ausfällt,  zugleich  aber  die  ganze  ra- 
tionale Zahl  b^,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  2iahl 
b^  durch  3  teilbar,  also 

b,  =  36, 
wird,   worin  b^  eine  ganze,    resp.  gebrochene  rationale  Zahl  be- 
deutet. 

Da  nun  die  ganze  rationale  Zahl 

also  gleich  der  dritten  Potenz  einer  ganzen  rationalen  nicht  durch 
3  teilbaren  Zahl  d*  ist,  und  bekanntlich  stets 

*f »  =  1  (mod  9) 
ausfällt,  so  muss  die  ganze  rationale  Zahl 

a^  =  ±  1  mindestens  nach  9, 
resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  b^+1  congrueot 
0  mindestens  nach  9  sein. 
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wollen  ntm  hier  zwei  ünterfälle  nnterscheiden ,  je  nach- 
dem die  ganze  rationale  Zahl  &,,  resp.  der  Zähler  der  gebroche- 
nen rationalen  Zahl  &,  zu  8  prim  ist,  oder  3  als  Factor  enthält, 
also 

K  =  3*t» 

b,  =  96, 

ansfallen,  worin  6,  eine  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahl 
bedeatet. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  dass  die  ganze  rationale  Zahl  6„ 
resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  6,  prim  zu  3  ist. 

Damit  die  Differenz  ftf— «',  in  welcher  alle  Glieder,  das  Glied 
a^—a'^+d^^m^^^^^  ausgenommen,  den  Factor  ^—3  sicher  enthalten, 
congruent  0  mindestens  nach  I  oder  rl,  resp.  I  wird,  muss,  falls  a^ 
eine  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahl  ist,  die  ganze  alge- 
braische Zahl 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  algebraischen  Zahl  ß  congruent 

0  mindestens   nach   I   oder   rl,    resp.  I   ausfallen.     Ist  nun  (3)  in 

JC(V--w,)  zerlegbar,  genügt  also  die  ganze  rationale  Zahl  — m^  der 

Congruenz 

— w,  =  1  (mod  3), 

80  müssen  wir  bekanntlich  entweder  zugleich 

a'  ^  0  (mod  3), 
iT  =  0  (mod  3), 

oder 

a'  =  0  (mod  3), 

d'  ^  0  (mod  3) 
annehmen.    Bei  der  ersten  Annahme  wird 

ß  ^  0  mindestens  nach  A^, 

also  auch  nach  I^-rl^  sein,  wobei 

a'  =  ±1 

zu  setzen  ist,  falls  die  ganze  rationale  Zahl 

a,  =  ±l  (mod  9), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a,  +  l  congruent 
0  nach  9  wird.  Da  nun  die  ganze  rationale  Zahl  6, ,  resp.  der 
Zahler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  6,  zu  3  prim  ausfällt,  so 
wird  in  der  Differenz  f**-«'  das  Glied 

a,+36,V^i-»'*  =  (ai-a'»)  +  36,V^i» 
welches  stets  eine  ganze  algebraische  Zahl  ist,  bei  dieser  Annahme 
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stets  congment  0  genau  nach  k*,  also  nach  I'rP  sein.    Zngleicli 

enthalten  die  übrigen  Glieder  von  /tf— «•  sicher  den  Factor  3\P3! 

Hieraus  folgt,    dass  in  diesem  Falle  bei  der  ersten  Annahme 

a'  i  0  (mod  3), 
d'  s  0  (mod  3) 

die  in  Ki^-fn^ji)  ganze  Zahl 

^f  =  ±  1  genan  nach  A', 

also  Aach  nach  l^-rV  wird. 

Non  wollen  wir  annehmen,  dass 

a'  =  0  (mod  3), 

d'  ^0  (mod  3) 
sind.     Damit  die  Differenz    ^*^a*   congruent  0  mindestens  nach  I 
oder  rl  ausfallt,  muss,  falls  a^  eine  ganze,  resp.  gebrochene  ratio- 
nale Zahl  ist,  die  ganze  algebraische  Zahl 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  algebraischen  Zahl  ß  congruent 
0  mindestens  nach  I  oder  rl  ausfallen.  Also  muss  zugleich  die 
ganze  algebraische  Zahl 

rß  =  Uj— d"w,  V— »»i> 
resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  algebraischen  Zahl  rß  congruent 
0  mindestens  nach  rl  oder  I  ausfallen.     Hieraus  folgt  dass  die  in 
K{Sj'-m^  gebildete  Norm  von  /3,  also  die  ganze  rationale  Zahl 

ß^rß  =  aj  +  d'^mj  =  0  mindestens  nach  3, 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  ß  •  rß  mindestens 
durch  3  teilbar  sein  muss.  Diese  Bedingung  ist  aber  hier  stets 
erfüllt,  weil  ja  die  ganze  rationale  Zahl 

a\  =  1  (mod  9), 
resp.  der  Zähler   der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a*— 1    durch   9 
teilbar  ist  und  die  ganzen  rationalen  Zahlen  d!'^  fn\  den  Congruenzen 

d'«  =  1  (mod  9), 

m\  =  -1  (mod  9) 

genügen«    Wir  dürfen  stets 

ä!  =  ±1 
annehmen. 

Da   nun    in   der  Differenz    f»*— «3    jjjg    Glieder,    das   Glied 

36,V— »»j  ausgenommen,   congruent  0  mindestens  nach  l*  oder  rl* 

sind,  so  wird  in  diesem  Falle  bei  der  zweiten  Annahme 

a'  =  0  (mod  3), 
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die  in  £(— mj,  {)  ganze  Zahl 

II*  s  (±  V— 5wi)'  genau  nach  l*  oder  fV 
ausfallen* 

Wir  sehen  also,  dass  im  Falle,  in  welchem 

b,  =  3Ä, 
ausfällt  und  die  ganze  rationale  Zahl  b^ ,  resp.  der  Zähler  der  ge- 
brochenen rationalen  Zahl  6,  nicht  durch  3  teilbar  ist,  stets  solch 
eine  in  jr(V— w^,  g)  ganze  Zahl  a  gefunden  werden  kann,  dass 

fi*  =  «■  genau  nach  I"  oder  rV 

wird,   abgesehen  davon,  ob  die  ganzen  rationalen  Zahlen  a',  d' 

den  Bedingungen: 

a'  ^  0  (mod  3), 

d'  s  0  (mod  3) 

oder  den  Bedingungen: 

a'  =  0  (mod  3), 

d'  ^  0  (mod  3) 
genfigen. 

Wir  wollen  aber  in  diesem  Falle  nur  die  erste  Annahme  be- 
nutzen und  also  stets 

«  =  ±1 

setzen,  falls  die  ganze  rationale  Zahl 

a,  =  ±  1  (mod  9), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^il   durch  9 

teilbar  wird.  

Ist  aber  (3)  in  K{\J—m^  unzerlegbar,  so  müssen  wir  die  gan- 
zen rationalen  Zahlen  a\  d'  so  bestimmen,  dass  in  der  Differenz 
fif-a',  falls  a^  eine  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahl  ist, 
die  ganze  algebraische  Zahl 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  algebraischen  Zahl  ß  durch  3 
teilbar  wird,  weil  ja  der  quadratische  Zahlkörper  Kj^^mi)  nicht 
das  Hauptprimideal  I  der  Grruppe  III  (b)  von  K{\J—m^,i),  wohl 
aber  das  Quadrat  von  I,  d.  h.  das  rationale  Frimzahlhauptideal  (3) 
unter  seinen  Primidealen  enthält.    Wir  müssen  also 

a'  ^  0  (mod  3), 

d'  =  0  (mod  3) 
ond  zwar 

a'  =  ±1 

annehmen,  falls  die  ganze  rationale  Zahl 

aj  =  ±  1  (mod  9) , 
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resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^zfl  durch  9 
teilbar  wird. 

Es  ist  klar,  dass  hier  stets 

ftf  =  ±  1  genau  nach  X^j 
also  aach  genau  nach  der  zweiten  Potenz  des  Hauptprimideals  I 
der  Gruppe  ni(b)  von  KiSj—m^^  Ö  wird,  falls 

6,  =  36, 
und  die  ganze  rationale  Zahl  6,,   resp.  der  Zähler  der   gebroche- 
nen rationalen  Zahl   h^  prim  zu  3  sind,    weil  ja  in  der  Diiferenz 
^*—a^  alle  Glieder,   das  Glied  36,^—^1  ausgenommen,    den  Factor 
3\/— 3  sicher  enthalten. 

Nun  wollen  wir  annehmen,  dass  die  ganze  rationale  Zahl  5„ 
resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  6,  den  Factor  3 
enthält,  also  der  Coefficient 

K  =  96, 

ist,  worin  6,  eine  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahl  bedeutet. 
Dabei  wird  stets 

fi*   =  ±1  mindestens  nach  A*, 

also  auch  mindestens  nach  der  vierten  Potenz  des  Productes  I-rl 
der  Primideale  I,  rl  der  Gruppe  ni(a)  von  Jr(\/— w„  t),  resp.  nach 
der  vierten  Potenz  des  Hauptprimideals  I  der  Gruppe  III(b)  von 
K{\f^m^  ausfallen. 

Nun  gehen  wir  zu  der  Betrachtung  des  dritten  Falles,  in 
welchem  die  ganze  rationale  Zahl  a^,  resp.  der  Zähler  der  gebro- 
chenen rationalen  Zahl  a^  durch  3  teilbar,   also  der  Coefficient 

a^  =  3a, 

wird,  worin  die  ganze  rationale  Zahl  a„  resp.  der  Zähler  der  ge- 
brochenen rationalen  Zahl  a,  durch  3  nicht  teilbar,  oder  durch  3 
teilbar  sein  kann,  zugleich  aber  die  ganze  rationale  Zahl  b^,  resp. 
der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  b^  zu  3  prim  ausfallt, 
über. 

Wir  können  sagen,  dass  in  diesem  Falle  der  Coefficient 

6,  =  36,±1 

ist,  worin  6,  eine  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahl  bedeutet. 
Dabei  kann  aber  die  ganze  rationale  Zahl 

-m^  s  1  (mod  3) 
oder 

-Wj  =  -1  (mod  3) 
ausfallen;  entsprechend  wird  die  ganze  rationale  Zahl  m,  die  Form 

Wj  =  3w,— 1 


m 

oder 

besitzen,  worin  m,  natürlich  eine  ganze  rationale  Zahl  ist.     Da 
nun  die  ganze  rationale  Zahl 

a]+b\m,  =  9a\+b\m,  =  d*»  =  ±1  (mod  9) 

sein  soll,  so  wird  die  ganze  rationale  Zahl 

l\m,  =  (3J,±1)«(3m,-1)  =  276;wi,±186,fw,+3m,-96;  +  66.-l  =  -l 

(mod  9) 
oder 

6X  =  (36,±l)«(3iii,  +  l)  =  276X±18ft,m,+3m,+96J±66,+  l  =1 

(mod  9), 
resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl   b\m^  +  l   oder 
h]nt^—l  congrnent  0  nach  9  anafallen  müssen. 

Hieraus  folgt,   dass  die  ganze  rationale  Zahl   in,^2fr,,   resp. 
der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  m,  + 22^,,   falls 

— m^  =  1  (mod  3) 

ist,   und  die  ganze  rationale  Zahl  m^±2b^,   resp.  der  Zähler  der 
gebrochenen  rationalen  Zahl  m,  ±  26, ,  falls 

—  Wj  s  — 1  (mod  3) 

wird,  stets  durch  3  teilbar  sind. 

Bei  der  Untersuchung  der  Differenz  fif— a'  müssen   wir   das 
6Ued 

b^\f^-a'^+d'^m^\Pm[  =  ^a'^+{b^  +  d'^m,)\f^, 

besonders  berücksichtigen,  weil  die  übrigen  Glieder  in  ftf-«'  den 
Factor  3  enthalten,  weil  ja  in  diesem  Falle 

a^  =  3a, 
ausfällt. 

Ist  nun  (3)  in  K{^—m^)  zerlegbar,  genügt  also  die  ganze  ra- 
tionale Zahl  —m^  der  Congruenz 

— mi  =  1  (mod  3), 
so  dürfen  wir  entweder 

o'  s  0  (mod  3), 

d'  *  0  (mod  3), 
oder 

a'  ^  0  (mod  3), 

d'  s  0  (mod  3) 
amiehmen. 

"Wir  betrachten  die  Differenz  ft*— a'  zunächst  bei  der  ersten 

Annahme, 


m 

Bann  wird  die  ganze  rationale  Zahl 

b^+d'^m^  =  0  (mod  8), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  b^+d'^m^  durch 
3  teilbar  sein. 

Zogleich  wird  

II*  =  (^'V"^)'  mindestens  nach  V-rV 

aasfallen,  weil  in  fif— a'  alle  Glieder  den  Factor  3  sicher  enthalten. 
Dabei  können  wir  die  ganze  rationale  Zahl 

d'  =  ±1 
wählen,  falls  die  ganze  rationale  Zahl 

b,  =  ±1  (mod  3), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  ^^ +  1  durch  3 

teilbar  wird. 

Wir  setzen  nun 

b,  +  d'^fn,  =  36" 

an,  worin  b"  eine  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  S^ahl  bedeateb 

Es  ist  zu  beachten,  dass 

5-  =  36,±1±(3>»,-1)  ^  ^  i^ 

ausfallt.  Da  wir  aber  gezeigt  haben,  dass  die  ganze  rationale 
Zahl  m,~f  26,,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl 
IN, +  26,  stets  durch  3  teilbar  ist,  so  wird  auch  die  ganze  rationale 
Zahl  6",  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  b"  stets 
den  Factor  3  enthalten. 

um  nun  zu  entscheiden,  unter  welchen  umständen  bei  der 
ersten  Annahme  die  Differenz  iif-a*  congruent  0  nach  hohereni 
als  die  zweite,  Potenzen  von  (  oder  rl  wird,  müssen  wir  das  Glied 


untersuchen,  weü  die  übrigen  Glieder  der  Differenz  (if-^^  den 
Factor  3\/— 3  sicher  enthalten.  Damit  fif— ^a'  congruent  0  minde- 
stens nach  V  oder  rl*  wird,  soll  die  ganze  algebraische  Zahl 

3a,+36'Y— ^1  =  0  mindestens  nach  I  oder  rl 
sein;  also  muss  die  ganze  algebraische  Zahl 

ß  =  a,+6''V— ♦»!  =  0  mindestens  nach  !•  oder  rl' 

ausfallen;  zugleich  wird  dann  die  ganze  algebraische  Zahl  rß  der 

Congruenz  

rß  s  o,— 6"V— mj  5  0  mindestens  nach  rl  oder  I 

genügen  müssen.    Dann  wird  aber  die  ganze  rationale  Zahl 

ß'fß  =  a*+6'^mt  «  mindestens  nach  9 
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sein.    Diese  Bedingimg  kann  aber  nor  dann  erfüllt  werden,  wenn 
die  ganze  rationale  Zahl 

a.  =  0  (mod  3), 
resp.  der  Zahler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a,  dnrch  3  teil- 
bar wird,  weil  ja  die  ganze  rationale  Zahl 

V  =  0  (mod  3) 
ist,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  h"  stets  die 
rationale  Primzahl  3  als  Factor  enthält.     Dann  wird  aber  ent- 
sprechend die  ganze  algebraische  Zahl 

/l  =  o^  4-  6"  V"***!  =  0  mindestens  nach  A*, 
also  aach  mindestens  nach  der  zweiten  Potenz  des  Prodactes  { •  rl 
der  Primideale  I,  r{  der  Gruppe  in(a)  von  K{^—m^^  f)  aasfallen. 
Zugleich  wird  die  in  JC  ( Sj—m^ ,  J)  ganze  Zahl  ftf  der  Congruenz 

f*f  =  (A^^—^d^  mindestens  nach  I*«rl* 
Genfige  leisten,  weil  ja  die  ganzen  rationalen  Zahlen  Vj  d  bei  die- 
ser Betrachtung  gar  nicht  berücksichtigt  und  ausserdem  in  diesem 
Falle  die  folgenden  zwei  Congruenzen 

^^i^c'd'^m,  =  ~c'»+c'  =  0  (mod  3), 
-6'd'*m^+6'»w,  =  6'-6'«  =  0  (mod  3) 
stets  erfüllt  werden,  abgesehen  von  den  Eigenschaften,  welche  die 
ganzen  rationalen  Zahlen  h\  c'  in  Bezug  auf  den  Modul  3  besitzen 
mögen. 

Nun  wollen  wir  die  Differenz  (tf— «•  bei  der  zweiten  Annahme 
über  a\  ä'  betrachten. 

Wir  müssen  also  das  Glied  6,V^— m,  —  a'*  ins  Auge  fassen.  Ist 
nun  ij  eine  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahl,  so  wird  stets 
die  ganze  algebraische  Zahl 

6,V— mj— a'*  =  0  nach  l*  oder  rl*,  

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  algebraischen  Zahl   \\f^m^—a!^ 
congruent  0  nach  I'  oder  rl',  weil  ja  die  ganze  rationale  Zahl 

(6,V^;S;'-a'»)(-6,V^^-a")  =  6;m,  +  a'«, 
resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  fcjm, +  a'*  stets 
congruent  0  nach  9  ausfällt.    Dabei  dürfen  wir  die  ganze  rationale 
Zahl 

a'  =  ±1 
wählen. 

Zugleich  wird 

fi*  s  ±1  mindestens  nach  P  oder  rl* 

ansf allen ,   weil  in  der  Differenz   ii*—o?  alle  Glieder,   das   Glied 
^V-^— öt'*  ausgenommen,  den  Factor  3  enthalten. 


dt' 
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Nan  wollen  wir  nntersaohen,  nnter  welchen  umständen  fif— «* 
congment  0  nach  höheren,  als  die  zweite,  Potenzen  von  I  oder  r( 
wird,  indem  wir  die  zweite  Annahme  zu  Grronde  legen. 

Dabei  müssen  wir  das  Glied 


welches  stets  eine  ganze  algebraische  Zahl  ist,  besonders  berück- 
sichtigen, weil  die  übrigen  Glieder  in  f*f—ct*  den  Factor  3^—3  si- 
cher enthalten.  Damit  fif— «*  congruent  0  mindestens  nach  l*  oder 
rl'  wird,  müssen  die  ganzen  algebraischen  Zahlen  /),  rß  gleichzei- 
tig den  Congrnenzen 

ß  =  (3a,— (i'*)  +  &j\/^Wj  mindestens  nach  I*  oder  rl*, 

rß  =  (3a, — a") — 6i  \/^w#7  mindestens  nach  rV  oder  I* 

Genüge  leisten.  Infolge  dessen  mnss  die  in  K^Sp-ni^  gebildete 
Norm  von  /),  also  die  ganze  rationale  Zahl 

ßrß  =  (3a,— a")*+&jwj  =  0  mindestens  nach  9 
aasfallen.    Hieraas  folgt,  dass  die  ganze  rationale  Zahl 

c  =  ^Qa^a'*  +  a'*+b\fP^  =  0  mindestens  nach  9, 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  c  congruent  0 
mindestens  nach  9  sein  mnss.  Da  nun  die  ganze  rationale  Zahl 
b\  m^  +  a'^,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl 
b\  m,  +  «'•  stets  congruent  0  nach  9  ausfällt ,  so  kann  diese  Con- 
gruenz  nur  dann  befriedigt  werden,  wenn  die  ganze  rationale  Zahl 
a,,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a,  durch  3 
teilbar  wird. 

Es  wird  zugleich 

(i*  =  ±1  mindestens  nach  l^  oder  rV 
ausfallen,    weil  ja  die  ganzen  rationalen  Zahlen   V,  c'   bei   dieser 
Betrachtung  gar  nicht   berücksichtigt   und  ausserdem  in   diesem 
Falle  die  folgenden  zwei  Congrnenzen 

a'»c'-c'»  =  c'-'c'*  s  0  (mod  3), 
a*'b'+V*m,+V--b'*  s  0  (mod  3) 

stets  erfüllt  sein  werden,  abgesehen  von  den  Eigenschaften,  welche 
die  ganzen  rationalen  Zahlen  &',  c'  in  Bezug  auf  den  Modul  3  be* 
sitzen  mögen. 

Wir  können  sagen,  dass  im  Falle,  in  welchem 

a^  =  3a, 
ist,  worin  o^  eine  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahl  bedeutet, 
stets  eine  solche  in  -K'(V— Wj,  £)  ganze  Zahl   n  gefunden  werden 
kann,  dass 


j«^<f--y7*' ; 
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**r  3  «• 


entweder  genau  nach  der  zweiten  Potenz  eines  der  beiden  Prim- 
ideale I,  rl  der  Ghruppe  in(a)  von  Z'(V— m„  g)  oder  mindestens 
nach  der  vierten  Potenz  eines  der  beiden  Primideale  I,  rl  der 
Gruppe  ni(a)  von  Jf  (V— »»nö  b^  wird^  abgesehen  davon,  ob 

a'  5  0  (mod  3), 

d'  ^  0  (mod  8), 
oder 

a'  ^  0  (mod  3), 

d'  =  0  (mod  3) 
zngleich  ausfallen. 

Wir  wollen  aber  in  diesem  Falle  nur  die  erste  Annahme  be- 
nutzen und  also  

a  =  ±  V-"^i 
wählen,  falls  die  ganze  rationale  Zahl 

»,  5  ±  1  (mod  3), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  biTl  congruent 
0  nach  3  wird. 

Nun  wollen  wir  annehmen,    dass  (3)  in  K{sf^^  unzerlegbar 
bleibt,  also  die  ganze  rationale  Zahl  —m^  der  Congruenz 

— m,  =  —1  (mod  3) 
genügt. 

Bei  der  Untersuchung   der  Differenz  fif—a'   müssen  wir  das 

6Ued 

besonders  ins  Auge  fassen,  weil  die  übrigen  Glieder  in  fif-a*  den 
Factor  3  enthalten,  da  nun 

a,  =  3a, 

ausfallt.  Damit  ft^— «'  congruent  0  mindestens  nach  der  ersten 
Pot^iz  von  (  wird,  müssen  wir 

a'  =  0  (mod  3), 
d'  ^  0  (mod  3) 

annehmen*    Es  wird  dabei  stets  die  ganze  rationale  Zahl 

6j+d'«mj  =  0  (mod  3), 

resp.  der  Zahler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  h^+d/*m^  durch 
3  teilbar  sein.    Wir  dürfen  stets 

d'  ==  +1 

I,  falls  die  ganze  mtionale  Zahl 
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6,  =  ±  1  (mod  3), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  &|+1  congment 
0  nach  3  aasfällt. 

In  diesem  Falle  wird 


ftf  =  (±  V"-^i)*  mindestens  nach  A*, 

also  auch  mindestens  nach  der  zweiten  Potenz  des  Hanptprimideals 
I  der  Gruppe  in(a)  von  Ä"(\/— Wi,S)  sein. 
Wir  setzen 

6^+d'8w,  =  36" 

an,  worin  V  eine  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahl  bedentei 
Es  ist  za  beachten,  dass 

V  =  3A±lT(3«d-i)  =  6.  +  ^. 

aasfällt.  Da  wir  bereits  gezeigt  haben,  dass  die  ganze  rationale 
Zahl  m,±26,,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl 
tn,±2&,  stets  durch  3  teilbar  ist,  so  wird  auch  die  ganze  ratio- 
nale Zahl  V\  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  V 
stets  den  Factor  3  enthalten. 

Damit  ftf— a'  congruent  0  nach  höheren,   als  die  zweite,   Po- 
tenzen von  I  wird,  muss  das  Griied 

«i+*iV--^i+»«i^''V--^  =  3a,+  36"  V-»Wi 
den  Factor  9  enthalten;  daher  soll  die  ganze  algebraische  Zahl 


flr,+6"V— wii  =  0  mindestens  nach  3 

ausfallen.  Diese  Bedingung  kann  nur  dann  erfüllt  werden,  wenn 
die  ganze  rationale  Zahl 

a,  =  0  (mod  3), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a,  durch  3  teil- 
bar wird,   weil  ja  der  Coefficient  V  die  erwähnte  Eigenschaft  in 
Bezug  auf  den  Modul  3  besitzt. 
Zugleich  wird  aber 

|[t*  =  (±  V~^i)*  mindestens  nach  I* 

ausfallen,  weil  wir  in  der  Differenz  ii*—of  die  ganzen  rationalen 
Zahlen  V,  c'  stets  durch  3  teUbar  annehmen  dürfen. 

Wir  fassen  die  hier  von  uns  behandelten  Fälle  folgender- 
massen  zusammen.  

Sind  in  der  in  Ä'(V— w^,  f)  ganzen  Zahl 
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die  ganzen  rationalen  Zahlen  a^,  b^j  resp.  die  Zähler  der  gebro- 
chenen rationalen  Zahlen  o^,  b^  zn  3  prim,  so  wird  stets 

fif  s  (a'+d'V— m,)*  genan  nach  l*, 

d.h.  genan  nach  der  zweiten  Potenz  des  Hanptprimideals  (  der 
Gmppe  III(b)  von  K{^—fni,i)  sein,  falls  die  ganzen  rationalen 
Zahlen  oT,  V",  wobei 

a  — «'• 


6"  =  *i±^-««d' 

sind,   resp.  die  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahlen  ol"j  V" 
nicht  gleichzeitig  congment  0  nach  3  ausfallen. 

Enthalten  aber  die  ganzen  rationalen  Zahlen  a"',  b"\  resp.  die 
Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahlen  a"',  V"  gleichzeitig  den 
Factor  3,  so  wird 

fi*  =  (a'+d'^— wj*  mindestens  nach  I*, 

d.  h.  mindestens  nach   der  vierten  Potenz  des  Hanptprimideals  ( 
der  G^ppe  III  (b)  von  £(V-^iC)  sein. 
Dabei  mnss  die  ganze  rationale  Zahl 

a'  =  ±  1, 

bez. 

d'  =  qpi 

gewählt  werden,  falls  die  ganze  rationale  Zahl 

a,  =  ±  1  (mod  8), 


6^  =  ±  1  (mod  3), 
oder  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^  +  ly  bez.6,ipi 
congment  0  nach  3  ausfallen. 

Fällt  nun  in  der  in  K{Sj—m^^  ()  ganzen  Zahl 

die  ganze  rationale  Zahl  a^,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  ra- 
tionalen Zahl  a,  prim  zn  3  ans,  ist  zugleich  die  ganze  rationale 
Zahl  &,,  resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  b^  durch 
3  teilbar,  besitzt  also  der  Coefficient  b\  die  Form 

K  =  ^K 
worin  aber  die  ganze  rationale  Zahl  &,,    resp.  der  Zähler  der  ge- 
brochenen  rationalen  Zahl  ft,  den  Factor  3  nicht  enthält,    so  wird 

fif  s  ±1  genau  nach  I'-rP,   resp.  I*, 
d,  h.  genan  nach  der  zweiten  Potenz  des  Productes  ( •  rl  der 
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ideale  I,  rl  der  Gruppe  III  (a)  von  K{^—m^,Qj  resp.  des  Haupt- 
primideals I  der  Gruppe  111  (b)  von  K(^m^,Q  sein,  falls  die 
ganze  rationale  Zahl 

a^  =  ±  1  (mod  3), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  Oj^'+l  congruent 
0  nach  9  ist. 

Enthält  aber  die  ganze  rationale  Zahl  b^,  resp.  der  Zähler 
der  gebrochenen  rationalen  Zahl  h^  den  Factor  3,  besitzt  also  der 
Coefficient  \  die  Form 

K  =  96., 
worin  6,  eine  ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahl  bedeutet,  so 
wird  stets 

(tf  =  ±1  mindestens  nach  I*-rI*,  resp.  I*, 
d.h.  mindestens  nach  der  vierten  Potenz  des  Productes   I-rl  der 
Primideale  I,  rl  der  Gruppe  HI  (a)  von  K{\]—m^^  g),  resp.  des  Haupt- 
primideals \  der  Gruppe  III  (b)  von  K(\pni^,  C)  sein,  falls  die  ganze 

rationale  Zahl 

a^  =  ±  1  (mod  9), 

resp.  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a^  +  1  congruent 
0  nach  9  wird. 

Ist  nun  in  der  in  K{\pm^^^  ganzen  Zahl 

die  ganze  rationale  Zahl  a^,  bez.  der  Zähler  der  gebrochenen  ra- 
tionalen Zahl  a^  durch  3  teilbar,  besitzt  also  der  Coefficient  o^ 
die  Gestalt 

worin  a,  eine  ganze  oder  gebrochene  rationale  Zahl  bedeutet,  so 
wird 

fi*  =  (d'  V^m J*  genau  nach  V  •  rl*,  resp.  I', 

d.  h.  genau  nach  der  zweiten  Potenz  des  Productes  t-rl  der  Prim- 
ideale I,  rl  der  Gruppe  in(a)  von  J2'(\Pfw^,£)>  ^®sp.  des  Haupt- 
primideals I  der  Gruppe  in(b)  von  jr(\/— m^, 5)  sein,  falls  die 
ganze  rationale  Zahl 

o,  ^  0  (mod  3) 

oder  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a,  nicht  con- 
gruent 0  nach  3  ausfallen. 

Ist  aber  die  ganze  rationale  Zahl 

a,  =  0  (mod  3) 
oder  enthält  der  Zähler   der  gebrochenen  rationalen  Zahl  a,   die 
rationale  Primzahl  8  als  Factor,  so  wird  stets 
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H*  =  (d'  ^—m^y  mindestens  nach  I*«rl*,  resp.  I*, 

d.  L  mindestens  nach  der  vierten  Potenz  des  Productes  l  •  rl  der 
Primideale  I,  rl  der  Gruppe  HI  (a)  von  K  {^—m^,  {),  resp.  nach  der 
vierten   Potenz    des    Haaptprimideals    l   der   Grrnppe  in(b)    von 
Z(y— I», ,  {)  ausfallen. 
Dabei  soll  stets 

d'  =  ±1,   resp.  d'  =  ipi 
gewählt  werden,  falls  die  ganze  rationale  Zahl 

6,  =  ±1  (mod  3) 

oder  der  Zähler  der  gebrochenen  rationalen  Zahl  ^i+l  congruent 
0  nach  3  sind. 

Indem  wir  den  Fundamentalsatz  zur  Anwendung 
bringen,  finden  wir,  dass  in  den  Fällen,  in  denen 

(i*  =  a'  genau  nach  I*«rl*,  resp.  l* 

ausfällt,  die  Relativdiscriminante  D^  des  Galois'- 
schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K  (V~^i»  ty  ^i)  in 
Bezug  auf  den  biquadratischen  Zahlkörper  iC(\/— m„g) 
genau  die  vierte  Potenz  des  Productes  l-rl  der  Prim- 
ideale I,  rl  der  Gruppe  III(a)  von  jBr(\/^i„£),  resp.  die 
vierte  Potenz  des  Hauptprimideals  I  der  Gruppe  Ill(b) 
von  JC(V~Wj, 5)  als  Factor  enthält. 
Fällt  aber 

f**  =  a'  mindestens  nach  I*-rI*,    resp.  I* 

aus,  so  bleibt  die  Relativdiscriminante  D,,  des  Ga- 
lois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K {^—m^,  S>  ^i) 
in  Bezug  auf  den  biquadratischen  Zahlkörper  K{\pm~,^ 
prim  zu  den  Primidealen  I,  rl  der  Gruppe  Ill(a)  von 
Kfyj—m^^l^^  resp.  zu  dem  Hauptprimideal  I  der  Gruppe 
Ill(b)  von  K{sl^,i). 

Wir  haben  also  bei  der  Untersuchung  der  Beziehungen  zwi- 
schen der  Relativdiscriminante  D^  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K(^—m^,  g,  ^^)  in  Bezug  auf  den  biquadratischen 
Zahlkörper  JK'(^— m,,  f)  und  den  Primidealen  I,  rl  der  Gruppe  in  (a), 
resp.  dem  Hauptprimideal  I  der  Gruppe  ni(b)  von  jr(\/— mjf)  fol- 
gende sieben  Fälle  zu  unterscheiden,  falls 

m  =  3mj,   -Hw,  ^  0  (mod  3) 
ausfallen,  falls  also  ii*  die  Gestalt 

Ml*  =  «i+6iV^ 

besitzt,    wobei  das  Hauptideal  (ftf)  die  Primideale  p^^  rp^  der 

18 
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[r^  yc>':*'  ■p. 
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Gruppen  I  (a),  II  (a)  von  JK'(\/— m,),  welche  wir  mit  den  Buchstaben 
t>     ,  rto.    ,  1),     ,  rp,      bezeichnen  wollen,  und  eventuell  die  Prim- 

ideale  I,  rl  der  Gruppe  III  (a)  von  K{\J-m^,t)   mit  den  zu  3  pri- 
men  Exponenten  enthält. 

Wir  erhalten  die  in  Rede  stehenden  folgenden  sieben  Falle: 

1)  — fw^  =  1  (mod  3) 
^*  =  a.  +  b^Sj-m, 
(fi*)  =  0  genau  nach  V-rV 
6  =  1,2  (mod  3) 
f  =  2,  1  (mod  3). 


2)  -w,  =  -1  (mod  3) 

II*  =  a,+h,\j-m^ = (±1+ V^^j)' 
genau  nach  V. 

3)  -w,  =  -1  (mod  3) 


mindestens  nach  I*. 


D,=  l\r?.p:     .rp\    .p]     .rp\     =(3)*(p  y(P„J 


A=I*PJ     ^rP\     'PI     -^P;      =(ßyiP   /(PnJ 


A  =  Pl     -rpl     .p\     .rpl      =(p     Y(p     V 


4)  -m,  =  1,  resp^-l  (mod  3) 
ft*  =  a^  +  h.Sj-m^  =  ±1 
genau  nach  I^-rl*,  resp.  F. 


5)  -»ij  =  1,  resp^  -1  (mod  3) 
l^*  =  a,+b^^-m,  =  ±1 
mindestens  nach  I*-rI*,  resp.  I*. 

6)  -Wi  =  1,  resp.  -1  (mod  3) 
IL*  =  a,+b,  =  (±V-^0' 
genau  nach  l^-rV,   resp.  I*. 


D,=I*.H*.t?J    .rpl    .pl     .rp\     =(3)«(p    )'(p„^f, 

resp. 

D,  =  l'.p\    .rpl   .p]     .rp\      =(ßy(p    y(|)„.J 


8 


^'  =  «.(.)-»"v,-«n(.)-'-«n(.,  =  (^/^i  J 


resp.  i 


A  =  !>'    -^Pl    -PI     -»"PJ      =  (p    )*(p    . 


7)  -^Wj  =  1,  resp.  —1  (mod  3) 

mindestens  nach  I*  •  rl*,  resp.  I*. 

Die  Relativdiscriminante  D^  ist  hier  stets  ein  rationales  Haupt» 

ideal,  weil  ja  das  Ideal 

p.rF  =  (A)«  =  (3)«, 

resp. 

I«  =  (A)2  =  (3)« 

und  die  Ideale 

Na)-^Na)  "   (^^ 
P«       «^P«       =   (P       ) 

"*n(a)    ^'nc»)       ^^ii(»/ 
rationale  Hauptideale  sind. 
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,Die  Relativdiscriminante  D^  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  JE'(\/— ti?j,  g,  -ö*,)  in  Bezug  auf  den  biqaadratischen 
Zahlkörper  K{\j—m^^t^  kann  aber  insbesondere  auch  gleich  dem 
rationalen  Hauptideal  (1)  sein ,  d.  h.  sowohl  zu  den  in  (3)  aufge- 
henden Primidealen  von  JSr(V'— w^,  g),  als  auch  zu  den  Primidealen 
^ti^Vt  ^^^  Gruppen  I(a),  II  (a)  von  Z'(V/— wj  prim  ausfallen. 

In  solchen  Fällen  wird  die  in  K{\J—m^,^  ganze  Zahl  ft*, 
welche  zu  den  Primidealen  I,  r\  der  Gruppe  III  (a)  von  K{^^n^j  g), 
falls  (3)  in  K{sf^m^  zerlegbar  ist,  und  zu  dem  Hauptprimideal  I 
der  Gruppe  in(b)  von  K{\j-^n^^  g)  überhaupt  prim  ausfällt,  be- 
sondere Eigenschaften  müssen  und  zwar  stets  der  Congruenz 

f*f  =  öj  +  \  V~"^i  niindestens  nach  I*-rI*,  resp.  I* 

genügen,  wobei  dann  die  Coefficienten  a,,  \  die  entsprechenden 
von  uns  eben  erwähnten  Eigenschaften  haben  sollen,  damit  die 
Relativdiscriminante  D»  prim  zu  I-rl,  resp.  (  ausfallt;  ausserdem 
muss  das  Hauptideal  (ft*)  die  übrigen  Primideale  von  K{\j—m^^  g) 
nur  mit  den  durch  3  teilbaren  Exponenten  enthalten,  damit  die 
Relativdiscriminante  B^  auch  zu  den  Frimidealen  p,,  rp,  der  Grup- 
pen I(a),  II(a)  von  Ki^—m^)  prim  bleibt. 

Damit  die  in  K{^—m^)  ganze  Zahl  ^*  diesen  Bedingungen  ge- 
nügt, muss  fif  entweder  gleich  einer  Einheit  8  des  quadratischen 
Zahlkörpers  K  (V— wQ  sein,  welche  zugleich  nicht  die  dritte  Potenz 
einer  Einheit  in  K  ( V— *Wj,  5)  wird,  oder  die  Form 

oder 

lit  =  Bß 

besitzen,  wobei  ß  als  Hauptideal  aufgefasst  der  dritten  Potenz 
eines  Ideals  in  K{sJ—m^  gleich  sein  soU,  welches  zugleich  kein 
Hauptideal  in  K{^—m^,  g) ,  also  auch  in  K {^—m^)  wird;  in  allen 
diesen  Fällen  müssen  die  erwähnten  Bedingungen  für  die  Coeffi- 
cienten a„  bj^  erfüllt  werden. 

Den  absoluten  Wert  der  Discriminante  D  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  K^^—m^^^yd'^)  berechnen  wir  mit 
HiUe  der  uns  wohlbekannten  Formel: 

worin  nun  der  Relativgrad  r  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölf- 
ten Grades  -K'(v/— m„5,  d,)  in  Bezug  auf  K{^—mj^,  t)  gleich  3  ist, 
n(i)J  die  in  dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{^—m^jQ  gebildete 
Norm  der  Relativdiscriminante  D^  des  Galois*  sehen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  Ä"  (V-«»i;  Si  «"i)  in  Bezug  auf  K{\J-m^,i)  und  d 

18* 
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die  Discriminante  des  biqnadratischen  Zahlkorpers  K  (V— ^i>  t)  ^ 

deuten.  

Die  Discriminante  d  von  K{^—m^^  £)  haben  wir  schon  in  §  10 
berechnet.    Wir  wissen,  dass 

d  =  3«m;, 
falls 


ist,  resp. 


falls 


— Wj  =  1  (mod  4) 


d  =  2*.38fwJ, 


—  m^  ^  1  (mod  4) 
wird,  aasfallt. 

Da  nun  die  Relativdiscriminante  D»  des  Galois'schenZahl- 
körpers  zwölften  Grades  Ä(^— w,,f,  «ö-i)  in  Bezug  auf  K{\j—m^^  Q 
ein  rationales  Hauptideal  stets  ist,  so  wird  die  in  K{^—tn^^  f)  ge- 
bildete Norm  von  D^^  gleich  der  vierten  Potenz  von  D^  sein. 

Das  Vorzeichen  der  Discriminante  D  des  Galois*schen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades  K{^—m^jti^i)  können  wir  festlegen,  in- 
dem wir  in  K{^—m^,  5r  ^i)  die  von  0  verschiedenen  Discriminanten 
D{A)  aller  entsprechenden  ganzen  Zahlen  Jl  von  -K'(V— «*„  {, -Ö",) 
bilden.     Diese  Discriminanten  D{Ä)  müssen  natürlich  die  Gestalt 

D{A)  =  {A-sAy(A-s^Ay{A-tA)^(A-tsÄy{A-ts^Ay(A^Ay' 
{A-rsAy  (A-rs^Ay  {A-trAy  {A-trsAy  {A-trs^Ay  (sA-s^Ay  - 
(sA-tAy)  {sA-tsAy  (sA-ts^Ay  {sA-rAy  {sA-rsAy  (sA-rs'Ay  • 
{sA-trAy  {sA-trsAy  {sA-^trs^Ay{s^A-tAy  (s^A-tsAy  (s^A-ts^'Ay  - 
{s^A-rAy{s^A-rsAy{s^A-rs^Ay(s''A'-trAy(s^A''trsAy{s*A-trs*Ay' 
{tA-tsAy  (tA-ts^Ay  (tA-rAy  {fÄ-rsAy  {tA-rs^Ay  {tA-trAy  • 
{tA-trsAyitA-trs^AyitsA-ts^AyitsA-rAy^tsA-rsAyifsA-^s^Ay' 
(tsA  -trAy  {tsA-trsAy  {tsA-trs^'Ay  (ts^A-rAy  {ts^A-rsAy  • 
(fs^A-rs^Ay  {ts^A-trAy  {ts^A-frsAy  (ts^A-trs^Ay  {rA--rsAy  - 
{rA-rs^Ay{rA-trAy{rA-trsAy(rA-trs^Ay(rsA-rs^Ay(rsA-trAy> 
{rsA-trsAy(rsA-trs^A')  (rs^A-trAy{rs*A--tr$Ay{rs^A-'trs*Ay  - 
(trA-trsAy  (trA-trs^Ay  (trsA-irs^Ay 

besitzen. 

Es  ist  klar ,  dass  die  Quadratwurzeln  ±  \fi>{A)  aus  den  von 
0  verschiedenen  in  /^(V^— m^,  g, -ö'j)  gebildeten  Discriminanten  D{A) 
aller  entsprechenden  ganzen  Zahlen  A  von  K{\l—^n^,  f,  d*,)  stets 
gleich  den  ganzen  rationalen  Zahlen  ausfallen,  weil  ja  diese  Discri- 
minanten D{Ä)  ganze  rationale  Zahlen  sind  und  die  bestimmt  aus- 
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gewählten,  z.  B.  die  positiven  Quadratwurzeln  sfD{Ä)  bei  der  An- 
wendung der  Substitutionen  /,  r,  tr  ungeändert  bleiben,  was  aus 
dem  für  I){Ä)  angeführten  Ausdrucke  leicht  zu  schliessen  ist. 
Daraas  folgt,  dass  diese  Discriminanten  D{A)  gleich  den  Quadra- 
ten der  entsprechenden  ganzen  rationalen  Zahlen  ausfallen,  also 
selbst  positive  ganze  rationale  Zahlen  sind. 

Die  Discriminante  D  des  Galois'schen  Zahlkör- 
pers zwölften  Grrades  K{\J—m^yl,^^  ist  stets  eine  po- 
sitive ganze  rationale  Zahl. 

Indem  wir  die  Discriminante  D  von  K{sJ—m^,i^%'^  berechnen, 

finden   wir,    dass  dieselbe  die  rationalen  Primzahlen  3,  p^..^  p^^.. 

die  ganze  rationale  Zahl  m^  und  die  rationale  Primzahl  2,  welche 

im  Falle 

— m^  ^  1  (mod  4) 

in  D  explidte  vorkommt,   nur  mit  geraden  Exponenten  enthält. 

Es  ist  evident,  dass  in  dem  Gralois'schen  Zahlkörper  zwölften 
Grades  JSr(V— w„  g,  -Ö-J  die  Quadratwurzeln  ±\JD  liegen. 

Fällt  nun  — w,  von  —1  verschieden  aus,  so  können  wir  zur 
Bestimmung  des  Vorzeichens  von  D  auch  den  Umstand  benutzen, 
dass  die  Quadratwurzeln  ±^^  in  Jf  (\/— Wj,  f,  ^,)  nicht  enthalten 
sind  und  daher  die  Discriminante  D  mit  dem  positiven  Vorzeichen 
versehen  werden  soU. 

Wird  aber  — Wj  gleich  —1  sein,  so  müssen  wir  zur  Bestim- 
mung des  Vorzeichens  von  D  die  oben  angeführte  Ueberlegung 
anwenden. 

Wir  werden  in  der  Tabelle  XIX  die  Werte  von  D^,  w(DJ,  d 
und  D  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
K{^—m^,  5,  ^J  in  den  sieben  angeführten  Fällen  für 

— m,  =  1  (mod  4), 
resp. 

— Wj  $  1  (mod  4) 
angeben. 

Wir  wollen  nun  wieder  einige  Beispiele  berechnen,  in  denen 
wir  die  ganze  rationale  Zahl  — Wj  diejenigen  Werte  durchlaufen 
lassen,  welche  in  den  Beispielen  des  §  10  angegeben  worden  sind, 

Beispiele. 

w  =  0  (mod  3), 

m  =  3fWj, 
— m,=  1  (mod  4). 
1)  w    =  33,  -m,=  -11  =  1  (mod  3),   ^,  =  ,**  =  30-H5\pl, 

l^t  =  ¥r.        ^*r^'  =  15»,        dt    =15. 


;»••  « 


♦  . 

i» 
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In  dem  quadratischen  Zahlkorper  K(^—ll)  ist 

(3)  =  (3,i+v=n)(3,i-\pn). 

In  dem  quadratischen  Zahlkorper  K{^33)  wird 

(3)  =  (3,  V33)«. 
In  dem  biqoadratischen  Zahlkörper  K(^—ll,  t)  ist 

(3)  =  I«.rl», 
wobei  die  Frimideale 


rl  =  (l,  i-v/=n) 

zn  den  Frimidealen  der  Gruppe  in(a)  gehören.  In  dem  quadra- 
tischen Zaihlkörper  K{^—11)  wird  (5)  zerlegbar  und  zwar 

(6)  =  (B,  2+V=n)  (B,  2-\J=n) 

sein,  weil  das  Legendre'sche  Symbol 

ausfallt  and 

-11  =  2»  (mod  5) 
ist.    Da  nun  das  Hauptideal 

(2+V=ll)  =  (3,  l-sPlT)  (5,  2+sfÄT) 
wird,  so  können  wir,  indem  wir  beachten,  dass 

fif  =  3-5  (2+\/=ir) 
ist,  das  Hauptideal  (ji*)  folgendermassen 

iiif)  =  (3,  i+v=ii)  (3,  i-v=ir)«  (B,  2+\/=ir)'  (B,  2-v/=ir) 

darstellen.    Infolge  dessen  schliessen  wir,  dass  in  diesem  Beispiele 

zu  setzen  sind,  nnd  dass  ausserdem  das  Hauptideal  (ji*)  genau 
durch  das  Product  I*rl*  teilbar  ist.  Die  Belativdiscriminante  D, 
wird  ausser  dem  Factor  (5)'  noch  den  Factor  (3)*  enthalten.  Wir 
bekommen  folgende  Formeln: 

D^  =  (3)*(B)«,    d  =  32.11«,    D  =  3".B».ll«. 
2)   m  =  -15,    -m,  =  5  =  -1  (mod  3),    (i,  =  ft*  =  ^, 
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In  dem  quadratischen  Zahlkorper  K(\ß)  bleibt  (3)  anzerlegbar. 
In  dem  qoadratischen  Zahlkörper  K(^—l&)  ist 

(3)  =  (3,  V^». 
In  dem  biqaadratischen  Zahlkörper  £(^6,  ()  wird 

(3)  =  I», 
worin  das  Hanptprimideal  I  der  Grrappe  in(b)  die  Gestalt 

I  =  W  =  (3,  V=I5) 

besitzt.  In  diesem  Beispiele  ist  (i^  eine  Einheit  in  K{^),  also 
auch  in  JSr(\/5,  J).  Ausserdem  ist  fi*  weder  in  K{\J&),  noch  in 
ir(\/B,  Ö  gleich  der  dritten  Potenz  einer  Einheit,  was  leicht  ge- 
zeigt werden  kann.  Daher  muss  die  Relativdiscriminante  D^  prim 
zu  allen  von  I  verschiedenen  Primidealen  von  i(^5,g)  ausfallen. 
In  diesem  Beispiele  besitzen  die  rationalen  Zahlen  a^f  2»^,  a',  d' 
folgende  Werte : 


«1 

~  2' 

6. 

1 
~  2' 

a' 

--1, 

d' 

=  1. 

Da 

QUO 

die  Zähler  der  gebrochc 

säen  rationalen  Zahlen 

Oi—a"  ^    ,  1  ,  „        11 

0    -         3  ö  -  -2-1  -  "2 

den  Factor  3  nicht  enthalten,  so  wird 

^»  =  )l^  =  (_i  +  ^)»  genau  nach  I* 

sein.    Infolge  dessen  moss  die  Relativdiscriminante  B^  gleich  (3)* 
aasfallen.    Wir  erhalten  hier  folgende  Formeln: 

D^  =  (3)»,    d  =  3' .  5«,    D  =  3" .  B«. 
Um  diese  Resultate  za  controliren  hätten  wir  ebenfalls 

„•  _  /'l+\^*  _  7+3V/5 
**«   "-  \~2~l    ~  ~2~ 

annehmen  können,  worin  — ^^  eine  Einheit  in  K{sJE),  also  aach 
in  K{\ß,  g)  ist,  welche  natürlich  weder  in  K{\ß)y  noch  in  K{\j%  g) 
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gleich  der  dritten  Potenz  einer  Einheit  wird.     Da  nun  in  diesem 
FaUe 


sind,  so  wird 


«1 

•*• 

l(M    05 

6, 

2' 
1 

ft. 

— 

2 

a! 



— 

l 

[-3V/5  _ 

1  <i 

fa 

sein;   in  diesem  Beispiele  ist  also  in  der  That  die  Relativdiscri- 
zninante 

A  =  (3)». 

3)    «t  =  -51,    -m,  =  17  =  -1  (mod  3),     ,»,  =  ,tf  =  2+2 Vi7, 

^r  =  tf,*  ri^t  =  -4»,  jr  =  -4- 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper   K{\Jl7)  bleibt  (3)  anzerlegbar. 
In  dem  quadratischen  Zahlkorper  JSr(^— 51)  ist 

(3)  =  (3,  ^f^y. 

In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{^17,  Q  wird 

(3)  =  I«, 
worin  das  Hauptprimideal  l  der  Gruppe  in(b)  die  Grestalt 

I  =  (A)  =  (3,  \/:=5i) 

besitzt.    In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{^V7)  wird  (2)  zer- 
legbar und  zwar 


_  u  u-mu  i-m 


(2)  =  (2,  i±|5)  (2, 


2     /  \"'       2 

sein,  weü 

17  =  1  (mod  8) 

aasfallt.    Da  non  das  Haaptideal 

wird  und  die  in  £"(^17,  i)  ganze  Zahl  fi*    die  Gestalt 
besitzt,  so  finden  wir  folgende  Darstellung  für  (fi*):  es  wird 
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„r)  =  (2,üe!)(2.t^')'(.i±e?)'. 

In  diesem  B^ispi^le  müssen  WtV 

p       «s  2,    i>      «1 

setzen.     Die  RelatiTdiscriminante  D»  nmss  also  den  Factor  (2)' 

enthalten.    Da  nun  die  ganzen  rationalen  Zahlen  a,,  \,  a',  d'  die 

Werte: 

a,  =  2, 

6,  «=2, 

a'  ==  -1, 

d'  =  1 
besitzen  und  ansserdem 

o"'  =  üiZ^Va'»»,  =  1  +  17  =  18  3  0  (mod  3), 

V"  =  5!±|!X_j»  ^  _5_1  ==  _6  =  0  (mod  3) 

gleichzeitig  aosfaUen,  so  wird 

^*  B  2  +  2^l7  =  (—1+  Vl7)'  mindestens  nnd  zwar  genau  nach  1' 

sein.    Das  rationale  Haaptideal  D^  moss  infolge  dessen  prim  za  ( 
ausfallen.    Wir  erhalten  hier  folgende  Gleichungen: 

A  —  (2)*,    d  =  3«- 17»,    D  =  2«-3«17«. 

Wir  können  hier  denselben  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Ovar 
d«  K()fl7,  t,  »0  bekoimen,  wenn  vir 

also 

ftfrjt*  =  4», 

annehmen.    Es  wird  dabei  das  Hanptideal  (fi*)  die  Gestalt 

(,r)=(3,l±^>,l:^)(,,i±^)' 

besitzen,  weil  ja  das  Haoptideal 
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(^  =  (^'^^'. 

ist.    Da  nun  die  ganzen  rationalen  Zahlen  a^,  a,,  &|,  d'  die  Werte 

«1  ==  9, 
a,  =  3, 

6,  =  1, 

d'  =  -1 

besitzen,  so  wird 

ft*  =  9  +  \/l7  =  (— V^T)'  mindestens  und  zwar  genaa  nach  I* 

ausfallen.    Es   ist  in  der  That   in   diesem  Beispiele   die  Relativ- 
discriminante 

A  =  (2)«. 

4)    f»  =  -219,    -m,  =  73  =  1  (mod  3),    ^,  -»  jtf  =  B-h\ßB, 

f»r  =  ¥7,  f»,vr  =  -*'i  *f  =  -4. 

In  dem  qaadratischen  Zahlkorper  K(^73)  wird 

(3)  =  (3,1+V73)(3,1-V73). 
In  dem  quadratischen  ZahlkSrper  ir(^— 219)  ist 

(3)  =  (3,  \rmy. 

In  dem  biqaadratischen  ZahlkSrper  K(^7B,  t)  wird 

(3)  =  I«rl«, 
worin  die  Primideale 

I  =  (A,  1+V73), 

rl  =  (A,  l-V^) 

za  den  Frimidealen  der  Gruppe  III(a)  gehören.    In  dem  quadrati- 
schen Zahlkörper  £'(^73)  ist  (2)  zerlegbar  and  zwar 

weil 

73  =  1  (mod  8) 

aasfallt.    Diese  Primidealfactoren  von   (2)  sind  aber  Haaptprim* 
ideale  in  K(\l7S),  weil  in  Jä:(V73)  die  rationale  Primzahl 

■(^)  -  (^m 

ist.    Wir  finden,  dass  in  diesem  Beispiele 

*  =  2  (?±^  =  (9+V^'(9-V/l3)Ylll+13\/73\' 


i 


^■^iwn. 


vi 
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ansfait,  wobei  die  in  K(^,  t)  ganze  Zahl  ^^^+^^V78  ^^^  j^, 

heit  in  K(\j7^,  t)  bedeatet,  weil  ihre  in  K{\/7B,t)  gebildete  Nonn, 
also  das  Frodnct 


\^/7S\(] 


isi     Wir  finden  hier  f&r  das  Hanptideal  (ft*)  die  folgende  Dar- 
stellung: es  wird 

«)=(3.y^>,t^(2,tf)'. 

Wir  müssen  hi^r 

setzen.  In  diesem  Beispiele  wird  die  Relativdiscriminante  D»  den 
Hanptidealfactor  (2)*  enthalten.    Wir  sehen,  dass 

«.  =  8, 
a,  =  1, 
6.  =  1, 
d'  =  1 
sind.    Infolge  dessen  wird 

^f  =  3+V73  =  (V73)»  genau  nach  I*-rt» 

aasfallen.  Die  Relativdiscriminante  D^  mnss  hier  ausser  dem 
Hanptidealfactor  (2)^  noch  den  Hanptidealfactor  (3)*  enthalten. 
Wir  bekommen  folgende  Gleichnngen : 

D.  =  (2)«  (3)»,    d  =  3».  73*,    D  =  2»-8"-73«. 
5)    «  =  -123,    -w,  =  41  =  -1  (mod  3),    ^,  =  ^f  =  ^^^, 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  Ki^il)  ist  (3)  unzerlegbar.  In 
dem  quadratischen  Zahlkorper  K(^—12S)  wird 

(3)  =  (3,  V=123)«. 

In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{s/4S.j  Q  ist 

(3)  =  I», 
wobei  das  Hauptprimideal  I  der  Gruppe  in(b)  die  Gestalt 


«,1 


2Qi 

I  =  (A)  -  (3,  \Pi28) 

besitzt.  In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(^4S.)  wird  (2)  zer- 
legbar and  zwar 

sein,  weil 

41  =  1  (mod  8) 

ausfallt.  Diese  Primidealfactoren  von  (2)  sind  aber  Haaptprim- 
ideale  in  JSr(V^),  weil  die  rationale  Primzahl  2  in  ^ (VÜ)  die 
Zerlegong 

erfährt  and  also 
sind.    Wir  finden,  dass 

,:  =  (?:fl)*(_32^^, 

ausfällt,  worin  die  in  K(\j4Ä)  ganze  Zahl  -32+5V/41  eine  Einheit 
in  JE'(\/il)  bedeutet,  weil  ihre  in  K(sJM.)  gebildete  Norm,  d.  L 
das  Product 

(-32+5\/4r)(-32-Bv^4r)  =  -1 
ist.    Infolge  dessen  wird  das  Hauptideal 

sein.  Die  ßelativdiscriminante  D^  mnss  hier  prim  za  allen  von 
I  verschiedenen  Primidealen  von  K(^41,  l)  aasfallen ,  weil  ja 
-32+5Vil,  resp.  -32— ByÜ  eine  Einheit  in  J£'(\/il),_jalso  andi 
in  Ki^,  Ö  ist,  welche  weder  in  ir(V41),  noch  in  K{\/^1,  Q  gleich 
der  dritten  Potenz  einer  Einheit  sein  wird,  was  leicht  gezeigt 
werden  kann.    Wir  sehen,  dass  in  diesem  Beispiele  die  rationalen 


Zahlen  a„  a„  b^,  d'  die  Werte 


1 

«.  =  2' 
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.         1 

K  =  ä", 

d'  =  1 
besitzen;  daher  wird 

II,*  =  — ^ —  =  (V^l)'  genau  nach  I* 

ansfallen.    Die  ßelativdiscriminante  D,  kann  hier  nor  den  Hanpt- 
idealfactor  (3)*  enthalten.     Wir  bekommen  folgende  Gleichungen: 

D,  =  (3)*,    d  =  3». 41«,    D  =  3»«. 41» 
— m,  =  2  (mod  4). 

6)  m  ==  6,    -«•,  =  -2  =  1  (mod  3),    (i,  -=  (t*  =  3+3v/^, 

f»r  =  K,  j»r'-^*  =  3^  *r  =  3. 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  Ki}J—2)  wird 

(3)  =  (3,l+V=2)(3,l-V^). 

Diese   Primidealfactoren  von   (3)   sind  Hauptprimideale,   weil  in 
£'(^—2)  die  rationale  Primzahl  3  die  Zerlegung 

3  =  (l  +  V=2)(l-V^2) 

erfährt.    In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{\j^)  ist 

(3)  =  (3,  V6)*.  _ 

In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  Z(V— 2,  g)  wird 

(3)  =  I«.rl«, 
worin  die  Frimideale 

I  =  (A,  I+V52), 

ri  =  (X,  l-V-2) 
2u  den  Primidealen  der  Gruppe  III  (a)  gehören.    Wir  finden,  dass 
in  diesem  Beispiele 

,tr  =  3  (i+v^2)  =  (i+V=2)»(i_v/::2), 

(,»r)=(3,H-vrr2)»(3,l-V-2) 

ausfallen.    Das  Hanptideal  (ft*)  besitzt  die  Gestalt 

Otf)  =  I*Tl«; 

infolge  dessen  wird  hier  die  Relativdiscriminante   D,  gleich   (3)^ 
sein.    Wir  erhalten  hier  folgende  Gleichongen: 

D.  =  (3)*,    <?  =  2«-3»,    D  =  2«".3". 

7)  m  =  -6,     -m,  =  2  =  -1  (mod  3),    /»,  =  ^f  =  7+14V2, 

i*r  =  ^r,  f»rrf»r  =  -7«,  *r  =  -7. 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{\ß)  bleibt  (3)  mtzerlegbar. 


r^''" 


j?:f?:'r?'f: 


'sr^.'^'.'T^i-'V' 
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In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(^f^)  wird 

(3)  =  (3,  V=6)». 
In  dem  biqnadratischen  Zahlkörper  K(^j  ^)  ist 

(3)  =  l«, 

worin  das  Haaptprimideal  (  der  Grrnppe  in(b)  die  Gestallt 

l  =  (A)  =  (3,  V^) 

besitzt.     In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{^2)  wird   (7)   zer- 
legbar und  zwar 

(7)  =  (7,  3+ VI)  (7,  3- V^), 
weil  das  Legendre'sche  Symbol 


^-) 


aasfällt  und 

2  =  3»  (mod  7) 

ist.  Diese  Frimidealfactoren  von  (7)  sind  in  £'(V— 6)  Haaptprim- 
ideale,  weil  in  K(^--Q)  die  rationale  Primzahl 

7  =  -(1+2V2)(1-2V2) 

ist.    Wir  finden,  dass 

pf  =  7(l+2\^2=  -(H-2\^)'(1-2V^), 
(^•)=(7,3+V/2)(7,3-V2)' 
ausfallen.    In  diesem  Beispiele  müssen  wir 

Pi(,)    =  2,  Pik,)  =  1 

setzen.  Die  Relativdiscriminante  D^  wird  hier  den  Hanptideal- 
factor  (jy  enthalten  und  prim  zu  I  aasfallen,  weil  in  diesem  Bei- 
spiele 

a,  =  7, 

6.  =  14, 

a'  =  l, 

d'  =  1 
sind,  also 

^i^+a'm,  =  2-2  =  0  =  0  (mod  3), 
5.+m.d'»_^,  =  4-1  =  3  =  0  (mod  3) 
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gleichzeitig  ansfallen  and  infolge  dessen 

fif  =  7+14^2  =  (1+^)*  mindestens  und  zwar  genau  nach  I* 
ist.    Wir  sehen,  dass  in  diesem  Beispiele  folgende  Gleichungen 

D^  =  (7)«,    d  =  2«. 3«,    D  =  2". 3«. 7» 
bestehen  müssen. 
8)     «  =  -42,    -m,  =  14  =  -1  (mod  3),    /»,  =  jtf  x»  15+5^14, 

In  dem  quadratischen  Zahlkorper  £(v/l4)  bleibt  (3)  unzerlegbar. 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  -K'(V— 42)  wird 

(3)  =  (3,  yf^y. 

In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{\f\4^  C)  ist 

(3)  =  I», 

worin  das  Hauptprimideal  I  der  Gruppe  in(b)  die  Gestalt 

I  =  (A)  =  (3,  V=42)  _ 

besitzt.     In   dem  quadratischen  Zahlkörper  £(V^14)  wird  (6)  zer- 
lebgar  und  zwar 

(5)  =  (6,  2+Vn)(6,  2-vn), 

weil  das  Legendre'sche  Symbol 


(^)  = 


ist  und 

14  =  2«  (mod  B) 

ausfallt.  Die  Primidealfactoren  von  (5)  sind  aber  in  i'(Vl4) 
Hauptprimideale,  weil  in  iC(\/i4)  die  rationale  Primzahl  6  die 
Zerlegung 

5  =  -(3+Vl4)(3-Vi4) 

erfahrt.    Wir  finden,  dass  in  diesem  Beispiele 

f*r  =  B(3+Vi^=  -(3+yi4)'(3--V/l4), 

(f*r)=(B,2+Vl4)(5,2-Vl4)* 
ausfEÜlen.     Wir  müssen  hier 

V)  =  ^^'2+Vi4)  =  (3-Vi4), 
♦"V)  =  (S'2-Vi4)=  (3+Vii), 

p       =5,        «      =  1 

setzen«  Die  Belativdiscriminante  D^  muss  in  diesem  Beispiele  den 
Hauptidealfactor  (5)'  enthalten.    Da  nun  hier 


..T' 
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o,  =  15, 

o,  =  B, 

6t  =  5, 

d'  =  1 
sind,  so  wird 

H*  =  15+BVIi  =  (Vli)"  genau  nach  l» 

ausfallen.  Infolge  dessen  wird  das  rationale  Hauptideal  D^  den 
Hauptidealfactor  (3)*  enthalten.  Wir  bekommen  folgende  Glei- 
diungen: 

D.  =  (3)'(5)»,    d  =  2*-3*14*,    D  =  2'».3".B»14*. 
9)    m  ==  -24ß,    -m,  =  82  =  1  (mod  3),  /»,  =  ^f  =  9  +  V^ 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{^^)  ist 

(3)  =  (3,1+V82)(3,1-V/^). 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(^—24ß)  wird 

(3)  =  (3,  sf^^my. 

In  dem  biqaadratischen  Zahlkörper  K{^S2j  ^)  ist 

(3)  =  I^.rP, 
worin  die  Primideale 

I  =  (A,1  +  V82), 

rl  =  (A,  1-V82) 

zn  den  Primidealen  der  Gruppe  in(a)  gehören.  In  diesem  Bei- 
spiele ist  ^*  eine  Einheit  in  -£^(^§2),  weil  die  in  £^(^82)  gebil- 
dete Norm  von  (tf,  also  das  Product 

(9h-\/82)(9-\/82)  =  -1 

aasfallt.  Daher  wird  fif  auch  eine  Einheit  in  K{^S2ji)  sein. 
Ausserdem  ist  (i*  weder  in  K{^82),  noch  in  K(^S2,i)  gleich  der 
dritten  Potenz  einer  Einheit,  was  leicht  gezeigt  werden  kann.  In- 
folge dessen  wird  die  Relatiydiscriminante  JD^  prim  zu  allen  von 
I,  rl  verschiedenen  Primidealen  von  K{^82,  t)   ausfallen.     Da  nun 

in  diesem  Beispiele 

a,  =  9, 

a.  =  3, 

6,  =  1, 

d'  =  1 
sind,  so  wird 

(if  =  9+^82  =  (V82)'  mindestens  und  zwar  genau  nach  I^-rt* 
sein.     Infolge  dessen  muss  das  rationale  Hauptideal  Dj,  prim  zu 
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ti  rt  ausfallen.  Wir  driialien,  dasB  in  diesem  Beispiele  folgende 
Gleichnngen 

D^  «=  (1),    ci  =  2^3«.82«,    D  =  2"-3«.82« 

bestehen  müssen.    Wir  hatten  anstatt  der  in  K(^S&)  ganzen  Zahl 

ftr  -  9  +  V82 
auch  die  in  K{SJ^)  ganze  Zahl 

^»  =  (9+V82)«  =  163+18\/82 

nehmen  können,  wobei  ^*  ebenfalls  eine  Einheit  in  K{\j^)  ist. 
Das  wäre  zugleich  ein  Beispiel  ftir  den  Fall,  dass  in  f**  die  Coef- 
ficienten  a^,  h^  und  h^  die  Werte 

a^  =  163  *  0  (mod  3), 

6»  =    18  =  0  (mod  9), 

6,  =      6  =  0  (mod  3) 
besitzen. 


10)    m  =  786,    -m,  =  -262  =  -1  (mod  3),   ^^  =  f**  =  9+^-262, 

f*r  =  ¥*,    (ifriit  =  7»,    dt  =  7. 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  Ä'(V— 262)  bleibt  (3)  unzerlegbar. 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  £^(^^786)  wird 

(3)  =  (3,  V^)». 

In  dem  biqnadratischen  Zahlkörper  K(}/—2Q2,i)  ist 

(3)  =  V, 

worin  das  Haaptprimideal  l  der  G-rnppe  III(b)  die  Gestalt 

I  =  (A)  =  (3,  \fm) 

besitzt.     In  dem  quadratischen   Zahlkörper   -K'(V— 262)  wird  (7) 
zerlegbar  und  zwar 

(7)  =  (7,2+\/=262)(7,2-\/=262) 

sein,  weil  das  Legendre'sche  Symbol 

ausfallt  und 

-262  =  2«  (mod  7) 

ist.     Diese  Primidealfactoren  von  (7)  sind  in  ff  (\/— 262)   keine 

Hauptprimideale,  weil  in  i5r(V— 262)  die  rationale  Primzahl  7  sich 

nicht  in  der  Form 

7  =  a«+2626« 

darstellen  lässt,   worin  a,  b  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten,  da 
nun 

19 
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-262  5  2(mod4) 

ansfäUt.  Zugleich  wird  (7,2+^=262),  resp.  (7,2-V/=^62)  kein 
Haaptideal  in  Z'(V— 262,  g)  sein,  was  leicht  gezeigt  werden  kann. 
Wir  finden,  dass 

(f^r)  =  (7, 2+V^=262)» 

ausfallt.  In  diesem  Beispiele  muss  die  Belatiydiscriminante  D^ 
prim  zu  allen  von  I  verschiedenen  Primidealen  von  jK'( V— 262,  J) 
sein.  Da  nun  in  diesem  Beispiele  die  ganzen  rationalen  Zahlen 
^v  ^v  K  ^'  ^ö  Werte 

a,  =  9, 

a,  =  3, 

d'  =  -1 
besitzen,  so  wird 

II*  =  9+V— 262  s  (— y— 262)'  mindestens  und  zwar  genau  nach  I* 

sein.  Infolge  dessen  muss  hier  die  Relativdiscriminante  D^  prim 
zu  dem  Hauptprimideal  I  der  Gruppe  III(b)  ausfallen.  Wir  er- 
halten, dass  in  diesem  Beispiele  folgende  Gleichungen 

D^  =  (1),    d  =  2*. 3«. 262«,    D  =  2". 3«. 262« 

bestehen  müssen. 

— Wj  =  3  (mod  4). 

11)    tn  =  -21,    -m,  =  7  =  1  (mod  3),    ii,  =  p,*  =  8+3^7, 

f^r  =  f/tx*,  i^triit  =  1,  *r  =  1. 

In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{\j7)  ist 

(3)  =  (3,l+V7)(3._l-V/^. 
In  dem  quadratischen  Zahlkorper  K{\j21)  wird 

(3)  =  (3,  \f^y. 

In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{^^^  ist 

(3)  =  I».rl«, 
worin  die  Primideale 

I  =  (A,l  +  \^, 

rl  =  (A,  1-V7) 

ZU  den  Primidealen  der  Gruppe  Ill(a)  gehören.  In  diesem  Bei- 
spiele ist  f**  eine  Einheit  in  K{\fl\  weil  die  in  K{\j7)  gebildete 
Norm  von  f»*,  also  das  Product 

(8+3^7)  (8-3V^  =  1 
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ansffÜlt.  Infolge  dessen  ist  fif  anch  eine  Einheit  in  K{\j7^  {).  Da 
nun  ft*  weder  in  K{^)j  noch  in  K(^7,0  gleich  der  dritten  Po- 
tenz einer  Einheit  ist,  was  leicht  gezeigt  werden  kann,  so  darf 
die  Relativdiscriminante  D«  in  diesem  Beispiele  die  von  (,  rl  ver- 
schiedenen Primideale  von  £(V'7,  g)  nicht  als  Factoren  enthalten. 
Wir  sehen,  dass  in  diesem  Beispiele 

a,  =  8, 

6,  =  8, 

6.  =  1, 

df  =  ^1 
sind.    Daher  wird 

fi*  =  S+3\J7  =  -1  genau  nach  V.rV 
aasfallen.    Es  moss  also  die  Kelativdiscriminante   D»   gleich  (3)* 
sein.    Wir  erhalten  hier  folgende  Gleichungen: 

D,  =  (3)^    d  =  2*.317S    D  =  2".3".7«. 


12)      m  =  87,    -m,  =  -29  =  1  (mod  3),    {i^  =  10+2\/-29, 


In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K  ( V— 29)  ist 

(3)  =  (3,l  +  \/=29)(3,l-V=29). 

Diese  Primidealfactoren  von  (3)  sind  aber  keine  Hauptprimideale, 
weil  die  rationale  Primzahl  3  sich  nicht  in  der  Form 

3  =  a«+296« 

darstellen  lässt,  worin  a,  b  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten  müs- 
sen, weil  ja 

-29  =  3  (mod  4) 

ist.    In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{\J&7)  wird 

(3)  =  (3,  \ß7y. 

In  dem  biquadratischen  Zahlkörper  A:(V-29,S)  ist 

(3)  =  I«.rl», 

wobei  die  Primideale  I,  rl  der  Gruppe  III  (a)  die  Gestalt 

1  =  (A,1+VP29), 
rl=  (A,l-V-29) 

besitzen.     In  dem   quadratischen  Zahlkörper   ir(V— 29)  wird  (2) 
zerlegbar  und  zwar 

(2)  =  (2, 1+\J^=29)\ 
weil  das  Legendre'sche  Symbol 
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m- 


0 

ist  and 

-29  =  3  (mod  4) 

aasfällt.  Das  Primideal  (2, 1+^—29)  ist  aber  kein  Haaptprimideal, 
weil  die  rationale  Primzahl  2  sich  nicht  in  der  Form 

2  =  a2+296« 

darstellen  lässt,  worin  natürlich  a,  b  ganze  rationale  Zahlen  be- 
deaten  müssen.    Wir  können  schreiben,  dass 

fi,  =  2  (B+\^=29) 
ist.    Da  nan  das  Haaptideal 

(B+\/=29)  =  (2, 1+V=29)  (3, 1-^-29) 

aasfällt,  so  ¥nrd  das  Haaptideal 

0».)  =  (2, 1+V=29)s  (3,  l-\P2äy 

sein.  Daraas  schliessen  wir,  dass  die  Relativdlscriminante  D^ 
prim  za  allen  von  I,  rl  verschiedenen  Primidealen  von  Z'(V— 29,5) 
aasfallen  mass,  weil  ja  (fij  aasser  der  dritten  Potenz  von  (3,1— ^—29) 
nar  die  dritte  Potenz  des  Primideals  (2,1+^—29)  enthalt.  Wir 
sehen,  dass  in  diesem  Beispiele  {fi\)  darch  rl^  teilbar  ist.  Um  ans 
solch  eine  in  K(^—29,  £)  ganze  Zahl  fi*  za  verschaffen,  dass  Qi*) 
prim  za  rl  aasfällt,  and  #*  denselben  Gralois'schen  Zahlkörper 
zwölften  Grades  K  (V— 29,  g,  0),  wie  &^  anf  Grand  des  biqaadrati- 
schen  Zahlkörpers  K  (\/— 29,  g)  definirt,  müssen  wir  f olgendermassen 

verfahren :  wir  maltipliciren  it,  mit  dem  Factor  ( — ^^^.z^-r- j , 

^  ^*  \  2+V^29  / 

rin  im  Zähler   and   im  Nenner  ganze  Zahlen  des   qaadratischen 

Zahlkörpers   Z"(\/— 29)  stehen.      In  dem  qaadratischen  Zahlkörper 

werden  die  rationalen  Primzahlhaaptideale  (11)  and  (31)  zerlegbar, 

and  zwar 

(11)  =  (11,2+V=29)(11,2-V=29), 

(31)  =  (31, 8+V^  (31, 8-V=29) 

sein,  weil  die  Legendre'schen  Symbole 


wo- 


aasfallen  and 


-29  =  2»  (mod  11), 
-29  =  8»  (mod  31) 
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ist.  Für  die  Hanptideale  (15+2^-29),  (2+^-2^  finden  wir  fol- 
gende Darstellangen : 

(15+2^=^  =  (11, 2+ V+29)  (31, 8-V=29), 
(2+V^9)  =    (3,  l-V/=29)  (11,  2+\f^). 

Indem  wir  fi,  mit  dem  erwähnten  Factor  mnltipliciren ,  erhalten 
wir,  dass  die  in  £'(V— 29)  ganze  Zahl 

^  (10+2V=29)(16+2V^«  ^  282-74VC29 
**»  (2+V-29)»  ^ 

ausfallt,  and  ausserdem  das  Haaptideal 

(fl*)  =  (2, 1+V=29)»  (31, 8-V^)» 

weder  dnrch  I,  noch  durch  rl  teilbar  ist.  Wir  sehen,  dass  in  dem 
Ausdrucke  für  n*  die  ganzen  rationalen  Zahlen  o^,  a„  &„  d'  die 
Werte: 

a,  =  282, 

«.  =  94, 

&,  =  -74, 

(T  =  1 
besitzen,  also  wird 

Ht  •=  282-74  V=29  =  (V^»  genau  nach  I».rr» 

sein.  In  diesem  Beispiele  muss  daher  die  Belativdiscriminante  D, 
gleich  (3)'  ausfallen.    Wir  erhalten,  dass  hier  folgende  Gleichungen 

D^  =  (3«),    d  =  2*.  3«.  29»,    D  =  2".  3".  29« 

bestehen  müssen. 


§  13. 

Zerlegung  der  Primideale    des    biquadratischen   Zahlkörpers 

K[\/m,j;)j  resp.  K{\J — »»i,£)   in  dem  Galois'schen  Zahlkörper 

zwölften  Gj/rades  K{\/m,£^d)j  resp.  Z^(V— »»i,C,t9^,). 

Wir  haben  in  §  12  bereits  erwähnt,  dass  der  Zahlkörper 
zwölften  Grrades  {K{^,C,^)  als  ein  verallgemeinerter  Knmmer'- 
scher  Zablkörper  anfgefasst  werden  kann.  Wir  dürfen  also  hier, 
wie  wir  es  im  ersten  Teüe  vorliegender  Arbeit  gethan  haben,  die 
in  dem  „Berichte"  von  dem  Herrn  Pr.  Dr.  D.  flilbert  aufgestellten 
Sätze  über  die  Zerlegung  der  Primideale  des  Kreiskörpers  der 
Iten  Einheits Wurzel  in  dem  in  Bezug  auf  denselben  relativ-Galois'- 
schen-Abelschen-cyklischen  Kummer' sehen  Zahlkörper  vom  Relativ- 
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grade  l  nnmittelbar  zur  Anwendang  bringen,  mn  die  Zerlegung 

der  Primideale  to  von  K{^,Q  in  dem  Zahlkörper  zwölften  Gra- 
des K{sJ[m^  g,  ^)  abzuleiten ,  indem  wir  beachten  müssen ,  dass  ia 
unserem  Falle  hier 

l  =  3 

zu  setzen  ist.  _ 

Wir  müssen  für  die  Primideale  n)  von  K(^m,i)  das  entspre- 
chende   Symbol    einführen,    welches    wir    hier    als    das    Symbol 

II    ff  l^^^öi^^®^  wollen. 

Wir  stellen  zunächst  die  Definition  des  Symbols  für  die  von 
den  Primidealen  I,  rl  der  Gruppe  in(a),  resp.  von  dem  Haupt- 
primideal  I  der  Gruppe  in(b)  verschiedenen  Primideale  q  des  bi- 
quadratischen Zahlkörpers  K{\]m,  g)  auf. 

Wir  haben  in  §  12  erwähnt,  dass  wir,  falls  (^)  das  Primideal 
q  mit  dem  durch  3  teilbaren  Exponenten  als  Factor  enthält,  stets 
solch  eine  in  iC(V^,g)  ganze  Zahl  |Lt*  finden  können,  welche  fi  er- 
setzen kann,  wobei  (ftf )  durch  das  Primideal  q  gar  nicht  teilbar 
ist.  Daher  dürfen  wir  bei  der  folgenden  Untersuchung  stets  an- 
nehmen, dass  (fi)  das  Primideal  q  entweder  mit  dem  zu  3  primen 
Exponenten  oder  gar  nicht  enthält. 

Unter  dem  Symbol  ]]-[[   verstehen  wir  die   vier 

in  f  (S)}  Also  auch  in  K{\jm/i)  ganzen  Zahlen:  0,  1»  l^  g^ 
je  nachdem 

,t   »      =  0,  1,  g,  C«  (mod  q) 

ausfällt,  wobei  n{p()  die  in  dem  biquadratischen  Zahl- 
körper K{\fm,^  gebildete  Norm  von  q  bedeutet. 

Dieses  Symbol  darf  dann  und  nur  dann  den  Wert 
0  besitzen,  wenn  die  Relativdiscriminante  D^  des 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{SJmfi,%)  in  Bezug 
auf  £(Vm,C)  durch  q,  also  das  Hauptideal  (fi)  durch 
das  Primideal  q  genau  mit  dem  zu  3  primen  Expo- 
nenten teilbar  ist. 

Fällt  aber  ifi)  prim  zu  q  aus,  so  wird  das  Symbol 
II  11  ®*®*^  einen  der  drei  Werte  1,  oder  f,  oder  g*  be- 
sitzen. 

In  der  That  ist  nach  dem  Fermat'schen  Satze  in  der  Ideal« 
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theorie  stets  die  n(q)— 1  Potenz  einer  ganzen  Zahl  von  K{\lfnj  {;) 
congment  1  nach  dem  Primideal  q,  falls  diese  erwähnte  ganze 
Zahl  Yon  Ki^,  0  selbst  nicht  congraent  0  nach  dem  Frimideal  q 
ausfallt.    Nehmen  wir  also  (fi)  prim  zu  q,  also 

(ft)  *  0  (mod  q) 
an,  so  wird 

^Kq)-i  s  1  (mod  q), 

also  mnss 

|itMq)-i-l  =  0  (mod  q) 

sein. 

Wir  haben  in  dem  biqnadratischen  ZahlkSrper  K(y[m^  g)  sechs 
Typen  der  Primideale  q  nnterschieden,  wobei  die  Primideale  q  der 
Gnippen  I(b),  n(a),  n(b),  n(c)  den  Grad 

die  Primideale  q  der  Gruppen  I(a)y  I(c)  den  Grad 

besitzen.  Darans  folgt,  dass  für  die  Primideale  q  der  Grappe 
I(a),  resp.  I(b),  resp.  I(c)  die  Norm  von  q,  also 

resp. 

resp. 

n(q)  =  p 

ist,  und  für  die  Primideale  q  der  Gmppen  n(a),  n(b),  n(c)  die 
Norm  von  q,  also 

w(q)  =  i>* 

ausfäUe ;  in  den  Fällen  I(a),  I(b),  I(c)  ist 

|)  =  1  (mod  3); 
in  den  FaUen  II(a),  n(b),  n(c)  wird  aber 

p  =  — 1  (mod  3) 

sein,  nnd  es  ist  also 

!>»  s  1  (mod  3). 

Wir  sehen,  dass  in  allen  angeführten  sechs  Fällen  stets 
w(q)  =  1  (mod  3),    «(q)-l  =  0  (mod  3) 

aasfallen;  daher  wird  -^^ —  hier  eine  ganze  rationale  Zahl  sein. 

Infolge  dessen  lässt  die  linke  Seite  der  angegebenen  Con- 
gmenz  folgende  Zerlegong  nach  dem  Primideal  q  zu:  es  wird 
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[li  ^»    ^lj[ii  »    ^t)[li  »    -5^j  =  0  (mod  q) 


sein.    Es  muss  also  entweder 

n(q)-l 


oder 


oder 


fi  5      =1  (mod  q), 

•«(q)-l 

fi  »      =  g  (mod  q), 

«t(q)-l 

(*   »     =5*  (mod  q) 


ausfallen.  Diesen  drei  Möglichkeiten  entsprechend,  erhalten  wir 
für  das  Symbol  ]]-[[  folgende  drei  Werte: 

Fällt  nun 

aas,  so  ist  es  immer  möglich  eine  in  K{^,i)  ganze  Zahl  a  zn 
finden,  dass 

ft  =  a'  (mod  q) 

wird.    Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren.     In  diesem  Falle 
sagt  man  bekanntlich,  dass  (i  ein  cubischer  Kest  nach  q  ist. 
Nun  gehen  wir  zu  der  Definition  des  Symbols  für  das  Prim- 
ideal I  oder  rl  der  Gruppe  IU(a),  resp.  das  Hauptprimideal  I  der 

Gruppe  in(b),  also  des  Symbols  jj^ll  oder  jWl,  resp.  11*^1}  über. 

unter  dem  Symbol  \\-\\j   wobei  to  gleich  l  oder  r(,  resp.  l 

sein  mag,  verstehen  wir  wieder  die  vier  in  K^Slm,  £)  ganzen  Zah- 
len 0,  1,  f,  i\ 

Dieses  Symbol  soll  dann  und  nur  dann  den  Wert 
0  besitzen,  wenn  die  Relativdiscriminante  D^  des 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  Z^(V/m,  fc-O-)  in  Bezug 
auf  den  biquadratischen  Zahlkörper  K{\fin^^  durch 
das  Frimideal  (   oder  rl,    resp.   I  teilbar  ist. 

Wir  wissen,  dass  es  nur  dann  möglich  ist,  wenn  entweder  (f») 
das  Primideal  I  oder  r\  der  Gruppe  ni(a),  resp.  das  Hauptprim- 
ideal I  der  Gruppe  III  (b)  genau  mit  dem  zu  3  primen  Exponenten 
als  Factor  enthält,   oder  wenn  die  in  K{\Jm^i)  ganze  Zahl  fk% 
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durch  welche  in  allen  übrigen  Fällen  die  in  K{}]m^  g)  ganze  Zahl 
f»  ersetzt  werden  kann,  wobei  (fi*)  zu  {,  oder  rl,  resp.  I  prim  ans- 
fSMi^  der  Congraenz 

ft*  =  a'  nach  T,  oder  rl",  resp.  T 

genfigt,  worin  a  eine  in  K(^,0  ganze  Zahl  bedeutet  und  der 
höchste  Exponent  u  gleich  1  oder  2  wird. 

FäUt  nun  tc^3  ans,  so  lässt  sich  stets  eine  solche  in  K{^fn) 
ganze  Zahl  y  finden,  welche  gleich  a,  auch  gleich  a0n  sein  kann, 
worin  a  eine  ganze  rationale  Zahl  bedeutet,  dass 

f»*  =  a'+yA'  nach  I*    oder  rl*,  resp.  I* 
ausfallt. 

Wir  können  stets  die  in  £  (V^,  i)  ganze  Zahl  a ,  also  auch 
die  ganze  rationale  Zahl  a,  eindeutig  bestimmen,  indem  wir  über 
a  eine  gewisse  Verabredung  treffen.  Insbesondere  wollen  wir  im 
Falle,  dass  in  der  Congruenz 

fi*  s  «•  genau  nach  I',  oder  rl',  resp.  !■ 

der  absolute  Betrag  von  a  gleich  1  wird,  stets 

a  =  1 

wählen  und  die  in  K{^m,  {;)  ganze  Zahl  i».*  mit  dem  positiven,  bez. 
negativen  Vorzeichen  versehen,  falls 

±  ft*  =  1  genau  nach  V   oder  rl*,  resp.  !• 

ausfallt.  Wir  haben  hier  nur  in  diesem  Falle  die  erwähnte  Ver- 
abredung über  cc  gemacht,  weil  in  der  vorliegenden  Arbeit  nur 
dieser  Fall  in  Betracht  kommen  wird. 

Es  soll  dann  das  betreffende  Symbol  ]]^[[>  wo- 
bei tD  gleich  I   oder  rl,  resp.  I  ist,  durch  die  Gleichung 


{{1}}=^='.»" 


er  f,  oder  g' 


definiert  werden. 

Wir  haben  im  ersten  Teile  vorliegender  Arbeit  für   das   in 

demselben  in  §  4  eingeführte  Symbol  |-l  für  die  Hauptprimideale 

&>  des  quadratischen  Zahlkörpers   K{^)   die  Rechnungsregeln  an- 
gegeben. 

Es  ist  klar,  dass  die  entsprechenden  Kechnungsregeln  auf  das 

hier  von  uns  eingeführte  Symbol  ]]-[[   für  die  Primideale  to  des 

biquadratischen  Zahlkörpers  ^(V^,  C)  angewandt  werden  sollen. 


'^< 


»jbv5*j:<^^:'^.»*.»- 


298 

Diese  Redmungsregeln  wollen  wir  hier  kurz  angeben: 

1)  sind  zwei  ganze  Zahlen  fi,  ^  in  JSr(Vm,  {;)  einander  con- 
gruent  nach  dem  Primideal  q,  so  wird 


M = e 


sein; 


2)  haben  wir  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  f»,  ^  in   K^^i), 
so  ist  für  das  Primideal  tp  von  K{\]m^  £),  wobei 


oder 
resp. 
sein  mag,  stets 


to  =  q, 
tp  =  I,  oder  rl, 


to  =  I 


m\ '  mm 


3)  ist  ft  die  dritte  Potenz  einer  in  K{^^  ()  ganzen  Zahl  fi', 
so  wird 

4)  ist  a  ein  beliebiges  Ideal  von  £(^,  ()>  so  wird  für  eine 
beliebige  in  K\[m,i)  ganze  Zahl  fi  das  Symbol  ]{-[[  darch  die 
Gleichung : 

definirt,  worin  to^,  Xo„  . .  .^  \0t  die  Primidealfactoren  des  Ideals 

a  =  tOj .  )o,  • . .,  to« 
bedeaten. 

Nun  wollen  wir  den  Zerlegnngssatz  für  die  Primideale  des 
bi^nadratischen  2iahlkörpers  K(^f  Q  aassprechen : 

Ein  beliebiges  Primideal  to  des  biqnadrati- 
schen  Zahlkörpers  K(^fn,0,  wobei  tD  gleich  q,  anch  I 
oder  rtf  resp.  I  sein  mag,  wird  in  dem  ZahlkSrper 
zwölften  Grades  K{^m^ijd')  entweder  gleich  der  drit- 
ten Potenz  eines  Primideals,  oder  zerlegbar  in 
drei  von  einander  verschiedene  relativ  conjo- 
girte  Primideale,  oder  selbst  ein  Primideal,  je 
nachdem 


r 
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|M  =  0,   oder  1,   oderC,  C* 


ausfallt. 

Wir  haben  in  dem  biqnadratischen  Zahlkorper  K(^j  g)  acht 
Typen  der  Frimideale  to  unterschieden.  Da  nun  der  angeführte 
Satz  mit  seinen  drei  Unterfallen  für  ein  beliebiges  Primideal  kD 
von  £'(0n,  t)  gilt,  so  haben  wir  infolge  dessen  bei  der  Zerlegnng 
der  Frimideale  des  biquadratischen  Zahlkörpers  K{^j  C)  in  dem 
Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\Jm,t,^)  im  Ganzen  24  Fälle  zu 
unterscheiden. 

Wir  werden  der  Uebersichtlichkeit  halber  die  in  Rede  ste- 
henden 24  Fälle  in  der  folgenden  Tabelle  znsammenstellen ,  in 
welcher  wir  mit  q,  resp.  lo  die  Primideale  von  K{S[m^^  der  Grup- 
pen I(a),  I(b),  I(c),  n(a),  n(b),  n(c),  resp.  in(a),  in(b)  und  mit  $ß, 
resp.  S  die  in  den  Primidealen  q,  resp.  in  dem  Primideal  I  oder  rl 
der  Gruppe  in(a),  oder  in  dem  Hauptprimideal  I  der  Gruppe  in(b) 
von  K{\{m,l^  aufgehenden  Primideale  des  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  K{sfm,  t,  ^)  bezeichnen  wollen.  Wir  erhalten  dann  die 
folgende  Tabelle: 


,.■/:! 


*i 


Der  biqnadratische 
ZaUkSrper  K(<fii,  t) 

Der  ZsUkSrper  zwölften  Grade. 
X(\S,C») 

I 
p  =  l 
(mod  8) 

I(a) 
(P)  =  p.tp-rp.trp 

I(«») 

1 

=  0 

,_¥■ 

I(ab) 

=  1 

q  =  ^•ä*'^ 

I(ae) 

4 

=  {,{* 

q  =  * 

I(b) 

W  =  f-tp 

I(ba) 

q 

=  0 

q  =  *' 

I(bb) 

£ 

q 

=  l 

q  =  ¥-#-"^ 

I(be) 

q 

=  {,£• 

,  =  $ 

I(ea) 

? 

=  0 

q  =  r 

I(cb) 

c 
q 

=  1 

q  =  ?.»¥..■? 

I(ee) 

q 

=  8>£" 

q  =  ¥ 

n(aa) 

q 

=  0 

q  =  r 

n(.b) 

q 

-  1 

q  =  V-<9-^ 

ll(ac) 

c 
q 

=  t£' 

q  =  ¥ 

n{ba) 

q 

=  0 

q  =  *' 

ps-1 
(mod  8) 

(p)  =  p.ftl 

U(bb) 

c 
q 

=  1 

,  =  ?..¥.s« 

II(bc) 

q 

=  tf 

q  =  ¥ 

U(o) 
(P)  -  V 

n(ca) 

q 

=  0 

,  =  ¥■ 

U(cb) 

£ 

q 

=  1 

q  -  $.»¥.!"! 

n(ce) 

£ 

q 

=  f,f 

q  =  ? 

m 

I.  =  8 

m(a) 
(3)  =  P.rC 

ni(.a) 

=  0 

tu  =  S' 

in(ab) 

£ 

=  1 

n,  =  S.sS.sl! 

m(ac) 

=  {,{' 

B  =  S 

ni(ba) 

£ 

=  0 

10 -S> 

I(bb) 

£ 

=  1 

D  =  S.sS.jS 

l(bc) 

=  £,£■ 

»  =  8 

r 
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Wir  bemerken,  dass  die  Primideale  $  der  Gbnppen  I(aa)i  I(ba)i 
I(ca),  U(aa),  n(ba),  n(ca)  und  die  Primideale  S  der  Gruppen  (Illaa), 
in(ba)  ambige  Primideale  von  K  ( V^,  {^  9)  sind ,  weil  sie  bei  der 
Anwendung  der  Substitutionen  1,  8^  s'  ungeändert  bleiben  und 
nicht  in  K(^fn,  C)  liegen. 

Die  ambigen  Primideale  $  der  Gruppen  I(aa),  I(ba),  I(ca), 
II (aa),  n(ba),  II (ca)  haben  stets  die  Form: 

*  =  (q,  ^), 
wobei  9j    wie  früher,    eine  bestimmt   ausgewählte  Wurzel   der 
Gleichung 

rc«-^  =  0 

bedeutet  und  (f*)  die  Primideale  q  genau  mit  dem  zu  8   primen 
Exponenten  enthält. 

Die  Primideale  %  s^,  s^  der  Gruppen  I(ab),  I(bb),  I(cb), 
n(ab),  n(bb),  II (cb)  haben  stets  die  Werte: 

*  =  (q,  «•-«), 

s^  -  (q,  f^-a), 
5«ß  -  (q,  P^-a), 
wobei 

/*  s  «•  (mod  q), 
zugleich 

fi  4i  a'  (mod  q)* 

ist,  und  das  Hauptideal  (j»)  prim  zu  q  ausfällt. 

Das  ambige  Primideal  ß  der  Gruppe  III  (aa),  resp.  III  (ba)  be- 
sitzt die  Gestalt 

fi  =  (»,  n 

oder  genügt  der  Relation 

S"  =  (W,  a-^), 

je  nachdem  Qi*)  den  Primidealfactor  I  oder  rl,  resp.  I  mit  dem  zu 
3  primen  Exponenten  enthält,  oder 

ft*  =  «•  genau  nach  V  oder  rl",   resp.  T 

ausfallt,   worin  die  ganze  rationale  Zahl  u  höchstens  gleich   1 
oder  2  sein  kann. 

Was  nun  die  Primideale  ß,  «ß,  s»ß  der  Gruppe  in(ab),  resp. 
in(bb)  angeht,  so  wird  to  gleich  dem  Producte  dieser  drei  Prim- 
ideale, falls  in  der  Congruenz 

fi*  5  o'+yA*  nach  I*  oder  rl*,  resp.  I* 

die  ganze  rationale  Zahl  a  gleich  0  ist,  also 

fL*  =  a'  mindestens  nach  l^  oder  rVf  resp.  l* 
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ausfällt.    Wir  können  stets  eine  in  K{\Jm)  ganze  ZaM  ^  finden^ 
dass 

fi*  s  a'+y*A*  nach  I*  oder  rP,  resp.  I* 
wird.    Ist  hierin  y*  nicht  darch  3  teilbar,  so  setzen  wir 

Ist  dagegen  y*  durch  3  teilbar,  so  setzen  wir 

^**  =  (1-AOft*. 
Es  wird  dann 

sein;   es  gilt  die  folgende  Zerlegung: 
wobei  die  Primideale  £,  ^S,  «'S  die  Werte: 


besitzen  und  %**  eine   bestimmt  ausgewählte   dritte  Wurzel  aus 
f***  bedeutet. 

Ist  in  der  Congruenz 

ft*  =  a'+yA'  nach  I*  oder  rl*,  resp.  I* 
die  ganze  rationale  Zahl  a  gleich  1  oder  2,   so  muss   das  Symbol 


M} = 


e  oder  g« 


ausfallen;  das  Primideal  l  oder  rl,  resp.  I  bleibt  in  dem  Zahl- 
korper  zwölften  Grades  K  {}[m,  f,  %)  unzerlegbar. 

Der  angeführte  Zerlegungssatz  gilt  für  einen  beliebigen  Zahl- 
körper zwölften  Grades  K{^m,  f,  9). 

Wir  wollen  hier  aber  die  Zerlegung  der  Primideale  des  bi- 
quadratischen Zahlkörpers  K{\]m,  f),  resp.  Z^(V— m„Ö  nur  in  dem 
Galois^schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K(^,  C,  ^),  resp. 
K(^--m^f  C,  d'^)  untersuchen. 

Indem  wir  die  Bedingungen 

resp. 

Ml  =  'Ml,    Mi^Mi  =  *J 

berücksichtigen,  kqnnen  wir  aus  den  Werten  des  Symbols  ]j^[[» 
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resp.  IpII  für  das  Primideal  to  irgend  einer  Gruppe  des  biqua- 
dratischen Zahlkörpers  K{\fm,  £),  resp.  K{\pm^,  0  auch  die  Werte 
des  Symbols  für  die  zu  to  conjugirten  Primideale  fto,  rto,  trXo  fin- 
den, falls  Xo  bei  der  Anwendung  aller  oder  irgend  welcher  der 
drei  Substitutionen  t^  r,  tr  sich  ändert,  indem  wir  die  Eigenschaft 
benutzen,  dass  für  ein  jedes  Primideal  to  das  Symbol 


resp. 


ausfSUt,  weil 


resp. 


fftffi  SS  firf»  SS  d\ 


1, 


also  gleich  der  dritten  Potenz  der  ganzen  rationalen  Zahl  d,  resp. 
i^  ist. 

Ausserdem  wissen  wir,  dass  (fi),  resp.  (fi|)  die  Primideale  p, 
/J),  r|),  /r})  der  Gruppe  I(a),  die  Primideale  p,  fp  der  Gruppe  II(b), 
resp.  die  Primideale  p,  /)),  rp,  ^rp  der  Gruppe  I(a),  die  Primideale 
}),  rj)  der  Gruppe  Ufa),  die  Primideale  I,  r\  der  Gruppe  in(a)  von 
K{\Jm^  £),  resp.  K^SJ—m^^  £)  mit  den  zu  3  primen  Exponenten  gleich- 
zeitig enthalten  darf.  Infolgedessen  schliessen  wir,  dass,  falls  für 
irgend  ein  Primideal   Xo   der  angeführten  Gruppen   das   hier  von 

uns  eingeführte  Symbol  ]]-[[»   resp.  ]]--[[  gleich   0  ausfällt,   so 

wird  es  ebenfalls  den  Wert  0  auch  für  die  zu  dem  betreffenden 
Primideal  tu  conjugirten  Primideale  tVo^  rtu,  trVo  derselben  Gruppe 
besitzen. 

Kennen  wir  die  Zerlegung  des  einen  Primideals  Mo  irgend  ei- 
ner Gruppe  von  K{\jfn^  g),  resp.  K{\j—m^^  g),  so  können  wir  sofort 
die  Zerlegung  der  zu  demselben  conjugirten  Primideale  txo^  rto, 
trw  finden,  indem  wir  auf  den  Ausdruck  für  to  die  entsprechen- 
den Substitutionen  der  Gruppe  1,  ^^  r,  tr  anwenden. 

Es  ist  klar,  dass  in  dem  Galois'schen  Zahlkorper  zwölften 
Grades  K{\lm,i,ff),  resp.  K{\Pm^,l^^  die  Fälle  I(ba),  I(ca), 
n(aa),  n(ca),   so  wie  die  Fälle  in(aa),  in(ba),  in  denen 

ausfallt,  resp.  die  Fälle  I(ba),  I(ca),  11  (ba),  11  (ca)  und  der  Fall 
Ill(ba),  in  welchem 


^'p  ■ 


t . . 


'  '^'"^* 
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ist,  nicht  auftreten  können,  weil  (fi),  resp.  (fi^)  die  Primideale  der 
Gruppen  I(b),  I(c),  n(a),  n(c),  m(a),  in(b)  von  K(^m,  £),  resp. 
I(b),  I(c),  n(b),  n(c),  Illb)  von  K{\f^,,t)  genau  mit  den  zu  3 
primen  Exponenten  nicht  als  Factoren  enthalten  darf. 

Wir  beginnen  mit  der  Untersuchung  der  Zerlegung  der  Prim- 
ideale des  biquadratischen  Zahlkörpers  K{^mjJ!^  im  Galois'schen 
Zahlkörper  zwölften  Grades  K{^m,  i,  d).  Es  ist  dabei  zu  beach- 
ten, dass 

also 

sind. 


ie  Primideale  der  Gruppe  I(a)  des  Oalois'schen  Zahlkörpers 

zwölften  Qrades  K{\fnx,%,%). 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(aa). 

Zu  den  Primidealen  q  von  K{^mj^  der  Gruppe  I(aa)  gehö- 
ren diejenigen  Primideale 

q  =  p  =  ( jr,  p,  a'+s/m), 
q  =tp  =  {tn,p,a'+\fm), 
q  =r})  =  (ar,p,  a'-V/m), 
q  '=  trp  =  (^«, jP,  a'— ^) 

der  Gruppe  I(a)  von  £(0n,  Q,   welche  in  (fji)  genau  mit  den  2a  3 
primen  Exponenten  aufgehen.    Es  hat  dann  folgende  Zerlegung: 

tp  =  m 

rp  =  r^\ 
trp  =  <r$» 


statt,  worin 


*  =  iP, »), 
<?  =  (tp,  |), 

tf^  =  (trp,  9) 


sind. 
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Beispiele. 

1)  m  =  2, 

(P)  =  (7)  =  (-l-3&  7, 3+ V^)  (-1-3?«,  7,3  +  V§)(-l-3e,7,8-V2) 

(-l-3i:»,  7, 3-V^)  =  p.tp.rp.trp, 

M  =  7(1+V=:6),  0*)  =  (H.Vr6)«(l-V/=6),    d  =  7, 

P  =  (P, »)', 

tp  =  {^.  l)', 

rp  =  (rp,  l)\ 

trp  =  (irp,  *)». 

2)  »  =  -14, 

(p)  =  (13)  =  (-l+3i:,^,6+V/=n)(-l+3g»,  13j^6+V=4i)(-l+3g, 

13, 5- V-14)  (-l+3f»,  13,5-^-14)  =  p.tp.rp.trp, 

f»  =  3.13(9+VS),  (/»)  =  (13,4+V42)(13,4-V/^)'(3,V^)»,  *  =  39, 
P  =  (P, »)', 

trp  =  (<r<j,d)». 

3)  m  =  —5, 

0»)  =  (7)  =  (-l-3C,7,3+V=B)(-l-3{*,7,3+v/=B)(-l-3{,7,3-vC5) 

(-l-3g»,7,3-\/=B)  =  p'tp-rp-trp, 

f»  =  3.7(6+^15),   (/»)  =  (7,l+V/iB)(7,l-Vi5)*(3,^)»,    d  =  21, 
P  =  (*>.  *)', 

<P  =  (tP'T)'' 
^  -  {<l 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(ab). 

Zu  den  Primidealen  q  von  K{\[m^^  der  Gruppe  I(ab)  gehö- 
ren diejenigen  Primideale 

q  =  ^)     =  ( Jr,  i),  a'+\^), 

q  =  »-p   =  (^«»  Pi  a'-Vw), 
q  =  fr^)  =  (tr%,p,Q!—\lm) 

der  Gruppe  I  (a)  von  K{)lm^  £),  in  Bezug  auf  welche  fi  ein  cubi- 

20 
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scher  Rest  ist.    Diese  Frimideale  q  werden  folgendennassen  zer- 
legt: 

p  =     ^.   ä^.    s^, 

tp  —    t^.  ts^.   ts^, 

rp  =  rSß.rs^.  rt^, 
trp  =  it^.trs^.trs^, 


worin 


sind  und 


ausfallt. 


^  =  ip,»-a), 

8^  =  (p,i»-tt), 

«•*  =  (p,  «•*-«), 

ts*^  =  (tp,t^-ta), 
♦•*  =  (rp,  l  -r«), 

«•?  =  (rp,r|-r«), 
<r$  a=  {trp,  9-ira\ 
tr^  =  (trpX»-tra), 
trs^  =  {trp,i»-iru) 

ft  =  o*  (mod  p),  n^a*  (med  p*) 


Beispiele. 
1)  m  =  -1315,  

d»)  =  (7)  =  (-l-3e,  7,6+VPi3l5)(-l-36',  7, 6+ V=13i5X-l-8{; 

7, 6-vrai5)(-l-3£*,  7, 6-\/-1315)  =  p.tp.rp.irp, 
ft  =  189-|-3V59ä5,    «J  =  6,    a  =  -V^, 
p  =  ip,»+\ß9^)ip,l»+\ßÖ4E)ip,V»+^3§4&), 

tp  =  (<p,|-V3m)(<p,r|-V39i6)(<t),5|-V/39^), 

»•1'  =  (rp,l-\jdm)irp,tl-\Jms)irpxl-)ßm), 

trp  =  («r<j,4N-V'39^)(<»'PiC*^V39iB)(<r^,C*+V39S). 
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2)  m  =  16089, 
(p)  =  (13)  =  (-l-|-3e,13,3+Vi6Ö89)  (-1+3^,13,8+^15089)  (-1+36, 

13,3-ViBÖ89)(-l+3r,13,3-VlBÖ89)  =  p.tp.rp.irp, 
,  =  361+3^267  ^    ^^g^^    „  =  _2V=^267, 


p  =  (|),d+2V-4B267)  (p,g*+2V-45267)  (p,6'«+2  V=i6267), 

'<>  =  (<}),^-2\/=i5267)(<p,r^-2V=45267)(<p,g^-2v/==i5267)^ 

f  =  (»•»),^-2V=i6267)(rp,g^-2\/^^^267)(r|,,e'^-2V/=46267), 
/rp  =  (trp,»+2\/-^tö2Q7){trp,  ^»+2\f^^){trp,  C8-+2V-45267). 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(ac). 

Der  Fall  I(ac)  bezieht  sich  auf  diejenigen  Primideale 

q  =  p  =  (« ,  p,  af+^m), 
q  =:  tp  =  {tn,  p,  a'+y/w), 
q  =  rp  =  i«,p,  a'-Sfm), 
q  s=  ^  =:  (to,  p,  a'—Sjm) 

der  Gruppe  I(a)  von  K{^m,Q,  in  Bezng  aof  welche  n  ein  cubi- 
scher  Nichtrest  ist.  Diese  Primideale  q  bleiben  in  dem  Galois'- 
scben  Zahlkorper  zwölften  Grades  K^^tn,  C,  9)  unzerlegbar.  Es 
bestehen  gleichzeitig  folgende  Relationen  zwischen  den  Symbolen 

Ij-ll  und  \\—\\  für  diese  Primideale: 

Ml = '  °^  "•  {Uli = «^  °*-  '■ 

Diese  Belationen  müssen  stets  gleichzeitig  erfüllt  werden. 

Beispiele. 
1)  »  =  -35, 

(p)  =  (13)  =  (-l+Sf,  13^^=35)  (-1+36*,  IM+V^  (-1+36, 

13, 2- V-35)  (-1+r,  13, 2- V-36)  =  p.tp.rp.trp, 
(»  =  27+3ViÖ5,    d  =  -6, 

20* 


1 
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M  -  ^  Ml = ^• 

2)  m  =  -59, 
(p)  =  (7)  =  (-  1-3S,  7,2+vP69)  i-l-dt*,  7,2+\P59)  (-1-3C, 

7,2-V^^)(-l-36',7,2-V-59)  =  ^ .  <}j .  rj) .  frp, 


M = ^-  MI = «•• 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(b)  des  GaLois'schen  Zahlkör- 
pers zwölften  Grades  Kis/mjtjd). 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(bb). 

Za  den  Primidealen  q  der  Gruppe  I(bb)  gehören  diejenigen 
Primideale 

q  =  p  =  («), 
q  =  ^^}  =  (tjc) 

der  Gruppe  I(b)  von  K{\fm,  g) ,   in  Bezug  auf  welche  f»  eiu  cubi- 
scher  Best  ist.  Diese  Primideale  q  werden  f olgendermassen  zerl^ : 

p  =  5ß. «?.«•$, 
tp  «  ti^.ts^.t^, 


wobei 


sind  und 
ausfallt. 


fi  s  a'  (mod  ))),  fi  ^  a'  (mod  )f) 
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Beispiele. 
1)  m  =  -23, 
(P)=  (7)  =  (-1-3Ö(-1-3J«)  =  p.tp, 


_  27+3  V69 


,    *  =  3,    «  =1  2-3V/§9, 


2  _  _ 

p  =  (<),*-2+3V69)(p,g*-2+3V69)(|>,f»*-2+3V69), 

tp  =  (<p,|-2-3\/69)(«tJ,g«|-2-3V§9)(<^),{|-2-3V69). 

2)  m  s  -35, 
(p)=  (19)  =_^-3Ö(2-3S«)  =  t)Jt>, 
^  :«:  27+3V10B,    d  =  -6,    a  =  -2+^105, 

<,  =  {p,»+2-'^m)ip,t»+2-sjm)ip,v»+2-\ßm), 

tp  =  («P.  - 1  +2+ Viö5)  {tp,  - 1*|  +2+ Viö5)  itp,-t  I  +2+ ViöB). 

Was  nun  den  Fall  I(b,c)  angeht,   so  sehen  wir,   dass  es  für 

die  Frimideale 

q  =  p  =  («), 

q  =  tp=  (te) 

der  Grnppe  I(b)  von  K{^,Q  nicht  auftreten  kann. 

In  der  That  hatte  sich  dieser  Fall  nnr  anf  diejenigen  Prim- 
ideale  p,tp  der  Gmppe  I(b)  von  K(^,C)  beziehen  können,  in 
Bezog  auf  welche  (i  ein  cabischer  Nichtrest  sein  wnrde.  Dann 
miissten  aber  die  folgenden  Relationen  zwischen  den  Symbolen 


]— "  and  ]]—[[>  nämlich  die  Relationen: 


ejj  =  l  oder  e,    jjljj  -  P  oder  {, 
*j|  =  {  Ode.  {.,    j(|jj  =  :'«Urt 

gleichzeitig  bestehen«    Das  Primideal  p,  resp.  tp  bleibt  ongeändert 
bei  der  Anwendang  der  Substitution  r  und  es  ist  ausserdem 

tik  =  rfi. 
Ans  der  Grleichnng 

^(1  =  Coder  V 


folgti  dass  stets 


!|!|  =  C  oder  C« 
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and 

III  =  f  od«  { 

ausfallen,  was  aber  den  oben  angeführten  Relationen  widerspricht. 

Die  Primideale  der  Gruppe  ICO  des  Qalois'schen  Zahlkör- 

pers  zwölften  Ghrades  K  {\fm,  g,  %). 

Die  Primideale  der  Grruppe  I(cb). 

Za  den  Primidealen  q    der  Gruppe  I(cb)  gehören  diejenigen 
Primideale 

q  =  p  =  (jr,  p,  \/m), 

q  =tlp  =  (te,  p,  \{m) 

der  Gruppe  I(c)  von  Jr(Vwt,  S)i   ^  Bezug  auf  welche  fk  ein  cubi- 
scher  Rest  ist;  es  wird  dabei  gleichzeitig 

ft  =  «•  (mod  p),    f*  $  «•  (mod  p% 
Im    Falle    des    Galois'schen   Zahlkörpers     zwölften    Grades 
K{^,  i,  d)  ist  ^  stets  von  der  Form 

wobei 

^t^  =r  ^r(i  =  a*+36'm  =  8^ 

wird,   und  a,  b  bekanntlich  gleichzeitig  ganze   rationale  Zahlen 

oder  gebrochene  rationale  Zahlen  mit  dem  Nenner  2  bedeuten. 

Sind  nun  a,  b  ganze  rationale  Zahlen,   so  folgt  aus  den  Glei- 
chungen 


m  =  1 


'flh 

und  aus  der  Congruenz 

a*+36*m  =  a*  (mod  w), 
also  auch  (mod  p^-tp^),  dass  stets 


tp 


\tp\ 


=  1, 


d.h. 


a 


a 


ist,  und  infolge  dessen 


^f    =1 


li"  =  ^ 
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aosfällt.    Es  ist  ausserdem 

fi  =  a+b  V— 3m  =  a  (mod  V^), 
also  auch  nach  p.tp.    Daher  wird  hier  die  Gleichung 

bestehen. 

Daraas  schliessen  wir,  dass,  falls  a,  b  ganze  rationale  Zahlen 
sind,  die  in  Ar(0n,  ()  ganze  Zahl  (i  stets  ein  cnbischer  Best  in 
Bezng  auf  die  Primideale  p,  tp  der  Gruppe  I  (c)  von  K{\Jmj  Q  ist. 

Dasselbe  Resultat  bekommen  ¥rir,  wenn  wir  für  a,  b  gebro- 
chene rationale  Zahlen,  also  a,  b  von  der  Form 

und  infolge  dessen  die  in  K{\fm^  C)  ganze  Zahl  {i  von  der  Form 

fi  =  a  +  by—om  =  ^ 

wählen,  wobei  natürlich 

m  =  1  (mod  4) 

ausfallt,    und  a\  V   ganze   rationale  ungerade   Zahlen   bedeuten. 
Aus  den  Gleichungen 

folgt,  dass  sich  eine  ganze  rationale  Zahl  a^  finden  lässt,  welche 
der  Congruenz 

1 =  a\  (mod  m), 

also  auch  (mod  p^^tp^,  und  der  Congruenz 

a'*-4aj  =  0  (mod  m), 
also  auch  (mod  )}' .  /p')  genügt.    Infolge  dessen  wird  die  ganze  ra- 
tionale Zahl  Aa\  ein  quadratischer  Rest  nach  m  sein.    In  der  That 
finden  wir,  dass  hier  das  Legendre'sche  Symbol 

© = m  -  ©■  -  ^ 

ist;  daher  mnss  das  Legendre'sche  Symbol 

1 


(S)  = 


ausfallen.  Die  ganze  rationale  Zahl  a^  ist  stets  ein  quadratischer 
Kest  nach  m;  wir  können  stets  eine  ganze  rationale  Zahl  a'  fin- 
den, dass 

ttj  =  a"  (mod  m) 
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wird.    Hieraus  folgt  aber  die  Congraenz 

a'*  =  4a'*  (mod  m), 
alfio  aach  (mod  (>*•'))')•    Es  wird  dann  stets 

a'  =  2tt*  (mod  m), 

also  auch  nach  p .  tp  ausfallen.    Infolge  dessen  mnss  die  Congmenz 

a'+6V— Sfft         ,  ,      ,  ,/—\ 
^  =    —^---a =  «    (mod  v»»). 

also  aach  (mod  p.tp)   bestehen.    In  diesem  Falle  ist  ft  ein  cabi- 
<"^her  Rest  nach  p  nnd  zugleich  anch  nach  tp.    Daher  wird 

isfaJlen. 

Wir  sehen,    dass   in  Bezog  anf  die  Primideale 
(t?  der  Grnppe  I(c)  von  Ä(\/m,6)  die  in  K{\[m,i)  ganze 
abl  y,  stets  ein  cabischer  Rest   ist.     Die  ganze 
itionale  Zahl  a  ist  ans  der  Congmenz 
a  =  ä^  (mod  m), 

8p. 

2a  =  2a'  (mod  m) 
i  finden,    falls  in   dem  Aosdracke   für   fi  die  ratio- 
ilen  Zahlen  a,  h   ganze,    resp.  gebrochene  rationale 
a  h  1  e  n  sind. 

Ist  (6)  zn  q  prim,  so  genügt  diese  Zahl  a  der  Bedingung 

f»  *  «'  (mod  q*). 

t  aber  (6)  dnrch  q  teilbar,  so  braachen  wir  nnr  anstatt  a  die  in 

"(^— 3m)  ganze  Zahl  a+V— 3n»   (welche  wir  auch  mit  dem  Bnch- 

aben  a  bezeichnen  wollen)  zo  wählen. 

Die  Primideale  p,tp,  der  Gruppe  I(c)  von  E{\Jm,t^   werden 
Igendermassen  zerlegt: 

p  =  %.S%.8^, 
tp   =   ^.tS%.t8'^, 

»bei  ¥  =  (p,  *-«), 

#  =  (p,  0-a), 

«•¥  =  (tJ,  e'*-4 

m  =  ((p.l-«)' 
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Beispiele. 

1)  «»  ==  18, 

(P)  =  aS)  =  (-l+3t,  18,  Vl3)»  (-1+8C*,  13,  Vl3)*  =  P'.tp', 
/»  =  5+VP39,  *  =.  4,  «  =  -2, 
p  =  (p,»+2)ip,t»+2)ip,V»+2), 

ip  =  itp,^+2)(tp,t*^  +  2)itp,t^  +  2). 

2)  m  =  -19, 

(p)  =  (19)  =  (2-3S,  19,  V=i9)»  (2-3C»,  19,  V=19)»  -=  p\tp*, 

ft  =  —^f  *  =  -2,   a  =  -4, 

p  =  (^e-44)(p,ed+4)(t>,{»*+4), 

«t»  =  (<P,  - 1  +4)  (<!»,  -g'l  44)  (tp,  -t  I  +4). 

3)  m  =  -19, 

ip)  =  (19)  =.  (2-3g,  19,  vn[9)» (2-35«.  19,  V/=19)»  =  P*'tp\ 
H  =  27+3V^,    *  =  6,    a  =  2, 
p  =  (p,  »-2)  (p,  Ca-2)  (p,  6»d-2), 

4)  m  =  -81, 

(p)  =  (31)  =_(5+6S,31,V=3i)»(5+6{«,31,V^=^)*  =  P*-tp*, 

29+3V93      -        ,  . 

H  =  2 ,    *  =  1,     «  =  -1, 

p  =  (p,*+l)(t),C^l)(p,g»d+l), 

«n  =  (<p4+i)(<p,e*^+i)(<p,4+^^' 

5)  m  =  -35, 

(P)  =  (7)  ^_(-l-8g,  7,  V=35)«  (-1-3C«,  7,  \/=35)»  =  |)«.<p«, 
ft  =  22+2V105,    *  =  4,    a  =  1, 

1»  =  (p,  *-l)  (p,  ca-1)  (^»,  e»*-i), 

«l>  =  (1',|-l)(<t'.«*|-l)(<P,6|-^)- 

6)  m  «  -86, 

(p)  =  (7)  =  (-1-8:,  7,  v=35)«  (-1-36»,  7,  vPsB)«  =  p:tp\ 

H  =  27+3V/i05,    *  =  -6,    «  =  -2, 
»)  =  (1»,  *+2)  ip,  t»+2)  ip,  V» + 2), 
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7)  m  =  -43, 

(P)  -  (43)  =  (_7-65,43,V=i3)»(-7-6C»,43,V=S)»  =  pKtp*, 
(i  =  35+3^129,    *  =  4,    «  =  -2, 
p  =  ip,»+2)(p,t»+2)iP,t*»+2), 

fp  =»  (tp,  I  +2)  (tp,  e»  i  +2)  (tp,  fi  +2). 

8)  m  »  -67, 

(P)  =  (67)  -=  (-7-9f,  67,  VP67)»  (-7-9g«,  67,  \/=67)»  =  p*.tp*, 
H  =  B3+3V^Öi,    *  =  10,    a  =  12, 
J)  =  (p,  *-12)  (p,  6^-12)  (p,  5»^12), 

tp  =  (<t>,y-12)(<p,e«^-12)(<p,5^-12). 

9)  m  =  -163, 

(j))  =  (163)  =  (14f  3e,  163,  V=l63)»  (14+3g»,  163,  V^^=163)»  = 

p* .  tp\ 
;*  =  135+3  ViSg,    d  =  24,    «  =  26, 
p  =  ip,  *-26)  (p,  e*-26)  (p,  e»*-26), 

94  94  94 

/<,  =  (tp,^-26)itp,t'~26)(,tp,t~26). 

10)  m  =  -26, 

ip)  =  (18)  =  (-l+3g,  13,  V^»(-l+36«,  18, \/=26)«  =  p'.tp*, 
^  =  27+3V/78,    *  =  3,    «  =  1, 
p  =  (p, »- 1)  (p,  td- 1)  (p,  V»- 1), 

<»>  =  (tp,l-mp,t'l-i)(tp,tl-n 

11)  m  =  -38, 

(p)  =  (19)  =  (2-3g,19,v/=38)»(2-3t«,19,\P38)»  =  ^»«.<t>», 
f»  =  64f6Vll4,    d  =  -2,    «  =  4, 
t>  =  (p,*-4)(^{;»-4)(t),5»d-4), 

tp  =  (<»),-|-4)(q),-C»|-4)(<1),-4-4). 

12)  m  =  79, 

(p)  =  (79)  =  (-10-3t,79,V/79)»(-10-3C»,79,V/?9)»»=|>»V, 
/t  =  8+3  V^^237,    d  =  13,    «  =  2, 
p  =  (p,  *-2)  (p,  {♦-2)  (p,  e»d-2), 
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tp  =  (%~l)(<»»,«'^-2)(<^.{^-2). 

13)  m  =  -109,  

(p)  =  (109)  =  (-7-12j,109,  V=iÖ9)»(-7-12r,  109,  V^TlÖg)  = 

P*'  tp\ 

H  =  54-1-3  \/327,    *  =  -8,    a  =  -18, 

p  =  ip,  *-i-i8)  (t>,  e*+i8)  (p,  r*+i8), 

tp  =  (<P-|+18)(«lJ,-e'|+18)(<^J,5-|-t-18). 

Der  I(cc)  darf  im  Galois'schen  Süahlkörper  zwölften  Grades 

K{\/m,  S,  9)  far  die  Primideale 

q  »  p  =  («,  p,  v^, 

der  Gruppe  I  (c)  von  K  \Jm,  g)  überhaupt  nicht  auftreten ,  wie  es 
ans  der  angeführten  üeberlegnng  folgt. 

Die  Primideale  der  Gruppe  nca)  des  Qalois'schen  Zahl- 

körpers  zwölften  Qrades  K(sfk,  t, »). 

Die  Primideale  der  Gruppe  n(ab). 

Zu  den  Primidealen  q  der  Gruppe  11  (ab)  gehSren  diejenigen 
Primideale 

q  =    p  ==  (p,a'+\fin), 
q  =  rp  =  (p,  a'-  \Jm) 

der  Ghmppe  11  (a)  von  JSr(Vm,  {),  in  Bezug  auf  welche  ft  ein  cu- 
bischer  Rest  ist.    Es  findet  folgende  Zerlegung: 

p  =  $s. $.«*$, 
rp  =  r^.rs^.ra'^ 


statt,  worin 


^  =  iP,  »-a), 
s^  =  (p,  t»-a), 
^  =  (p,  ^»-a), 

rs^  =  (rp,  e  i-ral 
rs^  =  (rl),«*|-ra) 


toA 


atufallen. 
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f(  SS  K*  (mod  p),  f(  ^  «*  (mod  t»*) 


Beispiele. 
1)  m  =  -679, 

(p)  =  (5)  =  (6,l+vP679)(6,l-\^::679)  =  p.rp, 

135+3  V2037     ,  „  o./ö?^qs 

f(  =  -Q^ ,    d  =  —3,    tt  =3  — 2v2037, 


p  =  (^>,  *+2  V2037)  (p,  t»+2  \/2Ö37)  (p,  {»^+2  ^203^, 
rp  ^(rp,-^-2  \im7)  (rp,-t  | -2  V^^37)  (rjj,-5«| - 2  V^Ö37). 

2)  «1  =  -3299, 

(p)  =  (11)  =  (11, 1+  \/=3299)  (11, 1-  V/=3299)  =  p.»1), 
^  ^  297+3^V9W     ,^_ß^    „  =  3V9897, 

p  =  (p,  »-3  V9897)  (p,  t»-S  V9897)  (p,  f«d-3  V§897), 
rp  =  (r<),-|+3V9897)(r|,,-t|  +  3V/9897)(rp,-t»|+3V§897). 

Die  Primideale  der  Grappe  n(ac). 

Der  Fall  II  (a  c)  tritt  auf  für  solche  Frimideale 

q  =  p  =  (p,  o'+  V»»), 
<\  =  rp  =  {p,a'-\/m) 

der  Grappe  II  (a)  von  K(^,Q  in  Bezug  auf  welche  ft  ein  co- 
bischer  Nichtrest  ist.  Diese  Primideale  q  bleiben  unzerlegbar  im 
Galois' sehen  Zahlkörper  zwölften  Grades  Kiyfm,  l,  d).  Es  bestehen 
dann  gleichzeitig  folgende  Beziehnngen  zwischen  den  Symbolen 


11  -  Iffll^ 


{je}}  =  C  od»  {.,  {||}}  -  :•  «der  t 


1)  m  =  -23, 


Beispiele. 
1+  V=23\L  1-VF88\  _ 


„) .  «  .  (2,l±|Hl)(,,i=ei)  =  ,.,,, 
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27+3  V§9 
ft  =  2 ,    0  ss=  a, 

8)  m  =  -31, 

(P)  =  (5)  =  (6, 2+ V=8l)  (5, 2- VTIBI)  =  p.rp, 
^        27+3  V93 

M  -  '•■  IM = ^ 

Die  Primideale  der  Grappe  ncb)  des  Oalois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Qrades  K(S/m,  C,  d). 

Die  Primideale  der  Gruppe  11  (ba). 

Zn  den  Primidealen  q  der  Grappe  11  (ba)  gehören  diejenigen 
Primideale 

q  =  tp  =  {p,ar-\J-3fn) 

der  Grappe  11  (b)  von  K{^fn,0,  welche  in  (ji)  genaa  mit  den  za 
3  primen  Exponenten  aufgehen«  Sie  werden  folgendermassen 
zerlegt : 

tp  =  ^», 

worin 

ansfiallen. 

Beispiele. 

J)«(2).(2,l±^(2.1=^)  =  ,.^, 

,  =  17+3  V33.  (.)  -  (2.1i^*(2,lzVl),    ,  _  _2, 

/        2\« 

tp  mm  \tp,-^]  ' 


2)  1»  —  -19, 


Fä  c 

=  27+8\/57,    0.)  = 

(2,l:^^-(2,i 

^(B,V8?) 

•,    4  =  6 

p 

=  (P,  »)■, 

tf 

=('4r- 

8)  1» 

=  -48, 

W 

=  (2)-(2,^+f"^)(2,'-r) 

P-'P, 

c 

=  36+3\/lÖ9,    W 

=  (2,l±f?y(2 
«  =  4, 

1^)(, 

L+Vi29j' 

f 

=  *,»)'. 

tp 

^(''■r 

4)« 

=  -67, 

W 

(2)       (2,1+D(2,'-D  = 

P-'P, 

»• 

=  63+8V^l,   W  = 

^.,i«)(2, 

i-fi)V,n-«-, 

«  =  10, 

P 

=  (R  »)', 

'f 

=  ('^.VT 

5)«.= 

=  -22, 

W- 

.  (5)  -  (6,H-V66)(6,l-\/66)  =  p-lp, 

P  = 

=  136+16^66,  W  = 

=  (6,l+\/66)(5,l- 

k®)'(3,V66)', 

»  =  1B, 

P  = 

=  (P,  »)', 

* 

=  (''■¥)•■ 

Die  Primideale  der  Groppe  II{bb). 

Za  den  Primidealeii  q  der  Grrnppe  II  (bb)  gebSren 
Primideale 


r 
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der  Gruppe  11  (b)  von  K{\lm^  f)  in  Bezng  auf  welche  ft  ein  cubi- 
scher  Best  ist;  es  wird  dabei 

fi  =  «•  (mod  |>),    fi  $  a'  (mod  |)'). 

Wir  haben  immer  betont  dass  die  in  K{^in,  t)  ganze  Zahl  ii 
im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K(^,t;,d) 
in  dem  quadratischen  Zahlkörper  Ä"(V— 3m)  enthalten  ist.  In  dem- 
selben quadratischen  Zahlkörper  iC(V— 3m)  befinden  sich  auch  die 
Primideale  p,  tp  der  Gruppe  n(b)  von  K{\/m,  g).  Die  in  K{\P3m) 
gebildete  Norm  dieser  Primideale  ist  gleich  p.  Wollen  wir  den 
Fermat'schen  Satz  im  quadratischen  Zahlkörper  Zr(V/— 3m)  zur  An- 
wendung bringen,  so  erhalten  wir,  dass  für  das  Primideal  p,  resp. 
ip  die  Congruenz 

ftP'^  s  1  nach  p,  resp.  tp 
bestehen  soll,   weil  im  Falle  11  (bb)  das  Hauptideal  Qi)  prim  zu  p, 
resp.  tp  angenommen  wird.     Die  in  dem  biquadratischen  Zahlkör- 
per K(^,ti^)  gebildete  Norm  des  Primideals   f),   resp.  tp  ist 

stets  gleich  p\    Nach  der  Definition  des  Symbols  ]]^[[  wird 

=  ;*  •    =  jiV«i*    ^  (mod^}), 


P 
resp. 


sein.    Da  nun  im  Falle  U(bb) 

p  s  — 1  (mod  3), 

also 

jp  +  1  s  0  (mod  3) 

P  +1 
sind,  so  wird  '^-k—    dine  ganze  rationale  Zahl  sein.     Indem  wir 

den  Fermat'schen   in  Jr(^— 3m)   zur  Anwendung  bringen,   fijiden 
wir,   dass  die  Gleichung 


^!I=l 


resp. 

11. 

bestehen  soll. 

In  Bezug  auf  alle  Primideale  p,  tp  der  Gruppe 
II(b)  von  K(S/w,0,  zu  denen  (^)  prim  ausfällt,  wird 
die  in  K{^Sm)  ganze  Zahl  f*  stets  ein  cubischer  Rest 
sein. 


-i — t  J  *  > 


rrxn«  -.    e:. 


=  j  ^    «,  j»   = 
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der  Gruppe  II(c)  von  K(}Jm^  ()  ist  fi  stets  ein  cabiscW  Rest,  falls 
das  Primideal  p  nicht  in  (2)  aufgeht. 

In  der  That  wissen  wir,    dass  die  in  K{\J—%m)  ganze  Zahl  ft 
die  Q-estalt 

^  SS  a+h^^m 

besitzen  soll,  wobei  a,  h  gleichzeitig  entweder  ganze  rationale  Zah- 
len oder  gebrochene  rationale  Zahlen  mit  dem  Nenner  2  bedeuten. 
Sind  nun  a,  h  ganze  rationale  Zahlen,  so  folgt  aus  der  Glei- 
chung 

m  - » 

und  aus  der  Congruenz 

lUfi  =  d^+Wm  5  a'  (mod  m), 
also  auch  (mod  p*),  dass 


M- 


ausfallen«    Nun  ist  aber 

^  =s  a+hSj-^m  s  a  (mod  w), 

also  auch  nach  p.    Infolge  dessen  wird  das  Symbol 

1 


M = 


ausfallen. 

Sind  aber  a,  h  gebrochene  rationale  Zahlen  von  der  Form 

^       2 '  2 ' 

wobei  a',  V  ganze  rationale  ungerade  Zahlen  bedeuten  und 

m  s  1  (mod  4) 

ist|  so  können  wir  zeigen,  dass  ebenfalls 


M  - 


ausfallt,   indem  wir  dieselbe  Ueberlegung  anwenden,   welche   wir 
bereits  im  Falle  I(cb)  angewandt  haben. 

Wir  können  sagen,  dass  für  die  nicht  in  (2)  aufgehenden  Prim- 
ideale p  der  Gruppe  11  (c)  von  K{\[m,i)  stets  das  Symbol 


m  - 


21 


322 

ist.    In  Bezug  auf  diese  Frimideale  wird  [i   stets  ein   cubischer 
Kest  sein  und  es  muss 

f*  =  a*  (mod  p),    |i  ^  «*  (mod  p*) 
ausfallen,    wobei   die  Zahl   a   stets   einer  ganzen  rationalen  Zahl 
nach  dem  Modul  Sj—Zm  congruent  ist  und  der  Congruenz 

a  =  a^  (mod  V— 3»»), 
resp. 

2a  =  2a»  (mod  V=3m) 

genügt,  falls  a,  h  ganze  rationale  Zahlen,   resp.  gebrochene  ratio- 
nale Zahlen  mit  dem  Nenner  '2  bedeuten. 
Geht  aber  p  in  (2)  auf,  ist  also 

p  =  (2,  Vm)  =  (2,  ^:=Qai), 

resp. 

p  =  (2, 1+0;;)  =  (2,  l+V/=3^), 
so  wird  IL  ebenfalls  ein  cubischer  Best  nach  p  sein. 

In  diesem  Falle  sind  die  Coefficienten  a,  &  in  dem  Ausdrucke 
für 


^  a=  a+6\/— 3m 

stets  ganze  rationale  Zahlen,  weil  ja  dabei 

m  =  2  (mod  4), 
resp. 

m  =  3  (mod  4) 

ausfällt.  Es  wird  ausserdem,  wie  früher,  vorausgesetzt,  dass  fi 
durch  (2,  Vw),  resp.  (2,1+^)  nicht  teilbar  ist;  daraus  folgt,  dass 
hier  die  ganze  rationale  Zahl  a  stets  ungerade  sein  soll,  falls 

m  =  2  (mod  4) 

ausfällt,  und  entweder  die  ganze  rationale  Zahl  a  ungerade,  zu- 
gleich die  ganze  rationale  Zahl  b  gerade  oder  umgekehrt  a  gerade, 
zugleich  h  ungerade  sein  müssen,  falls 

m  =  3  (mod  4) 

wird,  weil  die  beiden  ganzen  rationalen  Zahlen  a,  b  in  diesem  Falle 
nicht  gleichzeitig  gerade  ganze  rationale  Zahlen  sein  dürfen  und 
die  ganze  rationale  Zahl  a*  +  dbhn  daher  stets  eine  ungerade 
Zahl  ist. 

Es  wird  also  stets 

II  =  a+601im  =  a'  =  1  (mod  (2,  \Jm)) 
sein,  falls 

m  =  2  (mod  4) 

ist,  resp. 
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ji  =  a+h\/-3m  =  a»  =  1  oder  (V-3m)'   (mod  (2,  l+\fm)) 

aasfallen,  wenn  die  Congraenz 

m  =  3  (mod  4) 

besteht  und  a  oder  b  gerade  Zahlen  sind. 

Im  Falle,  dass  m  gerade  und  b  ungerade  Zahlen  sind,  resp. 
m  eine  ungerade  Zahl  ist,  wird  zugleich 

fi  ^  a'  (mod  q*). 

Sind  aber  m  und  b  gerade  Zahlen,  so  brauchen  wir  nur  für  a  die 
in  K{^—Sin)  ganze  Zahl  (1  +^—3m)  zu  wählen  um  diese  Bedin- 
gung zu  erfüllen. 

Wir  können  desswegen  sagen,  dass  in  Bezug  auf 
alle  in  (2)  nicht  aufgehenden  oder  in  (2)  aufgehenden 
Primideale  p  der  G-ruppe  II(c)  von  Z'(\/m,S)  die  in 
^(^^it)  ganze  Zahl  /i  stets  ein  cubischer  Rest  ist 
und  infolge  dessen  das  Symbol 


II = 


ausfällt. 

Für  die  Frimideale  p  der  Gruppe  II  (c)  von  K{^,0  tritt 
stets  der  Fall  U(cb)  ein.  Diese  Frimideale  werden  folgender- 
massen  zerlegt:  es  wird 

wobei  die  Frimideale  $.8$.«*$,  die  Werte: 

^  =  ip,  *-«), 
#  =  (.P,  t»-«), 

besitzen  und  a  eine  ia  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(^—dm) 
ganze  Zähl  ist. 

Beispiele. 
1)  m  =  -11, 


(p)  -  (11)  =  (11,  N^U)»  =  p\ 

f(  =  17+3\/33,    a  =  -3," 

p  =  (^«+3)  iP,  5*+3)  (^  {»«+8). 

21* 
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2)'m  =  -23, 


(P) 

*»  = 

9  = 

8)  m  » 

(P) 

4)  m  > 
(P) 


6)m=: 

(P) 
f»  = 

6)m  = 

(P) 

7)  m  a- 
(P)  = 

P  - 

8)  IM  » 

(p)- 

9)  m  « 
(P) 


-  (28)  =  (23,  V-28)'  =  p\ 

25+3^69  , 

= 2 '    «  =  ^» 

ip,»-l)ip,t»-l)ip,t^»-l). 

=  -36, 

=  (5)  =  (5,  \P35)»  =  }j», 
=  27+3ViÖ5,    o  =  -2, 
=  (p,»+2)ip,t»+2)(p,r»+2). 

'  -59, 

=  (59)  =^(69,  \P69)'  =  p\ 

_  27+3V177     „_      ,7 

(<>,  *+17)  (p,  :«+17)  (p,  r«+17). 

2, 

=  (2)  =  (2,V2)«  =  I,», 
=  7+7\P6,    «  =  1, 

(P,»-i)iP,i»-i)(p,V»-i). 

-22, 
=  (2)  =  (2,  VP22)«  =  p*, 


(p.)  =  (11)  =_(11,\P^)«  =  «, 
f»  =  135+15V66,    «,  =  -2, 
Pi  =  (P.,«+2)(t».,CH-2)Ö).,{'*+2). 


=  136+15V66,    o  =  1, 
(p,»-m,t»-lXp,^f^l). 
-26,  

-  (2)  =J2,v/-26)«  =-  !)• 
27+3^78,    a  =a  1, 
(|>,*-l)(p,C*-l)(|,,  {•*_!). 

-38, 

.  (2)  =  (2,  \P38)*  =  »,•, 
1025+96 V/lH    «  =  H-V^4 

(p, «._  i_  viii)  (1).  f*-i- vili)  (p,  ^»-i-s/m). 

58, 


=  (2)  ^  (2,V58)'  =  <,«, 
18+V-174,    «  =  1, 

(t>,*-l)(j),C*-l)(p,r*-l). 


(pj  =  (29)  »(29,^=68)«  =  !>•„ 

^  -  13+V-174,    a.  =  6, 

«».  -  (^,*-6K»».,C*-6X»».,r*-6). 


10)  m  =  -B,  ^ 
(p)=(5)  =  (B,V^)«-p^. 

fi  =  4+\/i5,    «  =  -1 

11)  m  =  -29, 

(p)  =  (29)  =  (29,  V/=29)«  =  p^ 
f*  =  28+3V/§7,    a  =  -1, 
p  =  (p,^+l)(p,t^+l)(p,f«#+l). 
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(A).=  (2)  =  (2,l+V=B)«  =  pJ, 
^  =  4+V/15,    a,  =  Viß, 

Pi  =  (»>i,<^-\/iB)(p»,e^^\/iB)(}j„e«#-viB), 


(P.)  =  (2)  =  (2,1+V/-29_)«  =  P!, 
^  =  28+3V/87,    «,  =  V87,   ' 

P.  =  (Pi,^-V87)(p„g^-\/87)(p.e«d-\/87). 


Der  Fall  II  (cc)  tritt  sowohl  für  die  nicht  in  (2)  aufgehenden 
Prixnideale 

q  =  p  =  (p,  V/^)  =  (2),  v/=^), 
als  auch  für  das  in  (2)  aufgehende  Primideal 

q  =  p=(2,  Vm)  =  (2,  V^S^iO, 
resp. 

q  =  J)  =  (2,l+\/m)  =  (2,1+\P3^) 

der  Gruppe  II  (c)  von  K{^m,  g)   nicht  auf,   was  aus  der  axtgeführ- 
ten XJeberlegung  folgt. 

Die  Primideale  der  Qruppen  mca)  und  incb)^es  Galois'r 
schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{sjm,i,^), 

Wir  wollen  nun  die  Zerlegung  der  Primideale  I,  rl  der  Gruppe 
in(a),  resp.  des  flauptprimideals  I  der  Gruppe  in(b)  von  K{^m,^) 
in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  jr(V^,  g, -Ö*)  stu- 
dieren. , 

Wir  haben  in  §  12  gesehen,  dass  es  folgende  drei  Fälle  giebt : 

die  in  Kl^—Sm)  ganze  Zahl  fi'  ist  entweder  congruent  ±1 
genau  nach  A,  also  nach  l-rl^  resp.  I,  oder  congruent  der  dritten 
Potenz  einer  in  Ki^—Sm)  ganzen  Zahl  a  mindestens  nach  X\ 
also  nach  I^  resp.  P-H*  oder  I*,  wobei  m  congruent  —1,  resp.  1 
oder  —  1  nach  3  ist,  oder  congruent  ±  1  genau  nach  A',  also  nach 
V-rVj  wobei  m  congruent  1  nach  3  ausfällt. 

Daraus  schliessen  wir,  dass  im  ersten  Falle  das  Primideal  ( 
oder  rl,  resp.  I  zerlegbar  wird ;  es  muss  dann  nach  dem  Funda- 
mentalsatze der  Fall  in(aa),  resp.  Ill(ba)  eintreten.  Wir  erhalten 
hier  folgende  Zerlegung:  \ 

ri  ^  rß», 
worin  die  Primideale 


1 


ausfallen,  resp. 
worin  das  Frimideal 

ausfallt  nnd 
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S  =  (I,  «-^) 

I  =  S», 

S  =  (A,  «--»*) 

«  =  ±1 


zu  setzen  ist. 

Im  zweiten  Falle  wird  l  oder  rl,  resp.  I  in  das  Froduct  dreier 
relativ  conjugirter  Frimideale  zerfallen,  weil  in  diesem  Falle  die 
ganze  rationale  Zahl  a  in  der  Congmenz 

fi  =  a'+yA'  nach  I*  oder  rl*,  resp.  I* 

stets  gleich  0  ansfällt.  Es  tritt  dabei  der  Fall  III (ab),  resp. 
in  (bb)  anf.  Die  oben  erwähnte,  in  K{^m)  ganze  Zahl  y*  ist  hier 
stets  eine  ganze  rationale  Zahl. 

Wir  erhalten  hier  die  folgende  Zerlegung: 

rl  =  r&'rs2'r8% 
worin 


ausfallen  I  resp. 


I  =  ß-sß.«*ß, 


wenn 
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•«  =  ('.  ^, 


sind;  in  diesen  Primidealen  mnss 

a  =  l±vP3m 

gesetzt  werden,  falls 

b,  =  36, 

ist  und  die  ganze  rationale  Zahl  6,,  resp.  der  Zähler  der  gebro- 
chenen rationalen  Zahl  6,  prim  zu  3,  dabei  aber  stets 

m  =  1  (mod  3) 
ausfallen;  dagegen  ist 

a  =  ±1 
zu  wählen,  falls 

b,  =  96, 

ist,  worin  6,  eine  ganze  oder  gebrochene  rationale  Zahl  sein  kann 
und  m  der  Congruenz 

m  =  ±1  (mod  3) 
genügt. 

Im  dritten  Falle  bleiben  die  Primideale  I,  rl  der  Gruppe  in(a) 
in  dem  Galois' sehen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K(^,ijd')  un- 
zerlegbar, weil  in  diesem  Falle  in  der  Congruenz 

ft*  =  a^+yX^  nach  I*  oder  rl* 

die  ganze  rationale  Zahl  a  stets  von  0  verschieden  ist.  Es  tritt 
nun  der  Fall  III  (ac)  ein,  dabei  müssen  wir  in  der  eben  angeführ- 
ten Congruenz  stets 

a  ^  1 

unserer  Verabredung  nach  annehmen,  falls 

±ft*  =  1  (mod  P.rl^) 

wird.  Die  in  K{\fm)  ganze  Zahl  y  ist  hier  stets  gleich  der  gan- 
zen rationalen  Zahl  a. 

Es  ist  klar,  dass  für  das  Hauptprimideal  1  der  Gruppe  in(b) 
der  Fall  III  (bc)  nie  eintreten  kann. 
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Beispiel«  für  den  Fall  III(a). 
Beispiele  für  den  Fall  III(aa). 

1)  m  a:  13  s  1  (mod  8), 

(3)  =  (A,l+Vi3)»(A,l-Vi3)«  =  I»-K», 
H*  =  6+V=^,    **  =  4,    a  =  -1, 
I  =  (I,  ~1-^)», 

rt  =  (rl.-l-l)'. 

2)  m  =  68  =  1  (mod  3), 

(3)  =  (A,  1+V58)»(A,  1-V68)«  =  V-rl\ 
H*  =  13+V=^174,    d*  =  7,    «  =  1, 
l  =  (t,  1-^)» 

Beispiel  für  den  Fall  III  (ab), 
m  =  -239  =  1  (mod  3), 
(3)=  (A,l+\/=239)»(A,l-V^»  =  l»-rP, 

81+3V?l7        ^        241+9\^17      ^^       ,  in 

f»   =  2^ ,    (i*  =  2^ ,    **  =  1,    a  =  1,    a  =  0, 

y*  s  0  (mod  3),    n**  —  (1-A*)»i»*, 

'=(<.^)(.,i=n('.^=n 

i-4s\/  i-e4\/  1-5»  ^ 


Beispiele  für  den  Fall  III(ac). 

1)  m  =  -23  =  1  (mod  8), 

(8)  =  (A,  1+^=23)«  (A,l-V^'  =  i'rl*, 

_  27  +  3V69       ^  _  26+8  V/§9         _. 
(i 2        >  /*    —  2 '   *  —    ' 

2)  m  =  -36  s  1  (mod  3), 

(3)  =  (A,  1+V^=35)»  (A,  1-V=35)«  =  P-rl», 
f»  =  27+3V/IÖ5;    (i*  =  1225+106ViÖ6;    a  »=  2, 


■ii 


m 

8)  m  as  -69  ^  1  (mod  8^,. 

(3)  =  (A,  H-V=59)«(A,  1-V^)*  =  I"'^. 

27+3V177        ^        348H-177v/i77  ^ 

*•  =  2^ .    *»*  =  ^ .    a  -»  2, 

m  -  '■■  m\  -  '• 

4)  m  =  -26  s  1  (mod  3), 
(3)  =  (A,l+vPä6)*(A,l-V=26)*  =  l».rl», 
H  =  27-|-3V^,    /»*  =  B3+6V^,    a  =  1, 

6)  m  =  -38  s  1  (mod  3), 
(3)  =  (A,1+V^)»(A,1-VP38)«  =  l».rt», 
f»*  =  64+6^114,    a  «=  2, 

M = *•■  IM  -  '• 

6)  m  =r  -29  s  1  (mod  3), 

(3)  =  (A,l+V=29)»(A,i-V^*  =»  l'.rl», 
,»♦  =  28+3V§7,    a  =  1, 

7)  «  =  79  s  1  (mod  3), 

(3)  =  (A,  H-V?9)»  (A,  l-Vrö)*  =  V.rV, 
H*  =  8+3\P237,    o  =  2, 

m  -  ^'-  m = '• 

Beispiele  für  den  Fall  III(b). 
Beispiele  für  den  Fall  III(ba). 

1)  «  =  -19  s  -i  (mod  3), 
(3)  =  (A)»  =  l», 

,*.ßH^,    „  =  ,, 

I  =  (A,  l-d*)*. 

2)  m  =s  2  s  -1  (mod  3), 
(3)  -  {ly  =  l», 

I»*  «  7+7!F6,    «  =  1, 
I  -(A,l-**)». 


^  ^ 
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Beispiele  für  den  Fall  ni(bl>). 

1)  «I  =  -19  s  -1  (mod  8), 

(3)  =  (xy  =  I\_ 

/»*  =  19»+57V57,    «  =  1-V57,    a  =  0, 
y*  s  0  (mod  3),  n**  =  (1-A')V*, 

2)  m  =  -31  =  -1  (mod  3), 

(3)  =  (xy  =  I»,  _ 

27+3  V93       ^        29+3\/93  ij./öö  a 

y*  =  1,    /t**  =  ^*, 
I   ^  L  l+V/93-d**\  L  l+S/%-i»**\  L  l+\ß8-^9**\ 

3)  w  =  -43  =  -1  (mod  3), 

(3)  =  {xy  =  J^  _ 

H*  =  35+3^129,    «  =  -1-V129,    a  =  0, 

y*  =  2,     (i**  =  ft*, 

=  (, -l-V^9-£^)(,^-l-\/129-C^)(,, 


r  =  1 1  zt:yi29-£^\/^  -l-\/129-g&**\  r  -l-V/l29-e'»**\ 


4)  m  =  -67  =  -1  (mod  3), 
(3)  =  (xy  =  I», 

(i*  =  53+3\^,    «  =  l+\^,    0  =  0, 
y*  =:  1,     fi**  =  n*, 

5)  m  =  -163  =  -1  (mod  3), 

(3)  =  (xy  =  ?, 

(i  =  185+S\lm,  ft*  =  163»+1B163V/^,    «  =  l+V^,  a  =  0, 

y*  =  2,     n**  =  /»*, 

6)  m  =  -22  =  -1  (mod  3), 

(3)  =  ixy  =  V. 

H  =  13B+15V66,  /t*  =  5-22»+lB.22v'B6,  «  = -l+VöÖ,  a  =  0, 
y*  s  0  (mod  3),    /»*»  =  (1-A*)V. 
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7)  m  =  -109  =  -1  (mod  8), 

(3)  -  (xy  =^ 

H  =  B4+3V327,    ^*  =  217+12VS27,    a  =  l-v/527,    a  =  2, 
y*  =  2,    f***^^*, 

^  r  l-\/327~»**\  /^  1-V327~e»**\  /    l-,v/327>-e'd**\ 

Nachdem  wir  diese  Beispiele  angegeben  haben,  wollen  wir 
die  hier  von  uns  untersuchten  Zerlegungsfälle  in  der  Tabelle  XX  zu- 
sammenstellen, aus  welcher  wir  sofort  die  Zerlegung  der  rationa- 
len Primzahlhauptideale  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften 
Grades  Z'(V/^,  C,  ^)  ableiten  können. 

Wir  haben  also  im  Ganzen  15  Fälle  in  der  Tabelle  XX  an- 
zugeben und  zwar  die  Fälle  I(aa),  I(ab),  I(ac),  I(bb),  I(cb),  n(ab), 
n(ac),  n(ba),  n(bb),  n(cb),  ni(aa),  Ul(ab),  in(ac),  ni(ba),  in(bb). 

Nun  gehen  wir  zu  der  Betrachtung  der  Zerlegung  der  Prim- 
ideale des  biquadratischen  Zahlkörpers  K(^mjO  oder,  was  das- 
selbe ist,  des  biquadratischen  Zahlkörpers  ■g'(\/--y>»^,  g)  in  dem 
Gralois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K^Sj—m^^  g,  frj  über,  wo- 
bei wir  an  die  Stelle  der  ganzen  rationalen  Zahl 

die  ganze  rationale  Zahl  —m^  setzen,  und  ausserdem  noch  die  Be- 
dingungen 

also  auch  die  Bedingungen 
berücksichtigen  müssen. 

Die  Primideale  der  Qruppe  I(a)  des  Galois'schen  Zahlkörpers 

sswölften  Qrades  K{\fm,,%,^,). 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(aa). 

Zu  den  Primidealen  q  der  Gruppe  I(aa)  von  K{\]—m^  g)  gehö- 
ren diejenigen  Primideale  

q  =   |,  =  (jr,  p,  a'+\pm;i, 

q  =  ^p  =  (te,i?,  a'+V^), 

q  «r  r|)  =  (ä,  jp,  a'-\Pm,), 

q  s=  trp^=r  (te,  p,  a'— V"^x) 
der  Gruppe  I(a)  von  iK"(V-Wj,  C)  welche  in  ^J  genau  mit  den  zu 
3  primen  Exponenten  aufgehen.     Wir  erhalten  für  diese  Prim« 


838 
ideale  die  folgende  Zetlegoog: 

tp  =  m 

rp  =  r$«, 
trp  =  <r$«, 


worin 


<?  =  (tp,»;) 

*^  =  irp,^^), 

i^  =  (tp,^), 

sind. 

Beispiel. 
m  =  —6,    — f»,  =  2, 

(p)  =  (7)  =  (-1-3C,  7, 4+\/2)  (-l-8£«,  7, 4+ V§)  ^-1-3C,  7, 4-#) 

(-l-3r,  7,4-V2)  =  p./p.rp.irp, 

^  =  7+14V^=  -(1+2  V^)' (1-2  V^),  (^J  =  (7,4+V/§)»(7,4^V2), 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(ab). 
Der  Fall  I(ab)  tritt  ein  für  diejenigen  Primideale 

q  =  p    =  (ä,  1?,  a'+V^), 

q  =  tp  =  {tTtyP,  a'+v/^i)» 
q  =  rp  =:  («,  !>,  g^+V-mJ, 
q  =  /rp=  (^3r,p,  aJ—Sj—m^ 

der  Gruppe  I(a)  von  K{\J—m^,  £)  in  Bezug  auf  welche  fij  ein  cubi- 
scher  Rest  ist  und  zwar 

fi^  s  «•  (mod  p),  f^i  ^  «•  (mod  p") 
ausfallt.     Es  findet  dann  folgende  Zerlegung 

p  =  5ß.  8^.  s*^ 
tp  r»  ^.  fe^.  fe«^, 
rp  =  r?ß.r«?ß.  rs*^, 
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statt,  wobei 

«*  -=  (^  {*.-«), 

fo^  =  (tp,t»,-ttt), 
«*  -  irp,t^-r«), 

sind. 

Beispie], 
f»  =a  —159,     — m,  =  68, 

(p)  =  (7)  =(-l-8;,7,2+VB3)(-l-3r,7,2+V53)(-l-3g,7,2-V53) 

(-l-8f,7,2-V53)  —  |>.<p.r^).<rp, 

ft  =  ^,    *.  =  -1,   a  -  V53, 

^>  =  (l),*.-V63)(»),S».-VB3)(P,r».-V'63), 

^  =  (<^d,-VS8)(<p,r*.-v/53)(<i),efr,-V63), 

<»-p  -  (trp,  ^  +  V^)  (fr^  r  ^  +  V63)  (trif,  {  i  +  ^53). 

Die  Primideale   der  Gruppe  I(ac). 

Zu  den  Primideal^  q  der  Grnppe  I(ac)  von  Z'(V— «»,  C)  ge- 
hören diejemgen  Frimideale 

q  »  |)  ».  («,  p,  a'+V^^, 
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q  =  rp  =  (jr,  p,  a'-S^m;), 

q  ^sB  trp^s  (te,  Pj  a'— V— i^i) 
der  Gruppe  I(a)  von  K{^—m^,  g)  in  Bezug  auf  welche  f^^  ein  cubi- 
scher  Nichtrest  ist.     Diese  Primideale   q  bleiben  in  dem  Galois'- 
sehen    Zahlkörper    zwölften   Grades   K  (V— w,,  {,  dj   unzerlegbar. 
Wir   erhalten   hier  folgende  Relationen   zwischen  den  Symbolen 

M}  -  '•  "*"  «•  {feil  -'"*'''*■ 

wobei  die  angeführten  Relationen  gleichzeitig  bestehen  müssen. 

Beispiel 

m  —  -258,    -m,  =  86, 

(p)  =  (7)  =  (-l_3C,7,4+V/86)(-l-3g',7,4+v/^(-l-3{,7,4-V§6) 

(-l-3f,  7, 4- V86)  =  p .  <<) .  r<» .  <»D, 
ft  =  H-2V/§6; 

{M  -  ^  IM  -  ^• 

Die  Primideale  der  Gruppe  IG3)  des  Qalois'schen  Zahlkör- 
pers zwölften  Qrades  JSrCV^mjjfja-J. 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(bb). 

Der  Fall  I(bb)  tritt  auf  für  diejenigen  Primideale 

q  =  »>  =  («), 
q  s  ;|)  =  (<ä) 

der  Gruppe  I(b)  von  Ä'(V— w^,  ß)  in  Bezug'auf  welche  fi^  ein  cubi- 
scher  fiest  ist.  Diese  Primideale  q  werden  folgendermaasen  zerlegt : 

p  =  $.5?.^, 


worin 


und 
ausfallen. 


336 


s^  =  (P,  5^.-«), 


Beispiel« 
m  a=  —15,     — mj  =  5, 

(p)  =  (7)  =  (-i-söc-i-se«)  =  ^<^,, 

^  =  ^-^.    *« 1»    «  =  -1+3V/&, 

»)  =  (p,^^+1-3V/BHP,S^,+1-3V5)(p,^ 

/})  =  (<p,^,+l-3VB)(<}?,S'^,+l--3VB)(<t>,5^i+l--3VB). 

Was  nun  den  Fall  I(b,c)  angeht,  so  können  wir  zeigen,  dass 
derselbe  für  die  Primideale 

q  =  p  ^  («), 
q  =tp  =  (tx) 

der  Gruppe  I(b)  \onJB^(^—m^,i)  im  Galois'schen  Zahlkörper  zwölf- 
ten Ghrades  K{^—in^ji,d'^)  nicht  auftreten  kann. 

In  der  That  wäre  der  Fall  I(bc)  nur  für  diejenigen  Prim- 
ideale q  der  Gruppe  I(b)  von  K{^—m^jQ  möglich,  in  Bezug  auf 
welche  fi^   ein   cubischer   Nichtrest   sein   würde.     Dann  müssten 

folgende  Relationen  zwischen  den  Symbolen   ||— [[  nnd  ]]—[[, 

nämlich  die  jßelationen: 

{{t'}}  =  i  od«  V,    {{aj}  .  J.  oder  {, 

feli  -  «'  "*"  '■    ii?}}  -  '  "*«  '' 

gleichzeitig  bestehen.     Da  nun  das  Primideal  p,  resp.  tp  bei  der 
Anwendung  der  Substitution  r  ungeändert  bleibt  und  ausserdem 

¥i  =  f*i 
ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung 


Ml- 


C  oder  {' 
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dasa  stets  die  Symbole 

{(*)}  - 1  od«  :• 

oder  t, 


m  ■ 


=  t*  oder  f 

zngleich  ausfallen  müssen ,    was  aber  den  oben  angefahrten  Itela- 
tionen  widerspricht. 

Die  Frimideale  der  Qruppe  iCc)  des  Oalois'schen  Zahlkfir- 

pers  zwölften  Qrades  Jr(v/^,,  t^  «*,). 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(cb). 
In  Bezng  auf  die  Primideale 

der  Gruppe  I(c)  von  Z(V— Wj,g)  ist  fi^  stets  ein  cabischer  Best, 
es  wird  dabei  stets 

fi^  =  a'  (mod  p\    f(j  $  a'  (mod  p% 

In  der  That  ist  fi|   im  Falle   des   Galois'schen  ZaUk5rpers 
zwölften  Grades  -K'(Vp»ij,?,*'i)  stets  von  der  Form 

wobei 

wird,   und  a,  h  bekanntlich  gleichzeitig  ganze    rationale   Zahlen 
oder  gebrochene  rationale  Zahlen  mit  dem  Nenner  2  bedeuten. 

Sind  nun  a,  h  ganze  rationale  Zahlen,   so  folgt  aus  den  Glei- 
chungen 


W\\ '  M  - 


und  aus  der  Congruenz 

ä'  +  b^m^  =  a*  (mod  mj, 
also  auch  (mod  p*>tp*)j  dass  stets 


d.h. 


r-f }} = imi  - 11  -  m = ^ 

«f  -  IM'  -  ^• 


I 
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igt,  nncl  infolge  denen 

M = m  -  ^ 

ausfallt.    Es  ist  ausserdem 

(t^  =  a  +  l^^^^  =  a  (mod  y— w,), 
also  auch  nach  p.tp.    Daher  wird  hier  die  Gleichung 

IM = m  -  m = M = ' 

bestehen. 

Daraus  schliessen  wir,  dass  falls  a,  b  ganze  rationale  Zahlen 
sind,  die  in  K(\J—m^,  g)  ganze  Zahl  f*,  stets  ein  cubischer  Rest  in 
Bezug  auf  die  Primideale  p,  tp  der  Gruppe  I(c)  von  K{sJ^n^,  g)  ist. 
Dasselbe  Resultat   erhalten  wir,   wenn  wir  für  a,  6  gebro- 
chene rationale  Zahlen,  also  a,  b  von  der  Form 

a'    ,        V 
"*  ==  2"'  *  ""  2"' 

und  infolge  dessen  die  in  K{\j-m^,  %)  ganze  Zahl  ^^  von  der  Form 

^,=  a  +  b\J-m,  =  ^ i. 

wählen,  wobei  natürlich 

—  m^  =  1  (mod  4) 

aasfallen  soll,  die  Zahlen  a',  V  ganze  rationale  ungerade  Zahlen 
bedeuten.    Aus  den  Gleichungen 

ir-f  1} = im = iFf^]] = iFi^"ii = • 

folgt,  dass  sich  eine  ganze  rationale  Zahl  a^  finden  lässt,  welche 
der  Congruenz 

1 '-  =  «J  (mod  IM,) , 

also  auch  (mod  p*.  tp*),  und  daher  der  Congruenz 

a"-4aj  =  0  (mod  mj, 

also  auch  (mod  p*,  tp*)  genügt.  Infolge  dessen  wird  die  ganze  ra- 
tionale Zahl  4a^  ein  quadratischer  Rest  nach  m,  sein.  Es  ist  klar, 
dass  hier  das  Legendre'sche  Symbol 

ist  uid  desswegen  das  Legendre'sche  Symbol 

22 


(■ 
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aasfallt.  Die  ganze  rationale  Zahl  a^  ist  daher  ein  quadratischer 
Rest  nach  m^]  wir  können  stets  eine  ganise  rationale  Zahl  o,  fin- 
den derart,  dass 

ffj  =  c^  (mod  m^) 
wird.    Hieraus  folgt  die  Congruenz 

a'  =  4aJ  (mod  m^), 
also  auch  (mod  \>\tp*).    Es  wird  daher  stets 

a'  =  2ä*  (mod  wj, 
also  auch  nach  p^.  tp*  ausfallen.    Infolge  dessen  muss  die  Congruenz 

/*i  =  ^ s  «•  (mod  \Hn,)f 

also  auch  (mod  p.tp)  bestehen.  In  diesem  Falle  ist  f*,  ein  cubi- 
scher  Rest  nach  p  und  zugleich  auch  nach  tp.    Daher  wird 

M = Ml  -  ^ 

ausfallen. 

Wir  sehen,  dass  in  Bezug  auf  die  Primideale 
p,  tp  der  Gruppe  I(c)  von  KiSj^^t)  die  in  Ki^f^^Q 
ganze  Zahl  (i^  stets  ein  cubischer  Rest  ist.  Die 
ganze  rationale  Zahl  a  ist  aus  der  Congruenz 

a  =  «•  (mod  W-), 
resp. 

2a  =  2a"  (mod  m,) 
zu  finden,    falls    in   (i^    die    rationalen   Zahlen    a,  6 
ganze,  resp.  gebrochene  rationale  Zahlen  sind- 
ist (6)  zu  q  prim,  so  genügt  diese  Zahl  a  der  Bedingung 

f*  $  «•  (mod  q*). 
Ist  aber  (b)  durch  q  teilbar,  so  brauchen  wir  nur  anstatt  a  die 
in  KiSj-m,)  ganze  Zahl  a+\f^^  (welche  wir  auch  mit  dem  Buch- 
staben a  bezeichnen  wollen)  zu  wählen. 

Die  Primideale  p,tp,  der  Gruppe  I(c)  von  K{\Pfn^,t)  wer- 
den folgendermassen  zerlegt: 

p  =  %8^.s^ , 

tp  =  f^.fe$.tenß, 
worin 

*  =  (P,^-a), 
5^  =  (p,e^,-a), 

^^  =  (P,f»^~«), 
^  =  (^P,^-«), 

t^^  (tp,tX-a), 
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Beispiele. 

1)  m  =  -219,  -HN,  «  73, 

(p)  «  (73)  =  (-1-9C,  73,  V73)»  (-1-95,  73,  V73)«  =  p*.tp*, 
^  =  3  +  V73,    *.  =  -4,    a  =  -6, 
p  =  (p, », + 6)  (p,  t»,  +  Q)  (p,  t* »,  +  6), 
tp  =  (<l>,*,+6)(/l),S»*,+6)(<t>,{*.+6). 

2)  m  «  -42,    -m,  =  14, 

(p)  =  (7)  =  (-1-36,  7,  Vn)«(-l-36«,7,  VÜ)«  «  pKtp\ 
ft  =  15+5Vii,    d,  =  -5,    «  =  1, 
^)  =  ip, »,-!)  (p,  6^.-1)  ip,  V  »-1), 
tp  =  (tp,  *.-l)  (<p,  5»*,-l)  (<^,  t»,-l). 

3)  m  =  -21,   -m^  =  7, 

Ü»)  =  (7)  =  H-3f,  7,  V/^* (-l-3e*, 7,  V^«  =  p».<p«, 
p.  -  8+3^7,    *.  =  1,    «  =  1, 

p  =  ip,  *.-l)  (1),  5*^1)  {p,  V  »^-l), 
tp  =  itp,4^,-l)itp,V»,-l)tp,t»r-i). 

Der  Fall  I(cc)  tritt  natürlich  far  die  Frimideale 

q  =  P  =  {»iP,  V^). 
q  =  <<)  =  (<jr,p,  V-w.) 

der  Grappe  11  (c)  von  K{^—m„  {)  im  Galois'sdien  ZahlkSrper 
zwölften  Grades  Jr(\Pm^,  {,'»,)  nicht  auf. 

Die  Friiuideale  d«r  Gmppe  nca)  des  Gtaloia'sohen  Zahl- 
körpers  zwölften  Grades  K(\J—m^,  f,  «•J. 

Die  Primideale  der  Gruppe  11  (aa). 
Der  Fall  n  (aa)  bezieht  sich  anf  diejenigen  Primideale 

q  =  rp  =  (p,  o'-  Sf^d 

der  Gruppe  II  (a)  von  K  (V- »»„  6) ,  welche  in  (/*,)  genan  mit  den 
zu  3  primen  Exponenten  aofgehen.  Diese  Primideale  werden  fol- 
gendennassen zerlegt: 

rp^f^, 

worin  die  Primideale  %  r^  die  Werte 
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.*  =  iP,  *.) 

be&itzen. 

Beispiele. 
l)m  =  21,    -m,  =  -7, 

(,)  =  (2)  =  (2,i-±e)(2.t0)  =  ,..,, 

rp   =  (rp,lrj. 

2)  m  =  33,  -»»,  =  -11, 

(P)  =  (5)  =  (B,  2+V=n)  (5, 2- V^  =  p.rp, 

I»,  =  30+lBV=n,  (pj  =  (3,  l+\fÄi)  (3,  l-V/-ll)'(6,2+V=ir)* 

(B,2-V-ll),    *.  =  15, 
P  =  (P,  »d'. 

3)  m  =  -51,    -w,  =  17, 

(p)=(2)  =  (2.^(2,^  =  ,.^. 

..   =  2+2VI7.    W  =  (2,l4i!)'(2,il^(2.^'. 

«.  =  -4, 

rD=(rp,^)'. 

4)  m  =  219,     — »»,  =  73, 

0,)  =  (2)  =  {2.yf^{2>-^  _ ,.,,, 


m 

B)  m  =  —42,    —w,  sas  14, 
(P)  =  (B)  =  (B,3+V14)(6,3-VI4)  =  p.rp, 
ft  =  lB+5VIi,    0»0  =  (B,3+Vli)«(5,3-V/Ii),    *.  =  -5, 

rp  =  [rp,  ^)'. 

Die  Frimideale  der  Gruppe  II(ab). 
In  Bezug  anf  alle  Frimideale 

q  =  rt?  =  (p,  o'-V-3»»i) 
der  Gruppe  11  (a)  von  jr(^--w„C),   welche  nicht  in  (fi,)  genau  mit 
den  zu  3  primen  Exponenten  aufgehen,   ist  fi^^  stets  ein  cubischer 
Rest. 

In  derJThat  sind  doch  die  Primideale  q  der  Gruppe  II  (a) 
von  KQj—m^^Q  und  die  in  K{^7n^,^)  ganze  Zahl  /i^  in  unserem 
Falle  hier  stets  in  dem  quadratischen  Zahlkörper  ir(v/— wj  ent- 
halten, wobei  ausserdem  die  in  K (\^— w J,  resp.  K{\f^n^^^  genom- 
mene Norm  dieser  Frimideale  q  gleich  p^  resp.  p^  ausfällt;  es  ist 
dabei  stets 

jp  =   — 1  (mod  3); 

es  muss  daher 

p  +  1  =  0  (mod  3) 

sein.       Dem    Fermat'schen    Satze    im    quadratischen   Zahlkörper 
jr(V^HWj)  zufolge  wird 

fk^^  =  1  nach  ^),  resp.  rj? 
ausfallen.    Nun  ist  aber 

resp. 

jjajj=..'^'a.m'-'(M.d^). 

Infolge  dessen  muss  stets  das  Symbol 

(Ml = m  - ' 

sein.    Wir  erhalten  hier  die  folgende  Zerlegung: 
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worin 

s*  =  Ö».  C» .-«). 

und 

fi,  =  «•  (mod  p),    ^,  *  «•  (mod  p*) 

sind,  dabei  a  natürlich  in  dem  quadratischen  Zahlk5rper  K{y-m^ 

enthalten  ist. 

Beispiel 

m  =  93,    -m»  =  —31, 

(p)  =  (B)  =  (B,2+V^(B,2-V/=3i)  =  p-rp, 


**i  =* 


-i±\^.  *.  =  2,  «  =  i-sP3r, 


|)  =  (p,*-l+V-31)(p,t*.-l+V-31)Ö),C»*,-l+V-31). 
Der  Fall  n(ac)  ist  natürlich  für  die  Primideale 

der  Gmppe  II(a)  von  X(^— w»„5),  zn  denen  (ftj  prim  ausfällt,  in 
dem  Galois'schen  Zablkörper  zwölften  Grades  jr( V— m,,  {,  fl-J  nidit 
möglich. 

Die  Frimideald  der  Qruppe  ncb)  des  Qalois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Qrades  K(^^^,i,»^). 
Die  Primideale  der  Gruppe  II  (bb). 

Za  den  Primidealen  der  Gruppe  II  (bb)  von  K(y—  m„  g)  ge- 
hören diejenigen  Primideale 

q  =  <»  =  (1»,  a"+V3JJö, 
q  =  <P  =  (P,  «"-V^wJ 

der  Gruppe  11  (b)  von  K(y—m^  t) ,  in  Bezug  auf  welche  ft,  ein  ca- 
bischer  Rest  ist.    Wir  erhalten  hier  folgende  Zerlegung: 

p  =  $«$s*^, 

tp   =:   ^t8'^-t8% 


worin 


und 


ans&Uen. 
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$  =  ip,  *.-«) 

8$  -  (»),  Cfr,-«), 

ts>^  =  {tp,t»H«) 

(»,  s  «•  (mod  p),    (»,*«»  (mod  p*) 


Beispiel, 
m  ZK  —61,    — m,  »  17, 


(p)  =  (5)  =_(B,2+V-Br)(B,2-VPBl)  =  »).<^ 
^  =  &f  Vl7,    *,  -  2,    a  -_2VI7; 

<»>  -  (P,  *t -2Vi7)  (t»,  r*  - 2V17)  (P,  C* -2V17). 

Die  Primideale  der  Groppe  II(bc). 


Za  den  Frimidealen  q  der  Gruppe  11  (bc)  von  K(^—m^,Q  ge* 
hören  diejenigen  Primideale 

q  =  ^»  =  (p,a'+V/^) 
q  B  ^»  (p,a"-V/3m,) 

derGhnppe  11  (b)  von  Ä'(V— «„S)  in  Bezog  anf  welche  (l.^  ein  ca- 
bischer  Nicbtrest  ist.  Diese  Primideale  q  bleiben  in  dem  Galois'- 
schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  £(^— t»j,g,'&,)  anzerlegbar  nnd 
es  bestehen  gleichzeitig  folgende  Relationen  zwischen  den  Symbo- 


{•  oder  tf 
t  oder  5\ 


Beispiel 
=  — IB,    — iWj  ss=B  B, 

«_(,)_(2,l±pl)(i,,Ll^_,.^, 


QU 

i+Vö 


M  -  '■  IM  -  ^- 


Die  Primideale  der  Qruppe  IlCc)  des  QaJois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Qrades  Z(V-Wj,  f,  ^,). 

Die  Primideale  der  Gruppe  Il(cb). 
In  Bezng  auf  die  Primideale 


der  Gruppe  II(c)  von  iL(^— m„g)  ist  (ij  stets  ein  cubischer  Äest, 
falls  das  Primideal  p  nicht  in  (2)  aufgellt. 

In  der  That  wissen  wir,  dass  die  in  K{\]'-m^  ganze  Zahl  (»j 
die  Gestalt 

haben  soll,   wobei   a,  h  gleichzeitig  entweder  ganze  rationale  Zah- 
len, oder  gebrochene  rationale  Zahlen  mit  dem  Nenner  2  bedeuten. 
Sind  nun  a,  h  ganze  rationale  Zahlen,   so  folgt  aus  der  Glei- 
chung 

I  I  ti.  *»n.      1  1 

1 


imi = 


und  aus  der  Congruenz 

li^rfii  =  d^  +  b^m^  =  a^  (mod  fw,), 

also  auch  (mod  p*),  dass 

i  f /i^  \ 

1 


und  daher 

UPJI 
ausfallen.    Non  ist  aber 


m\  - 
m = 


also  auch  nach  p.    Infolge  dessen  wird  das  Symbol 

ansfallen. 

Sind  aber  a,  h  gebrochene  rationale  Zahlen  von  der  G^estalt 

o'  V 

0-2'  -P^f 
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wobei  a\  V  ganze  rationale  ungerade  Zahlen  bedeuten  und 

— m,  s  1  (mod  4) 
ist,  80  können  wir  zeigen,  dass  auch  in  diesem  Falle 

1 


m  - 


ausfallt,  indem  wir  dieselbe  Kette  von  Schlüssen  anwenden,  welche 
wir  bereits  im  Falle  I(cb)  angewandt  haben. 

Zusammenfassend  können  wir  sagen,  dass  für  die  nicht  in  (2) 
aufgehenden  Primideale  p  der  Gruppe  II  (c)  von  -K"(\/— Wj,  g)  das 
Symbol 

1 


Ml = 


ist.  In  Bezug  auf  diese  Frimideale  wird  /»^  stets  ein  cubischer 
Rest  sein;  wir  können  stets  eine  Zahl  a  finden,  dass 

^j  s  a*  (mod  p),     /tj  $  a*  (mod  p*) 

zugleich  ausfällt.  Dabei  soll  die  Zahl  a,  welche  stets  einer  gan- 
zen rationalen  Zahl  nach  dem  Modul  \J—w^  congruent  ist,  der 
Congruenz 

a  =  Ä*  (mod  ^--fn^, 
resp.  

2a  =  2a*  (mod  V^i) 

genfigen,    falls  a,b  ganze  rationale  Zahlen,   resp.  gebrochene  ra- 
tionale Zahlen  mit  dem  Nenner  2  bedeuten. 
Geht  aber  p  in  (2)  auf,  ist  also 

p  =  (2,  V^i^J  ==  (2,  V3^), 
resp. 


p  «  (2, 1+V-mJ  =  (2,  l+\j3m,) 

so  wird  /ij  ebenfalls  ein  cubischer  ßest  nach  p  sein. 

Diese  Thatsache  können  wir  folgendermassen  beweisen. 

In  diesem  Falle  sind  die  Coefficienten  a,  b  in  dem  Ausdrucke 
für 

stets  ganze  rationale  Zahlen,  weil  ja  dabei 

— iMj  =  2  (mod  4), 
resp. 

—  m^  s  3  (mod  4) 

aosfSllt.    Wir  setzen  ausserdem,  wie  früher,  voraus,  dass  (i^  nicht 

durch  (2,  V-wi),  resp.  (2,1-|-V^^J  teilbar  ist;  infolge  dessen  muss 

im  Falle 

— f»j  =  2  (mod  4) 
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die  ganze  rationale  Zahl  a  eine  ganze  rationale  ungerade  Zahl 
sein;   es  ist  klar,  dass  im  Falle 

— Wj  =  3  (mod  4) 

entweder  a  eine  ungerade,  zugleich  b  eine  gerade  ganze  rationale 
Zahl,  oder  umgekehrt  a  eine  gerade,  zugleich  b  eine  ungerade 
ganze  rationale  Zahl  sein  müssen,  weü  a,  b  nicht  gleichzeitig  ge* 
rade  ganze  rationale  Zahlen  sein  dürfen  und  infolge  dessen  die 
ganze  rationale  Zahl  a*+b^m^  stets  eine  ungerade  Zahl  ist. 
Es  wird  also  stets 

^^  =  a+6\Pmi  =  «•  =  1  (mod  (2,  V^)) 
sein,  falls 

— Wj  =  2  (mod  4) 
ist,  resp. 

^^  =  a+ftV-^  =  «•  =  1  oder  (V^J'  (mod  (2, 1+ V^)) 

ausfallen»  falls  die  ganze  rationale  Zahl  — m^  der  Congruenz 

— 1»^  s  3  (mod  4) 

genügt  und  a  oder  b  gerade  Zahlen  sind. 

Im  Falle,  dass  m^  gerade  und  b  ungerade  Zahlen  sind,  resp. 
m^  eine  ungerade  Zahl  ist,  wird  zugleich 

(i^  ^  a*  (mod  q'). 

Sind  aber  m^  und  b  gerade  Zahlen,  so  brauchen  wir  nur  für  a  die 
in  K{}J—ni^)  ganze  Zahl  1  +  V^^^i  zu  wählen  um  diese  Bedingung 
zu  erfüllen. 

Wir  können  sagen,  dass  in  Bezug  auf  alle  nicht 
in  (2)  aufgehenden,  oder  in  (2)  aufgehenden  Primideale 
p  der  Gruppe  n(c)  von  K{^—m^,i)  die  in  Ä'(V— w^, Ö  ganze 
Zahl  [i^  stets  ein  cubischer  Rest  sein  wird;  daher  ist 
das  Symbol 


IM  =  - 


Diese  Frimideale  q  werden  folgendermassen  zerlegt:   es  wird 

worin  die  Primideale  $.5$.«*$  die  Werte: 

5ß  =  {p,»,-a), 
«?  =  (p,  g*.-«), 

«^  -  ip,  £•»-«) 

besitzen  nnd  a   eine  in  dem  quadratischen  ZahlkSrper  JC(y— «J 
ganze  Zahl  ist. 
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Beispiele. 

1)  m  «s  — IB,    — Mj  5  6, 

(p)  =  (5)  =  (B,  VS)»  =  |>«, 

))  =  (<),  *,-2)(p,  C*.-2)(p,  f'*»-2). 

2)  m  =  33,    -m,  =  -11, 

(rt  =  (11)  =  (llj_\/=n)«  =  »,«, 
j»,  =  30  +  15V-11,    «  =  2, 
p  =  (p,  *,-2)  (p,  S*,-2)  (p,  C«* -2). 

•3)  m  =  -61,    -M,  =  17, 
Cp)  =  (17)  =  (17,  VIT)«  =  p', 
I»,  =  2+2V^,    «  =  8, 
p  =  (p,  d,-8)  (p,  5»,-8)  (|),  f  »d.-S). 

4)  m  =  -123,    -Ml  =«  41, 
(p)  =  (41)  =  (41),  VIT)«  =  p', 

=    — 5 ,      «  =  — il, 

=»  (p,  »x+11)  (p,  5*, +11)  (p,  e'».+ii). 

=  6,    -m,  =  -2, 

=  (2)  =_(2,  V=2)«  =  p«, 

=  3+3V-2,    a  =  1, 

=  (p,  *.-i)  (p,  6*.-i)  (p,  r*,-i). 

■=  —6,    — m,  =»  2, 

=  (2)  =  (2,  \l2y  =  p«, 
=  7+14V2,    o  -=  1, 

=  (p,  *.-i)  (p,  g*.-i)  (p,  r* -1). 

«=  -42,    -m,  —  14, 

=  (2)  =  ^,  Vli)«  =  p«, 

-»  l&f6Vl4,    a  =  1, 

-  (p,  * -1)  (p,  5* -1)  («>,  «•*-!). 

=  -246,    -w,  =  82, 


1*1 

P 
6)  tu 

iP) 

6)  m 

Cp) 

P 

7)  m 

(P) 
#»1 

8)  m 

(!>)' 

f»i  = 

P  = 


=  (2)-(2,««  =  p», 
=  9+V82,    «  =  -1, 
(p,*.+l)(p,6*.+l)(p,f*.+l). 


CpO  =  (41)  -  (41,  VS)«  =  p«, 
,»,  =  9+V82,    a  =  -9, 
p   =  (p,*.+9XP,C»,+9XP,P*,+9). 
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9)  m  =  87,    -m,  =  -29, 

(l>)  =  (29)  =  (29^V=29)  =  J,«, 
H,  =  282-74V-29,    a  =  -2, 

p  =  (^^,+2)(t),{:^,+2)(^),e'^,+2). 

Der  Fall  11  (cc)  tritt  sowohl  für  die  nicht  in  (2)  aufgehenden 
Frimideale 

q  =  P  =  {Pj  V^)  =  (Pi  V3^i) 
als  auch  für  das  in  (2)  aufgehende  Frimideal 

q  =  <3  =  (2,  V^)  =  (2,  V3^,), 
resp. 

q  =  p  =  (2, 1+V^)  =  (2,  l+VS^O 

der  Gruppe  n(c)  von  K(^'-m^,  £)  nicht  auf,  was  natürlich  aus  der 
eben  angeführten  Ueberlegung  folgt. 

Die  Primideale  der  Gruppen  mca)  und  Hieb)  des  Galois'- 
schen  Zahlkörpers  zwölften  Qrades  K{\f^^,  i,  ^J. 

Wir  wollen  jetzt  die  Zerlegung  der  Primideale  I,  rl  der  Gruppe 
Ill(a),  resp.  des  Hauptprimideals  I  der  Gruppe  in(b)  von  K^^—m^j) 
in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  jBr(y— Wj,f,^,) 
untersuchen. 

Wir  wissen,  dass  wir  folgende  drei  Fälle  unterscheiden  müssen: 

entweder  ist  (f**)  durch  die  Primideale  I,  rl  der  Gruppe  in(a) 
von  J5r(V— wij, g)  teilbar,  wobei  dieselben  genau  mit  den  zu  3  pri- 
men  Exponenten  in  (f**)  auftreten,  oder  es  wird  die  in  K(^^^^,Q 
ganze  Zahl  /»*  congruent  a^  entweder  genau  nach  l'rP,  resp.  P, 
oder  mindestens  nach  I*.rl*,  resp.  I*  sein,  wobei  a  bekanntlich  eine 
in  jSr(^— m„  f)  ganze  Zahl  bedeutet. 

Indem  wir  den  Zerlegungssatz  zur  Anwendung  bringen,  finden 

wir ,   dass  im  ersten  Falle  die  Primideale  I,  rl  der  Gruppe  HI  (a) 

die  Zerlegung 

1  =  S», 

zulassen,  worin  die  Primideale  S,  rS  die  Werte : 

besitzen;  es  tritt  also  der  Fall  in(aa)  ein. 

Im  zweiten  Falle  wird  das  Primideal  I  oder  rl  der  Gruppe 
in(a),  resp.  daa  Hauptprimideal  I  der  Ghruppe  HI  (b)  von  K{^^^4h^Q 


rS»  =  (rl,ra-^. 
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folgennassen  zerlegt: 

lesp. 

1  =  8», 

worin  die  Ideale  S,',  rS'  die  Werte 

fi«  =  (I,  a-»n 

besitzen^  resp.  das  Ideal 

fi«  =  (A,  «-^r) 

ausfallt;   es  tritt  also  dabei  der  Fall  III (aa),   resp.  in(ba)   ein, 
weil  ja  in  der  Congmenz 

fif  =  a*  genaa  nach  I*  oder  rV,  resp.  nach  I** 

der  höchste  Exponent  u  gleich  2  ist. 

Im  dritten  Falle  wird  das  Primideal  (  oder  rl  der  Grappe 
ni(a)t  resp.  das  Hauptprimideal  I  der  Gruppe  in(b)  von  K{^—m^yQ 
in  das  Product  dreier  relativ  conjugirter  Frimideale  zerÜEÜÜlen. 
Wir  erhalten  hier,  dass 

i  =  &.s2.8% 
rl  =  r2.rs2.r8% 


sind,  resp. 
ist,  worin 


l  =  ß.«8.«*8 


S 


82 


r»S  =  \rl, 


r8*a  = 


resp. 


s 
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=  (^  ^). 

.8  =  (»,  ^). 

«  =  (,,  '^ 

aasfallen.    Es  tritt  also  der  Fall  IQ  (ab),  resp.  in(bb)  ein,  weil 
in  der  Congraenz 

II*  =  a'+yA'  nach  I*  oder  rl*,  resp.  nach  I* 
die  ganze  rationale  Zahl  a  den  Wert  gleich  0  besitzt.  Ist  nim  (3) 
in  K{^fn)  zerlegbar,  so  wird  die  oben  erwähnte  in  Kisjm)  ganze 
Zahl  y^  gleich  einer  ganzen  rationalen  Zahl  sein.  Bleibt  aber  (3) 
in  K(\fin)  unzerlegbar,  so  wird  y*  entweder  einer  ganzen  rationa- 
len  Zahl  oder  einer  ganzen  rationalen  mit  dem  Factor  V"~^i  i^^^* 
plicirten  Zahl  gleich  ausfallen. 

Wir  bemerken  dabei,  dass  in  dem  Galois'schen  ZahlkSrper 
zwölften  Grades  -Br(V— w^,  f,  -Ö*,)  für  das  Frimideal  I  oder  rl,  resp. 
I  der  Fall  HI  (ac),  resp.  HI  (bc)  nicht  auftreten  kann. 

Die  in  (3)  aufgehenden  Frimideale  von  Jg'(V— w^,  g)  werden  in 
dem  Galois'schen  Zahlkorper  zwölften  Grades  K{\J-m^^  t,  ^J  stets 
zerlegbar  sein. 

Beispiele  für  den  Fall  III(a). 
Beispiele  für  den  Fall  III(aa). 

1)  m  =  83,     -m,  =  -11  =  1  (mod  8), 
(3)  =  (A,l+V^:ir)»(A,l-V3n)>  =  PrP, 

f*,  =  30+15^^=01,    i,  =  15, 

2)  m  =  6,    -w,  =  -2  =  1  (mod  3), 

(3)  =  (A,1+V=2)«(A,1-VP2)  =  t«.rl«, 
ft  =  3+3V=^,    *,  =  3, 
I    =S»,    ß  =  (t,*J»,  ^ 

rl  =rS»,    S  =  (rl,iy. 

8)  m  =  -21,    -m,  =  7  =  1  (mod  3), 
(3)  =  (A,1+V^«(A,1-V7)«  =  P.rP, 

pr  =  8+3V73,  *r  =  1,  «  =  -1; 
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I  -  ß«.  S»  «  (f,-l-d*), 

rl  =  rfi»,  rS»  =  (rr,-l-l). 

4)  m  =  87,  -m,  =  -29  s  l'(mod  8), 
(3)  =  (A,  1  +  vP29)»a,  1- V=29)«  =  I».  H«, 
j»,  =  10+2V^=15,  ^f  =  282-74^^:29,  »f  =  62,  «  =  V^:§9, 
1  =  8»,  S«  =  (I,V^-^), 

rl  =  rS»,  rS«  =  frr,-\/=29— §V 

B)  m  =  -219,  -m,  =  73  =  1  (mod  3), 
(3)  =  (A,l+V/73)»(2,l-V/?3)»=  r.rl», 
p*  ==  3+V73,   i*  =-4,   a  =  ^73, 
1  =  S»,  S«=  ((,\/73-**), 

H  =  rfi«,  .fi'=(rt,-V73+^). 

Beispiel  für  den  Fall  III(ab). 
m  =  _246,  ^m,  =  82  s  1  (mod  3), 
(3)  =  ai+y82)'(A,l-v/^)'  =  l\r?, 
Mf  =  HV82,  a*  =  -1,   «  «.  \/82,  o  =  0, 


1  \ /     .^  .  i\  /     .,^..,  1 


I  = 


H  =  K.i)^^  LI^^  ..i!?^!^* 


'•^. J-^    \ri, r^^VH, 


Beispiele  für  den  Fall  III(b). 
Beispiele  ffir  den  FallIII(ba). 

1)  M  ==  —16,   -»»,  =»  5  s  -1  (mod  3), 
(3)  -  (xy  =  I«, 

I  =:=  S«,  S  =  (1,  -i+v'B'-»*). 

2)  «t  =  -123,   -«,  =  41  s  -1  (mod  3), 
(8)  «;  (A)«  -  I», 
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8)  m  —  -42,   -m,  —  14  «  -1  (mod  8), 

(3)  =  (xy  =  p, 
I  =  s»,  s  =  (A,Vi4-*f). 

Beispiele  für  den  Fall  III(bb). 

1)  OT  =  -51,    -m,  =  17  =  -1  (mod  3), 

(3)  =  ny  =j», 

(tf   =  2+2^17,  «  =  -I+VIt;  a  =  0, 

i  =  (x,  -J+Vi7'-»n  /^ -i+\/i7'-efrf*\/  -i+Vi7'-6'«**\ 

2)  in  =  -6,    -m,  =  2  =   -1  (mod  3), 
(3)  =  (xy  =  P, 

Ht  =  7+14\^,  a  =  l+\/2,   0  =  0, 

I  =  (A,i±v|=.^)  (.,i±fcs^  ^^i+v^-r^^ 

Die  hier  von  uns  untersuchten  14  Fälle ,  nämlich  die  Fälle : 
I(aa),  I(ab),  I(ac),  I(bb),  I(cb),  II(aÄ),  Il(ab),  n(bb),  IlCbc),  n(cb), 
Ill(aa),  III(ab)  Ill(ba)  Ill(bb)  steUen  wir  in  der  Tabelle  XXI 
zusammen,  aus  welcher  wir  leicht  die  Zerlegung  der  rationalen 
Primzahlhauptideale  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Gra- 
des /r(\/— m^,  g, -ö-J  entnehmen  können. 


§14. 

Die  Unterkörper  secliBten  Grades  des  Qalois'schen  Zahlkör- 
pers zwölften  Grades  K{SJm,J^,&\  resp.  JBr(V--i»j,f,^J. 

Wir  haben  in  §  9  kennen  gelernt,  dass  die  Gruppe  der  Sub- 
stitutionen des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  JSl[^nt,t,d), 
resp.  jr(^— m„  C,  ^,)  sieben  Untergruppen :  1,^ ;  1,  r ;  l^tr;  1 ,  rs ; 
l,r«*;  Ijtrs'j  1,  ^r«",  resp.  1,^;  l,r;  l,^r;  l,t$]  1,  fe';  l^rs;  l,r5* 
zweiten  Grades  enthält. 

Die  Gesamtheit  derjenigen  Zahlen  des  Galois'schen  Zahlkor- 
pers  zwölften  Grades  K(^m,  g,  ^) ,  resp.  /^(V— m^,  J,  dj ,  welche 
bei  der  Anwendung  der  Substitutionen  einer  Untergruppe  zweiten 
Grades    ungeändert  bleiben ,    bildet  einen  Unterkörper  sechsten 
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Grades  des  erwähnten  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
if  (v'w,  f,  ^),  resp.  Ki^j^-m^y  C,  \>,).  Im  Ganzen  haben  wir  also 
im  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\^yij%)^  resp. 
JC(^— m",  g,  -Ö-J  sieben  Unterkörper  sechsten  Grades ,  welche  wir, 
den  sie  definirenden  Untergruppen  entsprechend,  als  die  Zahl- 
korper 

K\jt,    Ki^f    ^}Jr,    Ä,r»>   -Ki^««>    Jfl^„   Ki^tr^, 

resp. 

Jfl,<>   ^1^1   ^IMi   Jfj,toj   -84^«)   Jfl,f»>   K\jr^ 

bezeichnen  werden. 

Wir  wollen  nun  eine  nähere  Eenntniss  über  die  Nator  der 
in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K(\[in^  (,  6)^  resp. 
K{\j—m^j  C7  '^i)  liegenden  Unterkörper  sechsten  Grades  gewinnen 
and  beginnen  mit  dem  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölf- 
ten Grades  JST  (\/m,  f,  ^). 

Wir  wissen  bereits,  dass  in  diesem  Falle  die  Gruppe  der 
Substitutionen  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
K{\lm,l,%)  noch  folgende  drei  Untergruppen  sechsten  Grades: 
1,  5,  s^j  tj  tSj  ts^ ;  1,  Sf  s^,  r,  rs,  rs* ;  1,  5,  s*,  fr,  trs,  trs^  enthält ,  welche 
natürlich  .quadratische  Unterkörper  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K  {y[fn^  C,  ^)  und  zwar  der  Reihe  nach  die  qua- 
dratischen Zahlkörper  jC(\/w),  Ä(g),  K(y—3m)  definiren. 

Da  nun  die  Zahlendes  quadratischen  Zahlkörpers  K{^m\ 
resp.  KiX)j  resp.  Z'(V— 3w)  bei  der  Anwendung  der  Substitutio- 
nen: 1,  ty  resp.  l,r,  r5,  r«*,  resp.  1,  tr,  trs,  ff^s^  ungeändert  bleiben, 
so  müssen  sie  auch  in  dem  entsprechenden  Unterkörper  sechsten 
Grades  £1^,  resp.  in  den  entsprechenden  Unterkörpern  sechsten 
Grades  Ki^j  Zi,^,  Zi,r»jj  resp.  Ki^j  Ki^tra,  -^j^««  enthalten  sein. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  der  Zahlkörper  sechsten  Grades 
Kij  den  quadratischen  Zahlkörper  K{\[m\  ein  jeder  der  drei  Zahl- 
körper sechsten  Grades  K\^r^  -^1,»?  ^i,rs>  den  quadratischen  Zahl- 
körper iC(^--3m)  als  Unterkörper  enthält. 

Es  ist  leicht  solche  Zahlen  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper 
zwölften  Grades  K{\Jmyi^%)  zu  finden,  welche  in  irgend  einem 
der  sieben  Unterkörper  sechsten  Grades  liegen,  wohl  aber  in  kei- 
nem quadratischen  Unterkörper,  enthalten  sind. 

Indem  wir  den  Umstand  berücksichtigen,  dass  die  Zahlen  der 
Unterkörper  sechsten  Grades  beü  der '  Anwendung  der  Substitutio- 
nen der  sie  definirenden  Untergruppen  sich  gar  nicht  ändern,  fin- 
den wir,  dass  der  Unterkörper  sechsten  Grades  £*!,«  z.  B.  die  in 
diem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  ir(\/m,  (,  9)  ganzen 

23 
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Zahlen 

«j  =  sd'  +  tsd', 

dann  aber  der  Unterkörper  sechsten  Grades  Ki^  die  ganze  Zahl 
«,,  aber  nicht  a„  «g»  resp.  der  Unterkörper  sechsten  Grades  Ei^ 
die  ganze  Zahl  «j,  aber  nicht  «j,  a„  resp.  der  Unterkörper  sechs- 
ten Grades  Ki^s^  die  ganze  Zahl  «j,  aber  nicht  «p  «,  und  der  Un- 
terkörper sechsten  Grades  Ki^  die  ganzen  Zahlen  d'  and  W",  also 
auch  «j,  aber  nicht  a„  a„  resp.  der  Unterkörper  sechsten  Grades 
^1,(1-8  die  ganzen  Zahlen  sd'  und  tsd;  also  auch  a,,  aber  nicht  a^,  a«, 
resp.  der  Unterkörper  sechsten  Grades  £1,^,1  die  ganzen  Zahlen 
s^d"  und  ts^d",  also  auch  a^,  aber  nicht  a^,  a^  unter  ihren  Zahlen 
enthalten. 

Ein  jeder  Zahlkörper  vom  sechsten  Grade  im  Rationalitäts- 
bereiche  1  besitzt  stets  in  demselben  sechs  conjugirte  Zahlkörper 
sechsten  Grades. 

Wir  wollen  uns  jetzt  die  Aufgabe  stellen,  die  zu  den  Zahl- 
körpern sechsten  Grades  Ki^t,  Ki^,  Kijtr  im  Rationalitätsbereiche  1 
conjugirten  Zahlkörper  sechsten  Grades  zu  finden. 

Wir  können  es  foigendermassen  thun. 

Wir  wissen  dass  die  Zahlkörper  sechsten  Grades  ifi^,  Jfi^, 
iC]>  als  Unterkörper  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften 
Grades  K{\Jm,  g,  %)  enthalten,  dass  also  ihre  Zahlen  aus  den  Zah- 
len des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{\Jmj  (,  d)  zu- 
sammengesetzt sind.  Infolge  dessen  dürfen  wir  in  den  Zahlen 
der  Unterkörper  sechsten  Grades  die  Substitutionen  des  Galois'- 
schen Zahlkörpers  zwölften  Grades  JSr(0w,g, -Ö*)  ausführen.  Wir 
werden  dabei  im  allgemeinen  Falle  aus  einer  Zahl  eines  Unter- 
körpers sechsten  Grades  sechs  von  einander  verschiedene  Zahlen 
bekommen,  deren  Verhalten  wir  jetzt  untersuchen  wollen. 

Zu  dem  Zweck  wählen  wir  in  dem  Zahlkörper  sechsten  Gra- 
des Ki;tj  resp.  K\jr^  resp.  K\^  die  in  demselben  ganze  Zahl 

A  =  «j+Vwi, 
resp. 

A  =  a,+VP3, 
resp. 

A  =  a  +  Kj—im, 
welche  in  der  That  nur  unter  der  Anwendung  der  Substitatio* 
nen  1,^,   resp.  l,r,    resp.  l^tr  ungeändert  bleibt,    also   sicher   in 
K\4,   resp.  JCi^,   resp.  Ki^  enthalten  ist.     Nun  wenden  wir  auf 
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die  ganze  Zahl  Ä   die  Sabstitationen :    Ij  s,  s^^ry  rs^  rs^j  resp.  1,  8 
s\  tSj  ts^f  resp.  1,  8,  «',  t,  is,  ts*  oder  1,  s,  «•,  r,  rs,  rs*  an. 

Es  ist  klar,  dass  der  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^t  die 
ganzen  Zahlen  Ä,  sÄ,  s*Ä,  rA,  rsÄj  rs^Ay  welche  im  Rationalitäts- 
bereiche 1  zu  einander  conjngirt  sind,  zu  gleicher  Zeit  enthält, 
weil  ja 

sa^  =  a„ 
8\  =  «,, 

rsa,  =  Ä„ 

sind,  da  nun  im  Falle  des  Galois' sehen  ZahlkSrpers  zwölften  Gra- 
des K^,  S,  d)  die  Relationen 

tr  ^=^  rt,    ts  =  stj    ts*  =  8%    r8  =  s^r, 

rs'  =  fif,    trs  =  8*tr,  trs*  =  str 
bestehen. 

Daraus  folgt,  dass  der  Zahlkörper  sechsten  Gra- 
des ^1,^,  welcher  den  quadratischen  Zahlkörper  K{\jm) 
als  Unterkörper  und  die  ganzen  Zahlen  a^,  a,,  a,  ent- 
hält, mit  seinen  conjugirten  Zahlkörpern  sechsten 
Grades  identisch,  also  ein  im  Rationalitätsbereiche  1 
Galois'scher  Zahlkörper  ist. 

Wir  wollen  hier  die  sechs  zu  dem  Galois'schen  Zahlkörper 
sechsten  Grades  K\^  conjugirten  und  mit  demselben  identischen 
Zahlkörper  sechsten  Grades  hinschreiben,  indem  wir  den  Galois'- 
schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K\^i  als  den  Zahlkörper  K{a^,  sjm) 
bezeichnen.  Es  sind  nämlich  die  sechs  Zahlkörper  sechsten  Gra- 
des: 

K{a,,\[^\      K{a,,\Jm\      iS:(a.,\/m), 
K{c^,^\Jm),    K{a,,^\f^C),   K{a,,^sjlk). 

Wir  dürfen  den  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^ 
auch  als  den  Zahlkörper  K{a^,  a„  a,,  \jm)  bezeichnen. 

Ein  jeder  im  Rationalitätsbereiche  1  Galois'scher  Zahlkörper 
besitzt  bekanntlich  die  Gruppe  der  Substitutionen  des  Galois'- 
schen Zahlkörpers. 

Es  ist  evident,  dass  der  Galois'sche  Zahlkörper 
sechsten  Grades  £],^,  oder,  was  dasselbe  ist,  Kia^^a^^a^^sjm) 
die  Gruppe  liS^s^^  r^rs^rs^^  als  Gruppe  der  Substitutio- 
nen besitzt. 
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Insbesondere  dürfen  wir  die  ganzen  Zahlen  a^,  a,,  a,  von  Ku 
folgendermassen 

«1  =  »+t^, 

a^  =  s^  +  ts^    —  s(d'+td')  =  soj, 

«3  =  s^d'  +  ts*^  =  /(J^+t»)  =  «•«, 

darstellen. 

Anders  ist  es  mit  den  Zahlkörpern  sechsten  Grades  Kijr  nnd 

Indem  wir  uns  zunächst  zu  der  in  Ki^  genommenen  ganzen 
ZaU  _ 

A  =  a^  +  V^ 

die  sechs  von  einander  verschiedenen  za  einander  im  Bereiche  der 
rationalen  Zahlen  conjugirten  ganzen  Zahlen  Aj  sA,  s^Aj  tA,  tsÄ^ 
ts^A  bilden,  erkennen  wir,  dass  die  in  Rede  stehenden  ganzen 
Zahlen  folgendermassen  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften 
Grades  K{^,ti^)  gruppiert  werden:  die  ganzen  Zahlen  A^  tA, 
resp.  sAj  tsAj  resp.  «M,  ts^A  sind  in  STi.r,  resp,  ä^,  resp.  JTi^ 
enthalten. 

Daraas  schliessen  wir,  dass  der  Zahlkörper  sechs- 
ten Grades  Ki^  kein  im  Bereiche  der  rationalen  Zah- 
len Galois'scher  Zahlkörper  ist,  weil  die  zu  der  gan- 
zen Zahl  A  conjugirten  Zahlen  sA,  tsA,  resp.  sM,  ts*A 
in  dem  Zahlkörper  sechsten  Grades  Khrt,  resp.  f  ]^«t  lie- 
gen, welcher  von  dem  Zahlkörper  sechsten  Grades  £i/ 
verschieden  ausfällt. 

Indem  wir  den  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^  als  den  Zahl- 
körper K  (a^j  i)  bezeichnen,  erhalten  wir  die  folgende  Reihe  der  zu 
Ki^r  im  ßationalitätsbereiche  1  conjugirten  Zahlkörper  sechsten 
Grades : 

js:(«„ö,  2i:(«.,g),  JK^K,e), 

von  denen  die  beiden  in  einer  jeden  verticalen  Colonne  angeführ- 
ten Zahlkörper  sechsten  Grades  mit  einander  und  zwar  mit  dem 
Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^r^  resp.  K\jn^  resp.  K\^  überem- 
stimmen. 

In  derselben  Weise  finden  wir,  indem  wir  die 
sechs  zu  der  ganzen  Zahl 

A  =  «^  +  V^-3m 

Qonjugirten  Zahlen  A^  sA^s^A^  tA^  tsA^  ts^A  oder  A^  sA^  s*Aj 
rAjrsAjTs^A  hinschreiben,  dass  der  Zahlkörper  sechs* 
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ten  Grades  Kijir  kein  im  Rationalitätsbereiche  1  Ga- 
lois'scher  Zahlkörper  ist,  weil  die  sechs  angeführten 
ganzen  Zahlen  folgendermassen  in  dem  Gralois'schen 
Zahlkorper  zwölften  Grrades  JiC(\/w,£,d)  gruppiert  wer- 
den: die  ganzen  Zahlen  A  und 

tA  =  rA, 
resp.  sA  und 

tsA  =  rs^Aj 
resp.  s^A  und 

ts^A  =:  rsA 

sind  in  dem  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^r^  resp. 
K\^^  resp.  K\jträi  enthalten,  wobei  der  Zahlkörper  sechs- 
ten Grades  K\^ny  resp.  Äi'<„;  von  dem  Zahlkörper  sechs- 
ten Grades  K\^ir  verschieden  aasfällt. 

Indem  wir  den  Zahlkörper  sechsten  Grades  K\^tr  als  den  Zahl- 
körper ^^(«1,  ^— 3m)  bezeichnen ,  finden  wir  die  folgenden  zu  Kx^. 
oder,  was  dasselbe  ist,  zu  Ä'(a„  \/— 3m)  im  Bereiche  der  rationalen 
Zahlen  conjugirten  Zahlkörper  sechsten  Grades: 

K(a,,^\/^^in),  ä:(«„-V=3^),  Kia,,^sf^), 

von  denen  jede  zwei  in  einer  verticalen  Coloime  angegebenen 
Zahlkörper  sechsten  Grades  mit  einander  und  zwar  mit  dem  Zahl- 
körper sechsten  Grades  Ki^,  resp.  Kiu-nj  resp.  i^i>«s  identisch  sind. 

Entsprechende  üeberlegongen  lassen  sich  auch  im  Falle  des 
6alüis*schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{\j—m^,  g,  ^,)  durch- 
fahren. 

Wir  finden,  dass  der  Zahlkörper  sechsten  Grades 
K\jtf^  welcher  den  quadratischen  Zahlkörper  K(^3m^) 
als  Unterkörper  und  die  ganzen  Zahlen 

«i  =  ^i  +  tr»t9 
«j  =  s^^  +  trsd'^j 

enthalt,  wobei  bekanntlich  im  Falle^es  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  K(Sj^m,,t,^d  die  Rela- 
tionen 

tr    =^  rtf  ts    =  s%  te*    =  sty    rs  =  sV, 

r«*  =  sr,  trs  =  str,  trs^  =  sHr 

bestehen,  und  welchen  wir  als  den  Zahlkörper  ir(aj,^3mi) 
oder  K{a^j  a„  a^,^Sm^)  bezeichnen  können,  ein  im  Ratio- 
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nalitätsbereiche  1  Galoiß'scher  Zahlkörper,  d.  L  ein 
mit  den  zu  demselben  conjugirten  Zahlkörpern  sechs- 
ten Grrades: 


K(€c,,  V5^J,      Jr(«„  V^,),      K{a,,  SjSm;), 


K{a,,^\ßia;),  K{a,,-\Jdm,\  K{a,,-SjSm,) 

identischer  Zahlkörper  mit  der  Gruppe  der  Substitu- 
tionen 1,  8,  s',  tj  ts,  ts^  oder  1,  5,  s",  r,  rs,  rs*  ist. 

Insbesondere  können  wir  die  ganzen  Zahlen  a^,  a^,  a,  folgen- 
dermassen 

«j  =  sd-^  +  trsd-^  =  s{d'i  +  trd'^  =  «Äi, 

für  den  Fall  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  Kjjr 
darstellen. 

Der  Zahlkörper  sechsten  Grades  Xi,<,  den  wir  als 
den  Zahlkörper  K(cCij^—m^  bezeichnen  wollen,  ist  kein 
im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  Galois'scher  Zahl- 
körper. 

Die  zu  K(a^j  V"~^i)  conjugirten  Zahlkörper  sechsten  Grades 
sind  die  Zahlkörper: 

^^K-V-Wi))  *^(ai^-V-»»i)»  ^(a.,-V-»»i)> 

wobei  jede  zwei  Zahlkörper  sechsten  Grades,  welche  in  einer  ver- 
ticalen  Colonne  stehen,  mit  einander  und  zwar  mit  dem  Zahlkör- 
per sechsten  Grades  Kij,  resp.  Äi,^,  resp.  Jr^^i  identisch  sind  und 
die  beiden  ganzen  Zahlen  ^ö-^,  rdj,  resp.  sd^^,  ^s^^^,  resp.  s^^^,  rs^, 
unter  ihren  Zahlen  enthalten. 

Der  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^rj  welchen  wir 
als  den  Zahlkörper  K'{a^,^)  bezeichnen  wollen,  ist  eben- 
falls kein  im  Rationalitätsbereiche  1  Galois'scher 
Zahlkörper. 

Die  zu  K{a^jQ  conjugirten  Zahlkörper  sechsten  Grades  sind 
die  Zahlkörper 

jr(a„Ö,     K(a,,i\    lir(a3,£), 

wobei  jede  zwei  in  einer  verticalen  Colonne  stehenden  Zahlkörper 
sechsten  Grades  mit  einander  und  zwar  mit  dem  Zahlkörper  sechs- 
ten Grades  Äi,^,  resp.  Äi,r«,   resp.  JKi^r,«    übereinstimmen. 
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§16. 

Zerlegung  der  rationalen  Primzahlhauptideale  in  den  Unter- 
körpern sechsten  Grades  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölf- 
ten Grades  ^(Vw,f,^)  resp.  Jr(V^,f,^,). 

Wir  haben  in  §  9  den  Galois'sehen  ZahlkSrper  zwölften  Gtb," 
des  iC(\/m,  g,-©*),  resp.  K{\J—m^j^,d-i)  auf  Grund  des  biquadrati- 
schen Zahlkörpers  K{^,i)  construirt. 

Eine  andere  Darstellang  für  die  Erzengangsweise  des  Ga- 
lois'sehen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  Ä'(V/wi,g,d),  Te8^.K(^—1n^,i,^^) 
gewinnen  wir,  indem  wir  denselben  relativ  in  Bezug  auf  einen 
jeden  seiner  sieben  Unterkörper  sechsten  Grades  betrachten. 

In  der  That  erkennen  wir,  dass  der  Galois's  che 
Zahlkörper  zwölften  Grades  AT (V^,g,'a'),  resp.  jK'(v/^i,^'^i) 
ein  relativ-quadratischer  Zahlkörper  in  Bezug  auf 
einen  jeden  seiner  sieben  Unterkörper  sechsten  Gra- 
des ist. 

Infolge  dessen  können  wir  ihn  construiren,  indem  wir  zu  dem 
zu  Grunde  gelegten  Zahlkörper  sechsten  Grades  die  Wurzel  einer 
gewissen  in  Bezug  auf  den  Grundzahlkörper  sechsten  Grades  re- 
lativ-quadratischen Gleichung  adjungiren. 

Es  ist  evident,  dass  der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften  Gra- 
des K  (^m,  g,  d)  auf  Grund  des  Galois*schen  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  K,,„  resp.  auf  Grund  eines  jeden  der  drei  nicht-Galois'- 
sehen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^,  ^i^ra,  -^Lr««;  resp.  auf 
Grund  eines  jeden  der  drei  nicht-Galois'schen  Zahlkörper  sechs- 
ten Grades  K],tn  Ki^in,  Ki^tra^  durch  Adjunction  zu  demselben  ei- 
ner Wurzel  einer  der  beiden  relativ-quadratischen  Gleichungen 

x'  +  S  =  0  oder  x^  +  8m  =  0, 

resp. 

a^^m  =  0  oder  x*+9m  =  0, 

resp. 

0^+8  =  0  oder  x*  —  m    =  0, 

und  der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\J—m^y  g,  -Ö-J 
auf  Grund  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  Ki^rj 
resp.  auf  Grund  eines  jeden  der  drei  nicht-Galois'schen  Zahlkörper 
sechsten  Grades  Ki,r,  Ki^rsj  -Kj,««,  resp.  auf  Grund  eines  jeden  der 
drei  nicht-Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Kij,  -Ki.fe,  ä,ö« 
durch  Adjunction  zu  demselben  einer  Wurzel  einer  der  beiden  re- 
lativ-quadratischen Gleichungen : 
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x*+3  =  0  oder  x^  +  m^  =  0, 
resp. 

ii;»+mj=  0  oder  a?*— SWj  =  0, 
resp. 

aj«+3  =  0  oder  x^-^Bni^  =  0 

aafgebaat  werden  können. 

Biese  quadratischen  Gleichongen  sind  in  den  entsprechenden 
Grundzahlkörpern  sechsten  Grrades  irreducibele  Gleichungen,  welche 
in  der  That  als  relativ  in  Bezug  auf  die  Grundzahlkörper  sechs- 
ten Grades  quadratische  Gleichungen  aufgefasst  werden  können, 
weil  ihre  Coefficienten,  welche  den  ganzen  rationalen  Zahlen  gleich 
sind,  in  denselben  liegen. 

Diese  Gleichungen  sind  schon  im  Bereiche  der  rationalen  Zah- 
len Galois'sche  Abersche  Gleichungen,  infolge  dessen  werden  sie 
auch  relativ-Galois'sche-Abelsche  Gleichungen  sein. 

Wir. sehen,  dass  der  Galois' sehe  Zahlkörper 
zwölften  Grades  Z*(\/m,  g,  -O*)  in  Bezug  auf  denGa- 
lois' sehen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K\jt^  resp. 
auf  den  nicht-Galois'schenZahlkörper  sechsten 
Grades  £],r,  bez.  K\^s ,  b e z.  ifi,r«8 >  resp.  auf  den  nicht- 
Galois' sehen  Zahlkörper  sechsten  Grades  £i^ 
bez.  JEi,fr5,  bez.  Ki^t^'i  die  Relativ-Gruppe  1,^,  resp. 
1,  r,  b e z.  1,  r5,  bez.  1,  rs*,  resp.  1,  ^r,  b e z.  1,  irs^  bez.  1,  trs^ 
und  der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften  Gra- 
des K{\J—m^yl,^^)  in  Bezug  auf  den  Galois' sehen 
Zahlkörper  sechsten  Grades  K^jtr ,  resp.  auf  den 
nicht-Galois' sehen  Zahlkörper  sechsten  Grades 
K\,ry  bez.  jBTi.r.,  bez.  Ki^ra'^ ,  resp.  auf  den  nicht-G alois'- 
schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K\ji^  bez,  -^1,^, 
bez.  Kx^i  die  Relativ-Gruppe  1, ^r,  resp.  l,r,  bez.  l,rs 
bez.  l,rs',   resp.  1,^,   bez.   1, <ä,   bez.   1, ^s*  besitzen. 

Die  angeführten  Relativ-Gr uppen  sind  Abel- 
sche  cyklische  Gruppen. 

Wir  können  sagen: 

Der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grades 
jr(Vw,C,^),  r e s p.  Z'(V— Wj,  C, -ö",)  ist  ein  relativ-Galois- 
scher-Aberscher-cyklischer  Zahlkörper  vom  Rela- 
tivgrade zwei  in  Bezug  auf  einen  jeden  seiner  sie- 
ben Unterkörper  sechsten  Grades. 

Wir  wollen  uns  jetzt  die  Aufgabe  stellen  die  Zerlegung  der 
rationalen  Frimzahlhauptideale  in  den  Unterkörpern  sechsten 
Grades  zu  studieren. 
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Zu  dem  Zweck  werden  wir  die  Eigenschaften  der  Zerlegnngs- 
körper,  Trägheitskörper  und  Verzweigungskorper  der  Primideale 
des  Gralois' sehen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{\/m,  C,  d) ,  resp. 
ir(V— mj,  f ,  -Ö-j)  benutzen  können ,  weil  die  Primideale  der  Unter- 
körper sechsten  Grades  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  JI(V/wi,  f, -a-),  resp.  K{y—m^,i,&^)  natürlich  sich  aus  den 
Primidealen  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
Z(V^m,  5,  d),  resp.  K(^—m^^  C,  -&•,)  bilden  lassen. 

Wir  müssen  also  die  Zerlegungsgruppen,  Trägheitsgruppen 
mid  Verzweigungsgruppen  der  Primideale  des  Galois'schen  Zahl- 
korpers  zwölften  Grades  K{\Im^  f,  d\  resp.  K{\j—m^y  C,  ^j)  angeben. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  überstrichenen  Verzweigungs- 
korper eventuell  nur  für  die  Primidealfactoren  von  (2)  und  (3) 
auftreten  können. 

Zur  Bestimmung  des  höchsten  Exponenten  L  in  der  Congruenz 

FÄ-Ä  =  0  (mod  n?^), 

worin  Sl  alle  ganzen  Zahlen  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  K{\JM^i,  ^),  resp.  jS!'(V— w„  g, -d-,)  durchlaufen  soll,  SB  ein 
ambiges  Primideal  von  K(ylm^f^,%)^  resp.  -K'(^— w^,  f,  ^ö*,)  bedeutet 
und  V  aUe  Substitutionen  der  Verzweigungsgruppe  von  SB  durch- 
laufen muss,  können  wir  den  uns  wohlbekannten  Satz  aus  der 
Theorie  des  Eummer'schen  Zahlkörpers  anwenden,  indem  wir  den- 
selben folgendermassen  aussprechen. 

Satz  Ä.  Wenn  ein  Primideal  to  des  biquadrati- 
schen Zahlkörper  s  jr(V^m,  g)  in  dem  beliebigen  Zahl- 
körper zwölften  Grades  jBr(^w,t,^)  gleich  der  drit- 
ten Potenz  eines  ambigen  Primideals  SB  wird,  so  ent- 
halten die  Belativdiscriminante  des  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K{sjm^  g,  d)  und  einer  in  -K'(V^,  5,  ^)  gan- 
zen Zahl  Aj  welche  congrnent  0  nach  SB,  aber  nicht 
nach  SB'  ausfällt,  in  Bezug  auf  £'(^m,  g)  genau  die 
gleiche  Potenz  von  Xo  als  Factor.  Jede  ganze  Zahl 
A  von  K{>Jm^l,&)  lässt  sich  dann  in  der  Form 

ß 
darstellen,  wobei  ä,  öj,  ä„  ß  ganze  Zahlen  inEQjmjt)  be- 
deuten,  und  ausserdem  das  Hauptideal  (/3)  prim  zu  tt) 
ausfällt. 

Wir  beginnen  mit  dem  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K(^m,Cjd')f  in  welchem  die  ganze  Zahl  d-  die 
Eigeaechaften : 
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besitzt. 


Die  Primideale  der  Qruppe  iCa)  des  Gtalois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Qrades  K(\Jmj  t,  ^)- 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(aa). 
Das  ambige  Primideal  5ß,  resp.  ^,  resp.  r^,  resp.  tt^  ersten 
Grades  besitzt  als  Zerlegongsgrnppe  and,  infolge  der  Relation 

auch  als  Trägheitsgruppe  die  Gruppe  1,  5,  s*.  Die  Verzweigunga- 
igruppe  eines  jeden  der  Primideale  dieser  Gruppe  besteht  nur  aas 
der  identischen  Substitution  1,  weil  ihr  Grad  stets  eine  Potenz 
von  p  sein  soll,  also  nur 

sein  kann.  Für  die  Primideale  dieser  Gruppe  stimmen  die  Zer- 
legungskörper und  Trägheitskörper,  resp.  Verzweigungskörper  mit 
dem  biquadratischen  Zahlkörper  K{\Jrn,^,  resp.  mit  dem  Gralois- 
sehen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\jm,  g,  &)  überein. 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(ab). 
Die  Primideale  $ß,  s%  s^%  t%  ts%  ts^%  r%  r8%  rs^,  tr% 
^rs$ß,  trs^  ersten  Grades  besitzen  alle  dieselbe  Zerlegungsgruppe, 
welche  nur  die  identische  Substitution  1  allein  enthält.  Für  die 
Primideale  dieser  Gruppe  sind  die  Zerlegungskörper  mit  dem  Gra- 
lois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K  ( ^m,  g,  d)  identiscL 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(ac). 

Die  Zerlegungsgruppe  des  Primideals  ?P,  resp.  <$,  resp.  r% 
resp.  ^r5ß  dritten  Grades  ist  die  Gruppe  1,  ä,  5*.  Die  Trägheits- 
gruppen dieser  Primideale  dürfen  nur  aus  der  identischen  Sabsti- 
tion  1  bestehen,  wie  es  aus  der  Relation 

r.  =  fr, 

folgt.  Für  ein  jedes  Primideal  dieser  Gruppe  stimmt  der  Zer- 
legungskörper,  resp.  Trägheitskörper  mit  dem  biquadratischen 
Zahlkörper  K(\jm,  f) ,  resp.  mit  dem  Galois'schen  Zahlkörper 
zwölften  Grades  K{\jm,  f ,  &)  überein. 

Die  Primideale  der  Qruppe  I(b)  des  Gtalois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Ghrades  K{slm,  l,  d). 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(bb). 
Das  Primideal  p,   resp.  t)f  von  K{\jm^j^  der  Gruppe  I(b)  ist 
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in  dem  quadratischen  ZahlkSrper  K(t)  enthalten,  d.  h.,  dass  es  bei 
der  Anwendung  der  Sabstitation  r  sich  nicht  ändern  darf.  Dar- 
aas folgt,  dass 

ist.  Nach  dem  Fundamentalsatze  über  die  eindeutige  Zerlegung 
eines  Ideals  in  Primideale  muss  die  Relation 

^  =  r% 
oder 

5ß  =  r8% 
oder 

bestehen.  Daraus  schliessen  wir,  dass  die  Zerlegungsgruppe  des 
Frimideals  ^,  resp.  fSß  die  Gruppe  l,r,  oder  l,rs,  oder  l,rs',  des 
Primideals  s^,  resp.  ts^  die  Gruppe  l,r5,  oder  l,rs*,  oder  l,r, 
des  Primideals  s'^ß,  resp.  ts*^  die  Gruppe  1,  rs",  oder  l,r,  oder  l^rs 
ist.    Da  nun  alle  Primideale  dieser  Gruppe  den  Grad 

besitzen,  so  werden  ihre  Trägheitsgruppen  nur  aus  der  identischen 
Substitution  1  bestehen.  Für  die  beiden  Primideale  ?ß,  ^,  resp. 
8%  te^,  resp.  Ä*5ß,  ts^  dieser  Gruppe  stimmen  ihre  Zerlegungs- 
kSrper  mit  dem  nicht  -  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades 
-Kl/-,  oder  Äi,„,  oder  üCr^««,  resp.  Äi,r«,  oder  Kir^  oder  Äi.r,  resp. 
Ä^i,  oder  Äi,r,  oder  Ki,rs  überein;  die  Primideale  dieser  Gruppe 
besitzen  alle  denselben  Trägheitskörper,  welcher  mit  dem  Galois- 
schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K(s/m,  t,  d)  identisch  ist. 

Die  Primideale  der  Qruppe  I(c)  des  Oalois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Qrades  K{\/mj  $,  d). 

Die  Primideale  der  Gruppe  I(cb). 

Das  Primideal  p  des  biquadratischen  Zahlkörpers  K{\fin,i) 
der  Gruppe  I  (c)  bleibt  bei  der  Anwendung  der  Substitution  r  un- 
geändert.     Infolgedessen  muss  entweder 

oder 

?  =  r$% 

oder 

5ß  =  rs^ 
sein,  weil  ja 

ausfallt  und  der  aus   der  Idealtheorie  bekannte  Fundamentalsatz 
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Über  die  eindeutige  Zerlegung  eines  Ideals  in  Primideale  befrie- 
digt werden  mnss.  Daraus  schliessen  wir,  dass  die  Zerlegungs- 
gruppe der  beiden  Primideale  $  und  ^,  resp.  ^  und  ts^,  resp. 
s^  und  te*Sß  die  Gruppe  l,r,  oder  l,r«,  oder  Ijrs",  resp.  I,r5,  oder 
l,r5",  oder  l,r,  resp.  l,rs',  oder  l,r  oder  1/5  ist.  Infolge  der  Re- 
lation 

worin 

ausföUt,  müssen  die  beiden  Primideale  $  und  t^,  resp.  «$  und 
ts^,  resp.  5*$  und  /^'$  die  mit  ihren  Zerlegungsgruppen  identi- 
schen Trägheitsgruppen  besitzen.  Für  ein  jedes  der  angeführten 
Primideale  dieser  Gruppe  darf  die  Verzweigungsgruppe  nur  aus 
der  identischen  Substitution  1  bestehen.  Für  die  beiden  Prim- 
ideale %  f^y  resp.  5?ß,  fe?ß,  resp.  5*Sß,  fe*Sß  dieser  Gruppe  stimmen 
ihre  Zerlegungskörper  und  Trägheitskörper  mit  dem  nicht-Gulois- 
schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  £1^  oder  Ki^n,  oder  üTiv^t,  resp. 
-Ki^,,  oder  Ki^j  oder  Ki^r,  resp.  Ki^sh  oder  Ki^rj  oder  JCi,«  überein; 
die  Primideale  $,  s^y  s*^,  t^,  ts^j  ts*^  dieser  Gruppe  besitzen 
alle  denselben  Yerzweigungskörper,  welcher  mit  dem  Galois'schen 
Zahlkörper  zwölften  Grades  K{^m,  £,  d)  identisch  ist. 

Die  Primideale  der  Gruppe  n(a)  des  CJalois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades  K(\Jm,  t,  d). 

Die  Primideale  der  Gruppe  Il(ab). 

Das  Primideal  p  der  Gruppe  11  (a)  von  K{\/mj  f)  bleibt  bei 
der  Anwendung  der  Substitution  t  ungeändert,  weil  es  in  dem 
quadratischen  Zahlkörper  K(\/m)  enthalten  ist.    Infolgedessen  muss 

5ß  =  t^, 


oder 


oder 


5ß-  ts% 


sein,  weil  ja 

ausfallt.  Da  aber  im  Falle  des  Galois' sehen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  K{sjmy  g,  %)  die  Substitutionen  l^ts^  resp.  l|fo'  keine  Gruppe 
ausmachen,  so  muss 

sein.    Wir  erhalten  hier  folgendes  Resultat:   ein  jedes  der  Prim- 
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ideale  %  s%  ^%  r%  rs^j  rs*^  besitzt  die  ans  den  Substitutionen 
1,^  bestehende  Zerlegungsgruppe.  Alle  Primideale  der  Gruppe 
n(ab)  sind  vom  zweiten  Grade.  Infolgedessen  wird  hier  für  alle 
Primideale  die  Trägheitsgruppe  nur  aus  der  identischen  Substitu- 
tion 1  bestehen,  wie  aus  der  Relation 

r,  =  fr, 

folgt.  Die  überstrichenen  Yerzweigungsgruppen  treten  hier  nicht 
auf,  wenn  p  auch  gleich  2  im  Falle 

m  =  1  (mod  8) 

wird,  weil  sogar  die  Verzweigungsgruppen  hier  nicht  vorhanden 
sind.  Für  alle  Primideale  dieser  Gruppe  stimmen  die  Zerlegungs- 
korper,  resp.  die  Trägheitskorper  mit  dem  Galois'schen  Zahl- 
körper sechsten^  Grades  ^i^  resp«  mit  dem  Galois'schen  Zahl- 
körper zwölften  G-rades  K  (^m,  g,  ff)  überein ;  die  überstrichenen 
YerzweigungskÖrper  sind  auch  für  p  gleich  2  nicht  vorhanden. 

Die  Primideale  der  Gruppe  11  (ac). 
Das  Primideal  ^,  resp.  r$   sechsten  Grades  besitzt  als  Zer- 
legongsgruppe   die  Gruppe  1,  s,  s*,  tj  ts^  ts^',   die  Trägheitsgruppe 
dieser  Primideale  darf  nur  aus  der  identischen  Substitution  1  be- 
stehen, weil  in  diesem  Falle 

ausföUt  und  die  Relation 

^  =  fr, 

befriedigt  werden  muss.  Die  überstrichenen  Verzweigungsgruppen 
treten  hier  nicht  auf,  auch  im  Falle,  dass 

w  =  1  (mod  8) 

wird,  wobei  p  gleich  2  sein  kann,  weil  hier  sogar  die  Yerzwei- 
gungsgruppen nicht  vorhanden  sind.  Für  die  Primideale  dieser 
Gruppe  stimmen  die  Zerlegungskörper,  resp.  Trägheitskörper  mit 
dem  quadratischen  Zahlkörper  K{^ni),  resp.  mit  dem  Galois'schen 
Zahlkörper  zwölften  Grades  K(\jmj  £,  d)  überein.  Die  überstri- 
chenen Verzweigungskörper  treten  hier  nicht  auf,  wenn  auch  p 
gleich  2  wird. 

Die  Primideale  der  Qmppe  n(b)  des  Gtalois'sGhen  Zahl* 

körpers  zwölften  Ghrades  K{\/mj  e,  d). 

Die  Primideale  der  Gruppe  11  (ba). 
Das  ambige  Primideal  $,    resp.  t^  besitzt   als   Zerlegungs- 
gruppe die  Gruppe  1,  ^,  «',  tr,  trs^  trs^f  weil 


366 

^  =  tr^ 

stets  ausfällt,  was  wir  leicht  aus  der  Gestalt  des  Primideals 

«ß  =  (}),»)' 
schliessen  können,  weil 

p  ^  trp 
und 

«•  =  tra 

sind.  Da  nun  der  Grad  von  ?|J,  resp.  tSß  gleich  2  ist,  so  wird 
seine  Trägheit sgrnppe  gleich  der  Gruppe  1,  5,  5*  sein;  die  Ver- 
zweigungsgruppen der  Primideale  dieser  Gruppe,  auch  für  p  gleich 
2  im  Falle 

w  =  6  (mod  8), 

können  nur  aus  der  identischen  Substitution  1  bestehen,  weil  der 
Grad  der  Verzweigungsgruppe  stets  einer  Potenz  von  p  gleich 
sein  soll,  also  nur  gleich 

p'  =  1 

sein  kann.  Die  überstrichenen  Verzweigungsgruppen  werden  hier 
auch  für  die  Primidealfactoren  von  (2)  nicht  vorhanden  sein.  Für 
die  Primideale  dieser  Gruppe  stimmen  die  Zerlegungskörper,  resp. 
Trägheitskörper,  resp.  Verzweigungskörper  mit  dem  quadratischen 
Zahlkörper  -K'(\/— 3m),  resp.  mit  dem  biquadratischen  Zahlkörper 
K{\jmj  f),  resp.  mit  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades 
K{\ln%.  f,  ^)  überein. 

Die  Primideale  der  Gruppe  n(bb). 
Aus  der  Gestalt  des  Primideals  ^  schliessen  wir,  dass 

5ß  =  ^? 
ausfallt,  weil 

5ß  =  (}),  ^a) 

%^  =  trd' 
und 

a  =  tra 

sind,  weil  ja  a  in  dem  quadratischen  Zahlkörper  ir(V— 3m)  ent- 
halten ist.  Daraus  sehen  wir,  dass  die  Primideale  ^,  t^,  resp. 
s^,  ts^,  resp.  $'$,  ts*^  dieselbe  Zerlegungsgruppe,  nämlich  die 
Gruppe  Ijtr,  resp.  Ijtrs,  resp.  l^trs*  und  infolge  der  Relation 

^  =  frtj 
worin  für  alle  Primideale  dieser  Gruppe 

f=2 
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wird,  die  nur  ans  der  identischen  Substitation  1  bestehenden  Träg- 
heitfigmppen  besitzen.  Die  überstrichenen  Verzweigungsgrappen 
können  hier  auch  für  die  Frimidealfactoren  von  (2)  im  Falle 

m  =  5  (mod  8) 

nicht  existieren,  weil  sogar  die  Verzweigungsgrappen  für  diese 
Primideale  nicht  vorhanden  sind.  Die  Zerlegongskörper  der  Frim- 
ideale  5ß,  r%  resp.  s^,  rs%  resp.  s*%  rs*^  dieser  Gruppe  stimmen 
mit  dem  nicht-Gralois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^,  resp. 
Kijtn  j  resp.  Ki^ni  überein.  Für  alle  Frimideale  dieser  Gruppe  sind 
die  Trägheitskörper  mit  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften 
Grades  K(^m,  J,  d')  identisch.  Die  überstrichenen  Verzweigungs- 
korper  treten  auch  für  die  in  (2)  aufgehenden  Frimideale  dieser 
Gruppe  nicht  auf. 


Die  Primideale  der  Qrappe  ncc)  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades  K  {\Jm,  S,  a*). 

Die  Frimideale  der  Gruppe  n(cb). 
Aus  der  Gestalt  des  Primideals 

ist  klar,  dass 

ausfallt,  weil 

P  =  trp, 

und 

a  =  tra 

sind,  weil  das  Frimideal  )f  der  Gruppe  II  (c)  von  K(\Jni,  j)  und  die 
ganze  Zahl  a  in  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{\/—3m)  enthalten 
sind.    Ausserdem  muss  stets  die  Gleichung 

bestehen,  weil  p  bei  der  Anwendung  der  Substitution  t  ungeän- 
dert  bleibt,  da  nun  das  Primideal  p  der  Gruppe  II  (c)  von  K{\/m,  t) 
auch  in  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{^m)  liegt.  Es  wird  also 
entweder 

oder 

oder 

$  =  ts^ 

sein.    Es  ist  klar,  dass  ^  mit  t^  identisch  sein  muss,   weil  die 
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Substitutionen  1,^^,  resp.  I,t8^  keine  Gruppe  im  Falle  des  Gralois- 
schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  Ä^(0w,  f,  &)  bilden.  Da  aber 
bekanntlich  das  Primideal  $  mit  dem  Frimideal  tr^  übereinstimmt, 
so  müssen  die  Gleichungen 

5ß  =  ^5ß  =  r$ß  =  tr^ 

bestehen«  Wir  können  daraus  schliessen,  dass  die  Zerlegnngs- 
gruppe  des  Primideals  ^,  resp.  5$,  resp.  s^,  wobei  der  Grad 
desselben 

f=2 

ausfällt,  die  Gruppe  1,  t,  r^  tr ,  resp.  1,  /,  rs,  trSj  resp.  1,  f,  rs\ 
trs^  ist.  Nun  müssen  wir  die  Trägheitsgruppe  des  Primideals  $ 
resp.  s%  resp.  s^  bestimmen.    Ist  insbesondere 

m  ^  1  (mod  4), 
also 

m  =  2  (mod  4), 
resp. 

m  =  3  (mod  4), 

so  wird  zu  den  Primidealen  p  der  Gruppe  11  (c)  von  K{^my  £) 
auch  das  Primideal 

p  =  (2,  \/m)  =  (2,  >f^, 
resp. 

p  =  {2,l  +  \Jm)=  {2,1  +  Sf=dai) 

gehören.    Infolge  der  Relation 

muss  die  Trägheitsgruppe  des  Primideals  $  entweder  die  Gruppe 
1,  t,  oder  1,  r,  oder  1,  tr  sein.  Es  ist  klar,  dass  die  Trägheits- 
gruppe eines  jeden  der  nicht  in  (2)  aufgehenden  oder  in  (2)  auf- 
gehenden Primideale  $  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  Ä'(V»w,  f,  ^ö")  der  Gruppe  11  (cb)  stets  die  Gruppe  1,  r  sein 
soll,  weil  wir  stets  solch  eine  ganze  Zahl  A  in  K{^,  C,  ^)  finden 
können,  dass 

resp. 

a  =  trSl 

weder  nach  dem  nicht  in  (2),  noch  nach  dem  in  (2)  aufgehenden 
Primideal  $  der  Gruppe  U(cb)  ausfallt.    Es  genügt  schon 
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anzanehmen.    Wir  sehen,  dass  die  ganze  Zahl 

a-ta  =  \Pd  =  0, 

resp. 

ß-^rß  =  Sf^  =  0 

weder  nach  {p,  Sjm) ,   noch  nach   (2,  y/m)  oder  (2, 1  +  sjm)  aasfällt, 

da  nun  die  Zahlen ,  ^—  keine  ganzen  Zahlen  in  K{^m,  f,  d) 

sind.  Hierans  folgt ,  dass  die  Trägheitsgrappe  des  Primideals  % 
resp.  s5ß,  resp.  s*^  die  Gruppe  l,r,  resp.  I,r5,  resp.  l,rs*  wird. 
Es  ist  ausserdem  evident,  dass  für  alle  nicht  in  (2)  aufgehenden 
Primideale  5ß  der  Gruppe  11  (cb)  die  Verzweigungsgruppen  nur 
aus  der  identischen  Substitution  1  bestehen  dürfen,  weil  ihr  Grad 
stets  gleich  einer  Potenz  von  p  sein  soU,  also  nur  gleich 

im  Falle,  dass  p  von  2  verschieden  ausfällt,  sein  kann.  Nun 
wollen  wir  die  in  (2)  aufgehenden  Primideale  der  Gruppe  11  (c) 
von  K{^m,  g),  d.  h.  die  Primideale 

p  =  (2,  \/m)  =  ^8^8% 
resp. 

p  =  (2,l  +  S/m)=  5ßs$ß.««$P 

ins  Auge  fassen.  Um  hier  die  Verzweigungsgruppen  der  Prim- 
ideale ^,  s^,  s^  zu  finden,  wollen  wir  die  folgende  Eigenschaft 
des  Grades  der  Verzweigungsgruppe  benutzen^); 

DerGradr.  der  Verzweigungsgruppe  einesPrim- 
ideals,  welches  in  dem  rationalen  Primzahlhaupt- 
ideal (jp)  als  Factor  aufgeht  und  selbst  den  Grad 
gleich  /'besitzt,  genügt  der  Relation 

worin  die  ganze  rationale  Zahl  h  stets  ein  Teiler 
von  p^"^  ist. 

Da  nun  in  unserm  Falle  hier 

|/-1  =  2«-l  =  3 
mid 

r,  =  2 

aasfallen,  so  mass  die  ganze  rationale  Zahl 

h  =  1 


1)  ,B«rieht«  p.  254. 

24 
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sein.  "Wir  sehen  also,  dass  die  Verzweigungsgruppe  des  in  (2) 
aufgehenden  Frimideals  $,  resp.  s^,  resp.  s^  mit  seiner  Trag- 
heitsgruppe  l,r,  resp.  l^rs,  resp.  l,rs^  übereinstimmen  soll.  Es  ist 
klar,  dass  für  diese  Frimideale  %  s^,  s*^  die  überstrichenen  ond 
zwar  nur  die  einmal  überstrichenen  Verzweigungsgruppen  vor- 
handen sind,  welche  nur  aus  der  identischen  Substitution  1  be- 
stehen dürfen.  Wir  können  sagen,  dass  für  das  iu  (2)  nicht  auf- 
gehende oder  in  (2)  aufgehende  Primideal  5ß,  resp.  s^,  resp.  s^ 
der  Gruppe  II  (cb)  der  Zerlegungskörper  mit  demjenigen  Zahl- 
körper übereinstimmt,  welcher  durch  die  Gruppe  1,  t^  r,  tr^  resp. 
1,  tj  rs,  trSj  resp.  1,  t,  rs^  trs*  definirt  ist,  also  ein  cubischer  Zahl- 
körper sein  wird ;  der  Trägheitskörper  des  nicht  in  (2)  oder  in 
(2)  aufgehenden  Primideals  5ß,  resp.  sSß,  resp.  s*^  der  Gruppe 
n(cb)  ist  mit  dem  nicht- Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades 
Jifi,r,  resp.  Ki^ ,  resp.  Ki,««  identisch ;  der  Verzweigungskörper  des 
nicht  in  (2)  aufgehenden  Primideals  5ß,  resp.  s?ß,  resp.  s^  der 
Gruppe  II  (cb)  stimmt  mit  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwöKten 
Grades  K{\Jm^  £,  %)  überein ;  dagegen  muss  aber  der  Verzweigungs- 
körper des  in  (2)  aufgehenden  Primideals  ^,  resp.  s^,  resp.  s^ 
der  Gruppe  11  (cb)  mit  dem  nicht-Galois' sehen  Zahlkörper  sechsten 
Grades  Äi,r,  resp.  ä^,,  resp.  Äi,„a  identisch  sein;  für  das  in  (2) 
aufgehende  Primideal  ?ß,  resp.  s^,  resp.  s^  der  Gruppe  11  (cb)  ist 
der  einmal  überstrichene  Verzweigungskörper  vorhanden  und  zwar 
wird  es  der  Galois*sche  Zahlkörper  zwölften  Grades  Ä(V^m,  J,  ^) 
selbst  sein. 

Die  Primideale  der  Chnppe  mca)  des  GkJois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Orades  K{\Jm,  g,^). 

Die  Primideale  der  Gruppe  in(aa). 

Das  Primideal  S,  resp.  rß  der  Gruppe  III  (aa)  besitzt  als  Zer- 
legungsgruppe die  Gruppe  1,  s,  5*,  ^,  ts^  t$^,  weil  das  ambige  Prim- 
ideal 2,  resp.  rS  bei  der  Anwendung  der  Substitution  t  sich  nicht 
ändern  darf,  da  nun 

l  =  fl, 
resp. 

rl  =  M, 
also 

resp« 

ausfallen.    Infolge  der  Relation 


371 

wobei  hier 

/  =  1 

ausfallt,  muss  die  Trägheitsgrnppe  für  das  Primideal  S,  resp.  rS 
mit  seiner  Zerlegnngsgrappe  identisch  sein.    Da  nun 

1/-1  =  3-1  =  2 

ist  und  die  ganze  rationale  Zahl 

&  =  1 

oder 

A  =  2 

sein  kann,  so  müssen  die  ganzen  rationalen  Zehlen  r^  nnd  h  die 
Werte: 

r,  «  ^  _  -^  _  3, 

Ä  =  2 

besitzen,  weil  r,  eine  Potenz  von  3  sein  soll.  Daher  wird  die 
Verzweigungsgruppe  von  S,  resp.  r2  die  Gruppe  1,  s,  «'  sein.  Da 
nun  die  ßelativdiscriminante  D^  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwöKten  Grades  K(\Jm,  f,  ä)  in  Bezug  auf  den  biquadratischen 
Zahlkorper  K{\[m^  J;)  genau  den  Hauptidealfactor  (3)*  enthält,  also 
genau  durch  S*®«rß*®  teilbar  ist,  so  wird  infolgedessen  der  wohl- 
bekannte höchste  Exponent  L  in  der  Congruenz 

St-vSl^O  nach  S^  resp.  rS* 

gleich  3  sein.  Es  wird  hier  also  die  einmal  überstrichene  Ver- 
zweigungsgruppe  vorhanden  sein,  welche  für  das  Primideal  S, 
resp.  rß  nur  aus  der  identischen  Substitution  1  bestehen  darf. 
Für  das  Primideal  ß,  resp.  rß  der  Gruppe  UI  (aa)  stimmt  der  Zer- 
legungskörper und  der  Trägheitskörper,  resp.  Verzweigungskörper, 
resp.  der  einmal  überstrichene  Verzweigungskörper  mit  dem  qua- 
dratischen Zahlkörper  K{Slw)y  resp.  mit  dem  biquadratischen  Zahl- 
körper K{^M,^)y  resp.  mit  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften 
Grades  K  {sjm,  g,  %)  überein. 

Die  Primideale  der  Gruppe  111  (ab). 
Die  Primideale  ß,  «ß,  s"ß,  rß,  r«ß,  rs'ß  der  Gruppe  111  (ab), 
welche  alle  den  Grad 

haben,  besitzen  als  Zerlegungsgruppe,  resp.  Trägheitsgruppe,  resp. 
Verzweigungsgruppe  die  Gruppe  1,  t,  resp.  1,  t,  resp.  die  identische 
Substitution  1,  weil  infolge  der  Gleichung 

24* 
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I  =  tl 
oder,  was  dasselbe  ist,  der  Gleichung 

stets  die  Relation 

2  =  t2 

bestehen  mnss,  da  nun  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkorpers 
zwölften  Grades  Kisjm,  g,  6)  die  Substitutionen  l,te ,  resp.  l,te* 
keine  Gruppe  ausmachen,  und  ausserdem  die  Trägheitsgruppe  eines 
jeden  dieser  Frimideale  mit  seiner  Zerlegungsgruppe  1,^  infolge 
der  Relation 

^  =  fr, 

übereinstimmen  soll,  die  Yerzweigungsgruppe  eines  jeden  dieser 
Primideale,  wobei  die  ganze  rationale  Zahl  r^  eine  Potenz  von  3 
sein  muss,  nur  aus  der  identischen  Substitution  1  bestehen  darf. 
Die  überstrichenen  Verzweigungsgruppen  sind  für  diese  Primideale 
nicht  vorhanden.  Für  alle  Primideale  der  Gruppe  lU  (ab)  stimmen 
die  Zerlegungskörper  und  Trägheitskörper,  resp.  Verzweigungs- 
körper mit  dem  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Kxi^ 
resp.  mit  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\]m^  g,  ^) 
überein.  Die  überstrichenen  Verzweigungskörper  treten  für  die 
Primideale  der  Gruppe  Ill(ab)  nicht  auf. 

Die  Primideale  der  Gruppe  in(ac). 
Das  Primideal  ß,  resp.  rß  der  Gruppe  HI  (ac)  besitzt  den  Grad 

Die  Zerlegungsgruppe  von  ß,  resp.  rß  ist  die  Gruppe  1,  5,  s*,  <, 
te,  ts^]  die  Trägheitsgruppe  von  ß,  resp.  rß  besteht  infolge  der 
Relation 

r.  =  fr. 

aus  den  Substitutionen  1,^;  die  Verzweigungsgruppe  von  ß,  resp. 
rß  kann  nur  die  identische  Substitution  1  enthalten,  weil  ihr  Grad 
r,  gleich  einer  Potenz  von  3  sein  soll.  Die  überstrichenen  Ver- 
zweigungsgruppen treten  für  fl,  rß  nicht  auf.  Wir  können  sagen, 
dass  für  ein  jedes  Primideal  der  Gruppe  III  (ac)  der  Zerlegungs- 
körper, resp.  Trägheitskörper,  resp.  Verzweigungskörper  mit  dem 
quadratischen  Zahlkörper  K{\fm)j  resp.  mit  dem  Galois'schen  Zahl- 
körper sechsten  Grades  K\jt,  resp.  mit  dem  Galois'schen  Zahl- 
körper zwölften  Grades  J^(\/m,  C,  ^)  identisch  ist.  Der  überstri- 
chene  Verzweigungskörper  ist  für  das  Primideal  ß,  resp.  rß  der 
Gruppe  in(ac)  nicht  vorhanden. 
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Die  Primideale  der  Gruppe  mcb)  des  Oalois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades  K(\Jfn,  l,  %). 

Das  Primideal  der  Gruppe  in(ba). 
Das  ambige  Frimideal  S  vom  G-rade 

/•=2 

der  Gruppe  III  (ba)  besitzt  als  Zerlegnngsgrnppe  die  Grappe 
zwölften  Grades  1,  s,  s*,  t,  ts,  ts*,  r,  rs,  rs*,  tr,  trs,  trs'.  In  der 
That  bleibt  das  Frimideal  t  der  Grappe  III  (b)  von  K{\Jm,  0  un- 
geändert  bei  der  Anwendung  der  Sabstitationen  1,  t,  r,  tr.  In- 
folgedessen müssen  die  Gleichongen : 

8»  =  t2*, 
S»  =  r8», 
ß«  =  tr2' 

und  daher  aach  die  Gleichongen: 

S  =  <S, 
2  =  rS, 
S  =  tr2 

« 

bestehen.  Die  Trägheitsgruppe  von  2  kann  nur  die  Gruppe 
sechsten  Grades  1,  s,  s",  t,  ts,  ts*  sein,  weil  die  Trägheitsgruppe 
von  S,  welche  eine  Untergruppe  der  Zerlegungsgruppe  von  fi  sein 
soll,  die  Substitutionen  r  und  tr  nicht  enthalten  darf.  Es  ist 
leicht  solch  eine  im  Galois' sehen  Zahlkörper  zwölften  Grades 
K{\Jm,  £,  d)  ganze  Zahl  ß  zu  finden,  dass 

£1  ^  rSl  (mod  S), 
ß  ^  trSl  (mod  S) 

ausfallt.    Es  genügt  schon 

a  =  Sjin 
anzunehmen,  weil 

a— rß  =  2\Jm^  0  (mod  S), 
a-^trSl  =  2  Vm  ^  0  (mod  ß) 

sind.    In  diesem  Falle  wird 

i/-l  =  3*-l  =  8; 

es  kann  also  h  nur  gleich  1,  oder  2,  oder  4  sein.    Da  nun 

_  21  _  i2 
^^  ~   h    ~    h 

eine  Potenz  von  3  sein  soll,  so  müssen  h  und  r.  die  Werte : 
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Ä  =  4, 
^  =  3 

besitzen.  Die  Verzweigtmgsgruppe  von  S  darf  daher  nur  ans  den 
drei  Substitutionen  1,  s,  8*  bestehen.  Nun  enthält  aber  die  B-ela- 
tivdiscriminante  D^  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
K{\/in,  g,  d)  in  Bezug  auf  den  biquadratischen  Zahlkörper  JC(^,  J) 
genau  den  Hauptidealfactor  (3)',  also  2^\  Infolgedessen  wird  hier 
der  höchste  Exponent  L  in  der  Congruenz 

ß-rß  =  0  (mod  SJ^) 

gleich  3  sein.  Es  ist  klar,  dass  die  einmal  überstrichene  Yer- 
zweigungsgruppe  von  S  nur  aus  der  identischen  Substitution  1  be- 
stehen kann.  Wie  fassen  folgendermassen  zusammen,  indem  wir 
sagen:  der  Zerlegungskörper,  resp.  der  Trägheitskörper,  resp.  der 
Verzweigungskörper,  resp.  der  einmal  überstrichene  Verzweigungs- 
körper des  Frimideals  2  der  Gruppe  Ul(ba)  stimmt  mit  dem 
Körper  der  rationalen  Zahlen,  resp.  mit  dem  quadratischen  Zahl- 
körper iC(Vm),  resp.  mit  dem  biquadratischen  Zahlkörper  lir(^m,  t), 
resp.  mit  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K^^m,  C,^) 
übereil); 

Die  Primideale  der  Gruppe  in(bb). 

Die  Zerlegungsgruppe  des  Primideals  8,  resp.  sS,  resp.  s*2  der 
Gruppe  ni(bb)  ist  die  Gruppe  1,  t,  r,  tr,  resp.  1,  t,  rs,  trs,  resp. 
1,  tj  rs*,  trs^,  weil  ja  das  Primideal  8  bei  der  Anwendung  der 
Substitutionen  1,  ^,  r,  tr  ungeändert  bleibt.  In  der  That  besteht 
doch  für  das  Primideal  t  der  Gruppe  III  (b)  von  K{^m^  f)  die 
Gleichung 

(  =  «; 
es  muss  also 

8-«8-s*S  =  <8-te8-fs*8 

ausfallen;   infolgedessen  wird  die  Relation 

8  =  ^8 

befriedigt,  weil  im  Falle  des  Galois*schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  die  Substitutionen  l,f5,  resp.  1,^5*  keine  Gruppe  ausmachen ; 
aus  der  Gestalt  des  Primideals 

Bchliessen  wir,  dass 

8  =  «r8 

ausfallt,  weil  ja  die  ganze  Zahl  k  bei  der  Anwendung  der  Snbsti- 
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iation  tr  sich  bis  auf  die  Einheit  —  g*  reproducirt,  da  nun 

trX  =  ^r(l-e)  =  (1-g«)  =  (1  +  0(1-0  =  -g'A 
ist,  und  ausserdem 

sind,  da  nun  die  ganzen  Zahlen  fift*  und  a  in  dem  quadratischen 
Zahlkörper  K{Spdm)  liegen.    Aus  den  Grleichungen 

S  =  tö, 

ß  =  ^8 
folgt,  dass 

S  =  rS 

sein  muss,  womit  unsere  Behauptung  verificirt  wird.  Das  Prim- 
ideal S,  resp.  5ß,  resp.  «'S  ist  vom  zweiten  Grade  und  besitzt  die 
Gruppe  1,^  als  Trägheitsgruppe,  weil  oie  Trägheitsgruppe  eines 
jeden  der  Primideale  S,  sÖ,  5*Ö  die  Substitutionen  r,  tr  nicht  ent- 
halten darf.    Wir  brauchen  nur  die  in  K{sjm^  C)  ganze  Zahl 

Sl  =  \f7n 

zu  wählen,  um  diese  Behauptung  zu  bestätigen,  weil  ja  die  ganzen 
Zahlen 

Ä-rÄ  =  2V»i  =  0, 

Sl-trH  =  20W  =  0 

weder  nach  S,  noch  nach  «2 ,  noch  nach  s*S  ausfallen.  Die  Ver- 
zweigungsgruppe von  ß,  resp.  sß,  resp.  5'ß  wird  nur  aus  der 
identischen  Substitution  1  gebildet,  weil  sie  eine  Untergruppe  der 
Trägheitsgruppe  1,<  sein  soll  und  in  diesem  Falle  ihr  Grad  gleich 
einer  Potenz  von  3  sein  muss,  also  nur  gleich 

3^  =  1 

sein  kann.  Die  überstrichenen  Verzweigungsgruppen  sind  für  die 
Primideale  der  Gruppe  in(bb)  nicht  vorhanden.  Für  das  Prim- 
ideal ß,  resp.  sß,  resp.  5*ß  der  Gruppe  III  (bb)  stimmt  der  Zer- 
legungskörper mit  demjenigen  cubischen  Zahlkörper  überein,  welcher 
durch  die  Gruppe  1,  t,  r,  tr,  resp.  1,  t,  rs,  trs,  resp.  1,  t,  r5*,  trs^ 
definirt  wird.  Für  ein  jedes  der  Primideale  ß,  s2,  s*ß  der  Gruppe 
in(bb)  ist  der  Trägheitskörper,  resp.  der  Verzweigungskörper 
mit  dem  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ä'i,<,  resp.  mit 
dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\/tn,  J,  d)  iden- 
tisch. Die  überstrichenen  Verzweigungskörper  treten  für  die 
Primideale  der  Gruppe  III  (bb)  überhaupt  nicht  auf. 

Genau  dieselben  Ueberlegungen  müssen  auch  für  die  Prim- 
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ideale  des  Galois'schen  ZahlkSrpers  zwölften  Grades  R  (V— «i,  t)  *i) 
durchgeführt  werden. 

In  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\f^^^  J,  dj 
können  wir  ebenfalls  für  seine  Primideale  die  Zerlegongsgrappen, 
Trägheitsgruppen  und  Verzweigungsgruppen  aufstellen. 

Wir  wollen  es  hier  aber  nicht  ausführen,  weil  diese  Ueber- 
legungen  den  für  den  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades 
K{\jmyi,%)  angeführten  lieber  legungen  vollkommen  analog  sind, 
und  geben  blos  die  Resultate  an. 

Wir  werden  für  alle  Prunideale  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K{\jm,  S,  Q) ,  resp.  K{\J'-m^^  f,  -9-^)  die  Grade  die 
Zerlegungskörper,  Trägheitskörper  und  Verzweigungskörper  in 
der  Tabelle  XXII,  resp.  XXIII  anführen,  wobei  wir  in  dieser  Ta- 
belle und  auch  in  den  folgenden  Paragraphen  und  Tabellen  in  den 
Fällen  I  (bb) ,  I  (cb) ,  resp.  I  (bb) ,  I  (cb)  als  Zerlegungsgruppe  der 
Primideale  5ß,  ^$,  resp.  s^,  ^s?ß,  resp.  s$,  fe*5ß,  bez.  s'$ß,  fe*^,  resp. 
5*^,  ts^  die  Gruppe  l,r,  bez.  I,r5  bez.  I,r5'  wählen  wollen. 

Es  ist  zu  beachten,  dass  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  Ä^(\/w,  f, -Ö"),  resp.  K{sj—m^^i,^^  die  Gruppen  1, 
5,  5*,  ^,  ts,  ts^]  1,  5,  s'*,  r,  rSy  rs*;  1,  5,_5*,  tr,  trs,  trs^  der  Eeihe 
nach  die  quadratischen  Zahlkörper  K{^m)j  K{^,  K{^—3m),  resp. 
K{\J—m^)j  K{i),  üC(\/3w,),  die  Gruppen  1,  t,  r,  tr;  1,  f,  rs,  trs\  1, 
(,  rs",  trs^'j  resp.  1,  t,  r,  tr;  1,  tr,  ts,  rs]  1,  ^r,  fo*,  rs'  die  cubi- 
sehen  Zahlkörper,  welche  wir  als  die  Zahlkörper  -Ki^,r>,  -Ki,<>j^j 
Ki,i,r8^,ir8ij  resp.  Äi,<,r,<i ,  Jfi,fr,fo,«>  Äi,fr,to8,r82  bezcichneu  wollen,  und  die 
Gruppe  1,  Ä,  s'  den  biquadratischen  Zahlkörper  Ül(\/w,  f),  resp. 
IC(\/— m^,  g)  definiren. 

Aus  der  Tabelle  XXIII  sehen  wir,  dass  im  Falle  des  Galois- 
schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K(\J—m^,  C,  ^i)  die  überstriche- 
nen  Verzweigungskörper  existiren,  und  zwar  ist  der  einmal  über- 
strichene  Verzweigungskörper  nur  im  Falle  ll(cb),  resp.  Ill(aa), 
resp.  III  (ba)  für  einen  jeden  der  Primidealfactoren  von  (2),  wobei 

—  m,  =  2  (mod  4) 
oder 

— m,  =  3  (mod  4) 

ist,  resp.  für  einen  jeden  der  Primidealfactoren  S,  rS  von  3,  wobei 

— Wj  =  1  (mod  3) 

ist,  resp.  für  den  Primidealfactor  S  von  3,  wobei 

—Wj  =  —  1  (mod  3) 

ausfällt,   vorhanden.    Dieser  einmal  überstrichene  Verzweigungs- 
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kSrper  stimmt  mit  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades 
K  (V^-Wi,  g, »,)  überein. 

Wir  wollen  nnn  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahlhanpt- 
ideale  in  den  sieben  Unterkörpern  sechsten  Grades  des  Galois- 
sehen  Zahlkörpers  i"(\/w,  g, -O-),  resp.  -K'(\/— m„  C,  d^i)  angeben. 

Zu  dem  Zweck  können  wir  im  Falle  des  Galois*schen  Zahl- 
korpers  K(\/m,  g,  d),  resp.  K(\^-m,,  f,  ^,)  in  den  Fällen  I  (bb),  I(cb), 
n(ab),  n(bb),  II  (cb),  ni(ab),  in(ac),  in(bb),  resp.  I(bb),  I(cb), 
II  (ab),  II  (bb),  II  (cb),  ni(ab),  III  (bb)  für  die  entsprechenden  Un- 
terkörper sechsten  Grades  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  Jr(\/m,  f,  d-),  resp.  K  (\/— wi„  C,  d,)  die  Eigenschaften  der 
Zerlegnngskörper,  Trägheitskörper  und  Verzweigangskörper  be- 
nutzen. In  den  übrigen  Fällen  werden  wir  aus  den  Primidealen 
des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{\]m^  C,  S)^  resp. 
K{^—m^,  f,  -d",)  solche  Producte  bilden,  welche  bei  der  Anwendung 
der  Substitutionen  der  den  entsprechenden  Zahlkörper  sechsten 
Grades  definirenden  Gruppe  ungeändert  bleiben.  Dabei  dürfen 
wir  für  solche  Producte  jedesmal  höchstens  zwei  Primideale  des 
Galois^schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  -K'(V^,  6,  ^),  resp. 
i5r(V— Wj,  g, -ö*,)  benutzen,  weil  der  Galois*sche  Zahlkörper  zwölften 
Grades  K(\Jm,^,d)j  resp.  ^^(V— w?,,  gj-O-J  in  Bezug  auf  einen  jeden 
seiner  Unterkörper  sechsten  Grades  ein  relativ-Galois'scher-Abel'- 
scher-cyklischer-quadratischer  Zahlkörper  ist.  Infolge  dessen  wer- 
den die  Primideale  eines  jeden  der  Unterkörper  sechsten  Grades 
in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  X(\/m,  g,  d*),  resp. 
iC(V— w„C, -O-J  entweder  in  das  Product  zweier  gleicher  Primideale 
oder  zweier  verschiedener  in  Bezug  auf  den  Grundzahlkörper 
sechsten  Grades  relativ  conjugirter  Primideale  zerfallen,  oder  un- 
zerlegbar bleiben. 

Wir  geben  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahlhauptideale 
in  den  Unterkörpern  sechsten  Grades  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  -£"(051,  g, -ö-) ,  resp.  K  (V— Wj,  f,  ^,)  in  der  Tabelle 
XXIV,  resp.  XXV  an,  in  welcher  wir  die  nicht  in  (3),  bez.  die 
in  (3)  aufgehenden  Primideale  der  Grundzahlkörper  sechsten  Gra- 
des mit  dem  Buchstaben  Q,  bez.  3R  mit  oder  ohne  Indices  be« 
zeichnen,  und  jedesmal  die  Zerlegung  der  Primideale  Q  und  9)t 
in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\Jm,i,d')^  resp. 
X'(^--w„{;,  d-j)  zufügen  wollen. 

Es  ist  leicht  den  Grad  eines  jeden  Primideals  der  Unter- 
korper  sechsten  Grades  zu  finden. 

Wir  wollen  uns  aber  dabei  nicht  aufhalten. 

Die  Beispiele  für  die  Primideale  der  Unterkörper  sechsten 
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Grades  kSnnen  wir  ans  den  in  §  13  angegebenen  Beispielen  för 
die  Primideale  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
jr(\/m^j;, -d"),  resp.  K(\J-^^j  g,  d-J  nns  sofort  verschaffen. 


§16. 

Aufstellung  der  Relativdiscriminanten  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades  Jr(Vw,£,  ö^),  resp.  K[sl—m^,t^  ^J  in 
Bezug  auf  seine  Unterkörper  sechsten  Grades.    Berechnung 
der  Discriminanten  der  Unterkörper  sechsten  Grades. 

Aus  dem  §  15  wissen  wir,  dass  der  ftalois'sche  Zahlkörper 
zwölften  Grades  K{\jm,l^%)^  resp.  jK'(\/— m„  g,  d-J  als  ein  relativ- 
Galois*scher  -  Aberscher  -  cyklischer  Zahlkörper  vom  ßelativgrade 
zwei  in  Bezug  auf  einen  jeden  seiner  Unterkörper  sechsten  Grades 
aufgefasst  werden  kann. 

Nun  wollen  wir  den  Begriff  der  Relativdiscriminante  des 
Galois* sehen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K(\/m,  ij  d) ,  resp. 
jr(\/— m„f,  -ö»,)  in  Bezug  auf  einen  jeden  seiner  Unterkörper  sechsten 
Grades  einführen. 

Unter  der  Relativdiscriminante  des  Galois^schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  Ä^(\/w^5,d')  in  Bezug  auf 
den  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^t 
resp.  in  Bezug  auf  den  nicht-Galois'schen  Zahlkör- 
per sechsten  Grades  ^t^^,  bez-  ^i,«,  ^^^-  -^hnh  ^^^P*  ^^ 
Bezug  auf  den  nicht-Galois'schen  Zahlkörper  sechs- 
ten Grades  ^i^^^,  bez.  JE^,^,  bez.  ^i,^,  verstehen  wir 
den  grössten  gemeinschaftlichen  Teiler  der  Relativ- 
discriminanten 

(Ä-tAy, 

resp. 


{Ä-^rÄY,  bez.  {A^rsÄ)%  bez.  (Ä-^rs^Ay, 


resp. 


(Ä-trAy,   bez.  {A-trsAy,   bez.  (A^trsAy 

aller  ganzen  Zahlen  A  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  JBr(\/w^ g, -ö*). 

In  entsprechender  Weise  wollen  wir  unter  der 
Relativdiscriminante  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades   Z'(\/— w^,  ß, d*,)   in   Bezug  auf  den  Ga- 
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lois'schen  ZahlkSrper  sechsten  Grades  K^^^^^  resp.  in 
Bezng  auf  den  nicht-Galois'schen  Zahlkörper  sechs- 
ten Grades  K^^^^  bez.  K^^^^^  bez.  -Ki,^,  resp.  in  Bezug  auf 
den  nicht-Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades 
-^1,/,  ^6^-  -^1,0,  bez.  i^i,^,  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Teiler  der  Relativdiscriminanten 


resp. 


resp. 


(A-rA)\  bez.  (A-^rsAy,  bez.  (A-rs'Ay, 


(A-iAy,  bez.  (A^tsAy,  bez.  {A-U^Ay 

aller   ganzen  Zahlen   A    des    Galois'schen   Zahlkor- 
pers  zwölften  Grades  K(\l—m^,^^^'^)  verstehen. 

"Wir  wissen  auch ,  dass  der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften 
Grades  K(\]'m,  g,^)  auf  Grund  des  Galois' sehen  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  K^  ^^  resp.  auf  Grund  eines  jeden  der  drei  nicht-Galois'- 
schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K^^^  ^hm  -^ij««  resp.  auf 
Grund  eines  jeden  der  drei  nicht-Galois'schen  Zahlkörper  sechsten 
Grades  f^i^^^  ^hirn  ^htr^  durch  Adjunction  zu  demselben  einer 
Wurzel  einer  der  beiden  quadratischen  Gleichungen 

a;«+3  =  0  oder  x^+Sm  =  0, 
resp. 

a?*— w  =  0  oder  x*+3m  =  0, 
resp. 

x*+S  =  0       oder        x*—fn  =  0 

aufgebaut  werden  kann. 

In  entsprechender  Weise  wird  der  Galois'sche  Zahlkörper 
zwölften  Grades  K{^—m^^  f,  %'^  auf  Grund  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers sechsten  Grades  ü^^^^  resp.  auf  Grund  eines  jeden  der 
drei  nicht-Gralois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K^^^^  iCi^^,  -^i,r«^ 
resp.  auf  Grund  eines  jeden  der  drei  nicht-Galois'schen  Zahlkörper 
sechsten  Grades  K^  ^^  ^hui  ^^  t^  durch  Adjunction  zu  demselben 
einer  Wurzel  einer  der  beiden  quadratischen  Gleichungen 

a?*  +  3  =  0        oder       x^+m^  =  0, 


resp« 


resp. 


gebildet. 


x^+m^:ssO       oder        x*—3m^  =s  0, 
a?«+3  =  0        oder        a;*-3m,=  0 
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Wir  kgnnen  sagen,  dass  die  ganzen  Zahlen  vPS^  \Jm^  V— 3«, 
resp.  \P^^  y—w,,  V3mj  die  den  Galois*8chen  ZahlkSrper  zwölften 
Grades  Jr(\/m,  g,  d),  resp.  Jf(\/— w„g,  ^J  auf  Grund  des  entspre- 
chenden Zahlkörpers  sechsten  Grades  bestimmenden  ganzen  Zahlen 
sind.    Wir  wollen  diese  ganzen  Zahlen  mit  SjM  bezeichnen,  wobei 

Af  c=;:  —  3,    oder    m,    oder    —  3w^ 
resp. 

Jlf  =  —  3 ,    oder  — w, ,   oder    Zm^ 

sein  kann. 

Zur  Berechnung  der  Relativdiscriminante  des  Galois*schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  K(\Jni',i,&),  resp.  jBr(V--w„  g,  &^)  in 
Bezug  auf  einen  jeden  seiner  Unterkörper  sechsten  Grades  können 
wir  den  in  der  Theorie  des  Kummer'schen  Zahlkörpers  aufge- 
stellten Fundamentalsatz  benutzen,  wobei  wir  nun  an  der  Stelle 
der  ganzen  Zahl  (i  die  ganze  rationale  Zahl  M  betrachten  und 
anstatt  der  in  (3)  aufgehenden  Primideale  des  Kreiskörpers  der 
l  ten  Einheitswurzel  die  in  (2)  aufgehenden  Primideale  des  Grund- 
zahlkörpers sechsten  Grades  besonders  berücksichtigen  müssen. 

Wir  wollen  die  Eelativdiscriminante  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades  K  (^m,  f ,  d)  in  Bezug  auf  den  Galois'- 
schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K^  ^  resp.  in  Bezug  auf  einen 
jeden  der  drei  nicht  -  Galois*schen  Zahlkörper  sechsten  Grades 
^i,r,  ^i,r8,  -^i,««,  resp.  in  Bezug  auf  einen  jeden  der  drei  nicht- 
Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K^^^^^  ^htn,  ^htn*  ^^^ 
die  EelativdiscrimiQante  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  /jr(V— wi,  f, -ö-i)  in  Bezug  auf  den  Galois'schen  Zahlkörper 
sechsten  Grades  K^^^^  resp.  in  Bezug  auf  einen  jeden  der  drei 
nicht-Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ä'i^^^  ^hrg,  ^hr^f 
resp.  in  Bezug  auf  einen  jeden  der  drei  nicht-Galois'schen  Zahl- 
körper sechsten  Grades  K^^^^  ^iji$f  ^hta^  °^^*  ^^^  Buchstaben  JD^i, 
resp.  Dj^j  resp.  D^g  bezeichnen. 

Zur  Berechnung  der  Belativdiscriminante  Dj^^,  resp.  Dj^j  resp. 
D^  haben  wir  den  folgenden  Fundamentalsatz: 

Geht  ein  Primideal  des  Grundzahlkörpers  sechs- 
ten Grades,  welches  nicht  in  dem  rationalen  Prim- 
zahlhauptideal (2)  auftritt,  in  dem  rationalen  Haupt- 
ideal (M)  genau  zur  6  ten  Potenz  auf,  so  enthält,  wenn 
der  Exponent  e  zu  2  prim  ist,  die  Belatiydiscriaii- 
nante  D^j,  resp.  D^j  resp.  D^g  genau  die  erste  Potenz 
dieses  Primideals   als  Factor.    Ist  dagegen  der  £z- 


381 

ponent  e  ein  Vielfaches  von  2,  so  fällt  die  Relativ- 
discriminante  D^  resp.  B^^  resp.  B^  prim  zu  diesem 
Primideal  aas. 

Was  mm  dasjenige  Primideal  des  Grandzahlkörpers  sechsten 
Grades  angeht,  durch  welches  (2)  teübar  ist,  so  s^hliessen  wir 
den  Fall  aas,  dass  (itf)  genan  die  e  te  Potenz  dieses  Frimideals 
enthält  and  e  ein  Vielfaches  von  2  ist.  Denn  alsdann  können  wir 
anstatt  M  eine  andere  ganze  Zahl  Jf*  finden,  so  dass  (M"^)  za 
diesem  Primideal  prim  aasfallt  and  die  ganze  Zahl  V^*  densel- 
ben Galois*schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{S^y%^^f)^  resp, 
K{\]'-m^^  S,  ^,)  wie  die  ganze  Zahl  sJM  aaf  Grand  des  gewählten 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  deönirt. 

Wir  haben  daher  nur  zwei  Fälle  za  anterscheiden ,  je  nach- 
dem das  Haaptideal  {M)  genaa  eine  Potenz  dieses  Primideals  ent- 
halt, deren  Exponent  za  2  prim  ist,  oder  {M)  nicht  darch  dieses 
Primideal  teilbar  wird. 

Im  ersten  Falle  ist  die  Belativdiscriminante 
Djj,  resp.  2)j2,  resp.  D^g  genaa  darch  die  dritte  Potenz 
des  betreffenden  Primideals  teilbar. 

Im  zweiten  Falle  sei  u  der  höchste  Exponent 
^  2,  für  den  es  eine  Zahl  a  in  dem  Grandzahlkör- 
per sechsten  Grades  giebt,  so  dass 

nach  der  u  ten  Potenz  dieses  Primideäls  wird. 

Die  Eelativdiscriminante  D^p  resp.  2)^^,  resp. 
D^  ist  dann  im  Falle,  in  welchem  t«  gleich  2  aas- 
fällt, za  diesem  Primideal  prim;  sie  wird  da- 
gegen im  Falle  m  <:  2  genaa  darch  die  3— u  te  Po- 
tenz dieses  Primideals  teilbar  sein. 

Bei  der  Berechnang  der  Relativdiscriminanten  2)^^,  B^^  Bj^ 
müssen  wir  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Gra- 
des K{\Jm,t,^),  resp.  JK'(\/— w„  g,  i5^i)  die  in  (m),  resp.  (twj  anfge- 
henden  Primideale  der  Grappen  I(cb),  n(cb),  die  in  (2)  aofgehenden 
Primideale  der  Grappen  n(ab),  n(ac),  Il(ba),  Il(bb),  n(cb),  resp. 
n(aa),  n(ab),  Il(bb),  II(bc),  Il(cb)  and  die  in  (3)  aafgehenden  Pri- 
mideale der  Grappen  lU(aa),  Ill(ab),  lU(ac),  Ill(ba),  in(bb),  resp. 
III(aa),  in(ab),  in(ba),  in(bb)  der  Unterkörper  sechsten  Grades 
ins  Aage  fassen. 

Die  in  den  Unterkörpern  sechsten  Grades  liegenden  Primi- 
dealfactoren  von  (2)  wollen  wir  mit  dem  Bachstaben  £1  (2)  mit 
oder  ohne  Indices  bezeichnen. 
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Wir  werden  nun  die  ganze  rationale  Zahl  m  von  der  Form: 

im  Falle,  dass 

m  =  1  (mod  4) 

oder 

m  =  3  (mod  4) 
ist,  und  von  der  Form 

^  ^  ^  I(cb)  Pnich) » 

faJls 

m  =  2 

wird,  im  Allgemeinen  annehmen. 

Wir  beginnen  mit  dem  Falle  des  Galois'schen  Zahlkorpers 
zwölften  Grades  jK:(\/m,  g,d,). 

Wir  wollen  zunächst  den  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten 
Grades  K^^^  oder  was  dasselbe  ist,  den  Zahlkörper  jr(a„a,,a„V^ 
zu  Grunde  legen  und  die  Relatiydiscriminante  Dj^^  berechnen. 

In  diesem  Falle  ist  die  ganze  rationale  Zahl  M  gleich  —3, 
resp.  — 3fw. 

Die  Relatiydiscriminante  D^^  wird  stets  die  in  (3)  aufgehenden 
Primideale  der  Gruppe  III  (a)  oder  III  (b)  von  K^  ^  genau  in  der 
ersten  Potenz  enthalten,  weil  die  erwähnten  Primideale  von  K^^ 
in  dem  rationalen  Hauptideal  (—3),  resp.  (—3m)  genau  mit  unge- 
raden Exponenten  aufgehen.  Wollen  wir  nun  M  gleich  — 3w  wählen, 
wobei  im  Allgemeinen  die  ganze  rationale  Zahl  m  den  oben  ange- 
führten Wert  besitzt,  so  sehen  wir  sofort  ein,  dass  D^^  prim  zu 
den  in  (m)  aufgehenden  Primidealen  der  Gruppe  I(cb)  und  zu  den 
in  (m),  zugleich  nicht  in  (2),  falls  m  durch  2  teilbar  ist,  aufge- 
henden Primidealen  der  Gruppe  11  (cb)  von  K^  ^  ausfallen  soll, 
weil  diese  Primideale  von  K^^^  in  (m),  also  auch  in  (—3m)  genau 
in  der  zweiten  Potenz  enthalten  sind. 

Was  nun  die  in  K^^^  liegenden  Primidealfactoren  von  (2)  an- 
geht, so  müssen  wir  die  drei  Fälle,  in  denen 

m  =  1  (mod  4), 

oder 

m  =  2  (mod  4), 
oder 

m  =  3  (mod  4) 
ausfallti  der  Reihe  nach  untersuchen*. 
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Im   ersten  Falle   wird  Dj^^  prim  zu   den  in  (2)  aufgehenden 
Frimidealen  von  K^^^  sein,  weil  ja 

Jf  =  —  3  s  1  genau  nach  (2)*, 

resp. 

Jf  =  —  3fw  =  1  mindestens  nach  (2)" , 

also  auch  nach  den  Quadraten  der  Primideale  £l|(2),  50X2),  s*Ci^{2)y 
0,(2),  sD,(2),  «'0,(2)  der  Gruppe  II  (ab)  von  K^^^  oder  der  Primi- 
deale Cii(2) ,  Q,(2)  der  Gruppe  II(ac)  von  K^  ^  falls  die  ganze 
rationale  Zahl  m  der  Congruenz 

nt  =  1  (mod  8) 

genfigt,  und  nach  der  sechsten  Potenz  des  Primideals  Q(2)  der 
Gruppe  II(ba)  von  K^  ^  oder  nach  den  Quadraten  der  Primideale 
Q(2),  sO(2),  &»)D(2)  der  Gruppe  II(,bb)  von  K^^^^  faUs  die  ganze 
rationale  Zahl  m  der  Congruenz 

tn  =  5  (mod  8) 

Genüge  leistet,  ausfällt.  In  diesem  Falle  wird  der  höchste  Ex- 
ponent u  für  einen  jeden  der  Primidealfactoren  von  (2)  der  Grup- 
pen n(ab),  n(ac),  Il(bb)  von  K^^^  gleich  2,  resp.  mindestens  gleich 
2  und  für  das  Primideal  Q(2)  der  Gruppe  Il(ba)  von  K^  ^  gleich 
6,  resp.  mindestens  gleich  6  sein. 

Im  zweiten  Falle  bleibt  jD^^  prim  zu  den  in  (2)   aufgehenden 
Primidealen  von  K^  ^^  weil  ja 

Jl/  =  —  3  =  1  genau  nach  (2/ , 

also  auch  nach  den  vierten  Potenzen  der  Primideale  Q(2),  sO(2), 
5*Q(2)  der  Gruppe  n(cb)  von  K\^^  ausfällt  und  daher  der  höchste 
Exponent  u  für  einen  jeden  der  angeführten  Primidealfactoren 
von  (2)  gleich  4  sein  soll.  Wollen  wir  aber  M  gleich  —3m  wählen, 
so  müssen  wir  die  ganze  Zahl  M*  gleich  —3  annehmen,  da  nun 
(~3iw)  genau  durch  die  zweiten  Potenzen  der  angegebenen  Primi- 
dealfactoren von  (2)  der  Gruppe  Il(cb)  von  K^^^  teilbar  ist. 

Im   dritten  Falle  bleibt  D^^  prim  zu  den  in  (2)  aufgehenden 
Primidealen  von  Ki^i,  weil  ja 

M  =  —3  s  1  genau  nach  (2)*, 
resp. 

M  =  —3m  s  1  genau  nach  (2), 

also  auch  nach  den  vierten,  resp.  zweiten  Potenzen  der  Primi- 
deale  0(2),  «0(2),  s"0(2)  der  Gruppe  Il(cb)  von  K^^^  ausfäUt,  und 
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daher  der  höchste  Exponent  u  für  einen  jeden  der  angeführten 
Primidealfactoren  von  (2)  der  Gruppe  n(cb)  gleich  4,  resp.  2 
sein  soll. 

Wir  berechnen  hier  die  Relati vdiscr iminante 
2)^1  für  die  fünf  in  der  Tabelle  XXIV  angegebenen 
Fälle  und  finden,  dass  wir  bezüglich  der  Werte  von 
Dkl  folgende  fünf  Fälle  zu  unterscheiden  haben: 

Ill(aa)        D,i  =  9»i.9»jj 

Ill(ab)        Dji  =  a»i .  sWt, .  s'üKi .  aßa .  ^aRg .  s"ÜÄ2 

iii(ac)     i),i  =  sDii .  an, 

in(ba)     2),i  =  sm 

in(bb)     2),i  =  m-s^n-sm. 

Nun  wollen  wir  den  nicht  -  Galois'schen  ZahlkSrper  sechsten 
Grades  K^r  als  Grundzahlkörper  betrachten  und  die  Eelativ- 
discriminante  D^j  berechnen. 

In  diesem  Falle  muss  bekanntlich  die  ganze  rationale  Zahl 
M  gleich  fw,  resp.  —3m  angenommen  werden. 

Wir  sehen,  dass  die  Relativdiscriminante  Dj^  stets  die  in  (m) 
aufgehenden  Primideale  Qj,  Dg  der  Gruppe  I(cb)  und  das  in  (w), 
zugleich  nicht  in  (2),  falls  m  durch  2  teilbar  ist,  aufgehende  Pri- 
mideal Ol  der  Gruppe  Il(cb)  von  K^^^  genau  in  der  ersten  Potenz 
enthalten  soll,  weil  ja  diese  Primideale  genau  in  der  ersten  Po- 
tens  in  dem  rationalen  Hauptideal  (m),  resp.  (—3m)  aufgehen.  Zu 
den  in  (m)  aufgehenden  Primidealen  Qg»  ^i  ^^^  Gruppe  I(b)  und 
zu  dem  in  (fit),  zugleich  nicht  in  (2),  falls  m  eine  gerade  ganze 
rationale  Zahl  ist,  aufgehenden  Primideal  Q,  der  Gruppe  n(cb) 
von  K^^^  muss  D^  prim  ausfallen,  weil  diese  Primideale  in  (»i), 
resp.  (— 3w)  genau  in  der  zweiten  Potenz  aufgehen.  Wollen  wir 
M  gleich  —3m  wählen,  so  sehen  wir  sofort  ein,  dass  Dj^  prim  zu 
den  in  (3)  aufgehenden  Primidealen  der  Gruppen  in(a),  Ill(b) 
von  K^^^  sein  soll,  weil  diese  Primideale  stets  in  (3),  also  auch  in 
(—3m)  genau  mit  geraden  Exponenten  enthalten  sind. 

Was  nun  die  in  K^^^  liegenden  Primidealfactoren  von  (2)  an- 
geht, so  müssen  wir  wieder  die  folgenden  drei  Fälle  unterschei- 
den, je  nachdem  die  ganze  rationale  Zahl 

m  =  1  (mod  4), 
oder 

m  =  2  (mod  4), 
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oder 

m  =  3  (mod  4) 

ausfällt. 

Im   ersten  Falle  wird  die  Relativdiscriminante  Dj^  prim  zn 
den  in  (2)  aufgehenden  Primidealen  von  K^^^  sein,  weil  ja 

M  =:  tn  =  1  mindestens  nach  (2)' , 

resp. 

Jf  =  —  3m  =  1  mindestens  nach  (2)', 

also  auch  nach  den  Quadraten  der  Primideale  0,(2),  Q,(2),  0,(2) 
der  Gruppe  n(ab)  oder  nach  dem  Quadrate  des  Primideals  0(2) 
der  Gruppe  ll(ac)  von  K^^^j  falls  die  ganze  rationale  Zahl  m  der 
Congruenz 

m  =  1  (mod  8) 

genügt,  und  nach  der  sechsten  Potenz  des  Primideals  Q(2)  der 
Gruppe  n(ba)  oder  nach  den  Quadraten  der  Primideale  Cii(2), 
0^(2),  Q,(2)  der  Gruppe  n(bb)  von  JB^^^,  falls  die  ganze  rationale 
Zahl  m  der  Cougruenz 

m  =  6  (mod  8) 

Genüge  leistet,  ausfällt.  In  diesem  Falle  wird  der  höchste  Ex- 
ponent u  für  einen  jeden  der  Primidealfactoren  von  (2)  der  Grup- 
pen Il(ab),  Il(ac),  n(bb)  von  K^^^  gleich  2,  resp.  mindestens  gleich 
2  und  für  das  Primideal  0(2)  der  Gruppe  n(ba)  von  K^^^  gleich 
6,  resp.  mindestens  gleich  6  sein. 

Im  zweiten  Falle  wird  die  ganze  rationale  Zahl  m  der  Con- 
gruenz 

m  =  0  (mod  2) 

genügen.    Infolge  dessen  muss  das  rationale  Hauptideal 

(üf)  =  (m)  =  0  genau  nach  (2), 
resp. 

(M)  =  (-3w)  =  0  genau  nach  (2), 

also  auch  nach  dem  Producte  Dj(2)-D;(2)  der  in  (2)  aufgehenden 
Primideale  der  Gruppe  11  (cb)  von  Ki^  ausfallen.  Daher  wird  die 
Relativdiscriminante  2)^,  genau  die  dritte  Potenz  des  in  (2)  auf- 
gehenden Primideals  O^  (2)  der  Gruppe  11  (cb)  von  Ki^  als  Factor 
enthalten.  Zu  dem  Primideal  0,(2)  der  Gruppe  II (cb),  welches 
bekanntlich  genau  in  der  zweiten  Potenz  in  (2)  aufgeht,  muss  D», 
stets  relativ  prim  ausfällen.  In  der  That  ist  doch  das  Primideal 
£1,(2)  der  Gruppe  11  (cb)  von  Ki^  in  dem  in  Bezug  auf  Ki^  rela- 

25 


386 

tiv-Galois'schen-Aberschen-cyklischen  ZahlkSrper  zwölften  Grades 
K{\Jm^  J,  d)  vom  Relativgrade  zwei  in  Bezog  anf  Ki^  stets  gleich 
dem  Producte  s5p-s*5ß  zweier  von  einander  verschiedener  Prim- 
ideale sS^ ,  s^  von  K  {\Jm,  g,  %).  Der  Galois'sche  Zahlkörper 
zwölften  Grades  K{^,  £,  0-)  kann  aber  natürlich  als  ein  in  Bezug 
anf  einen  jeden  seiner  Unterkörper  sechsten  Grades,  also  aach  in 
Bezug  auf  Ki,r,  relativ  -  quadratischer  Kummer'scher  Zahlkörper 
aufgefasst  werden.  Wäre  nun  die  Eelativdiscriminante  D„  durch 
das  Primideal  0,(2)  teilbar,  so  müsste  dann  0,(2)  infolge  der 
Theorie  des  Kummer'schen  Zahlkörpers  für 

I  =  2 

gleich  dem  Quadrate  eines  Primideals  in  K  (Sjm,  t,  d)  sein ,  was 
aber  hier  nicht  der  Fall  ist.  Daraus  folgt  aber,  dass  wir  stets 
solch  eine  in  Ki^  ganze  Zahl  M*  finden  können,  dass  (M*)  prim 
zu  D,(2)  und  zugleich 

M*  =  a"  mindestens  nach  DJ  (2) 

ausfallen,  worin  a  eine  ganze  Zahl  in  Ki,r  bedeutet. 
Im  dritten  Falle  wird  die  ganze  rationale  Zahl 

M  =  m  =  1  genau  nach  (2), 

resp. 

Jf  =  —  3m  =  1  genau  nach  (2), 

also  auch  nach  dem  Producte  £l,(2)-0*(2)  der  in  (2)  aufgehenden 
Primideale  der  Gruppe  II  (cb)  von  Jfi,  sein.  Es  muss  also  D^ 
genau  durch  die  zweite  Potenz  des  in  (2)  aufgehenden  Primideals 
£1,(2)  der  Gruppe  II (cb)  von  Ki,r  teilbar  sein,  weil  für  dieses 
Primideal  der  in  dem  angeführten  Fundamentalsatze  erwähnte 
höchste  Exponent  u  in  der  angegebenen  Congruenz ,  welcher  hier 
M  genügt,  den  Wert  1  besitzt.  Für  das  Primideal  D, (2)  der 
Gruppe  II  (cb)  von*Äi,r  ist  aber  der  höchste  Exponent  u  gleich  2; 
daher  wird  2)„  relativ  prim  zu  0,(2)  ausfallen. 

Wir  müssen  also  bezüglich  der  Werte  der  ßela- 
tivdiscriminante  2)^,  die  folgenden  drei  Fälle  unter- 
scheiden: 

m^l(mod4)    i>«  =  Oa,^,,^-0^,,^-0,,,,, 
-"2(mod4)    A.  =  üf,,,/2).0,^^^^.Q^^^.D,^^^, 
m  =  3(mod4)    jD„  =  DJ       (2).Cl,      -CL      .£L      . 

Es  ist  klar,  dass  die  ßelativdiscriminante  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{^m,  {;,  d)  in  Bezug  auf  den  nicht- 
Galois'schen  Zahlkörper  Ki^,  resp.  Ki^^  genau  dieselbe  GrestaJt 
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besitzt;  sie  lässt  sich  auch  durch  die  diesem  Grnndzahlkörper 
sechsten  Grades  entsprechenden  Primideale  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades  K{\]m,  j,  %)  ausdrücken. 

Nun  legen  wir  den  nicht -Galois'schen  Zahlkörper  sechsten 
Grades  £1^  zu  Grunde. 

In  diesem  Falle  ist  die  ganze  rationale  Zahl  M  gleich  —3, 
resp.  m. 

Es  ist  klar,  dass  die  Relativdiscriminante  B^^  prim  zu  den  in 
(3)  aufgehenden  Primidealen  der  Gruppen  III  (a),  III  (b)  von  Xi^, 
resp.  zu  den  in  (m)  aufgehenden  Primidealen  der  Gruppe  I(cb) 
tmd  zu  den  in  (m),  zugleich  nicht  in  (2),  falls  m  durch  2  teilbar 
ist,  aufgehenden  Primidealen  der  Gruppe  II (cb)  von  Kijtr  aus- 
fallen soll,  weil  ja  das  rationale  Huuptideal  (~  3) ,  resp.  (m)  diese 
Frimideale  genau  mit  den  geraden  Exponenten  enthält. 

Was  nun  die  in  üTi^  liegenden  Primidealfactoren  von  (2)  be- 
trifft, so  müssen  wir  die  folgenden  drei  Fälle,  in  denen 

m  =  1  (mod  4), 
oder 

«1  =  2  (mod  4), 
oder 

m  5  3  (mod  4) 
wird,  unterscheiden. 

Im  ersten  Falle  muss  D^,^  prim  zu  den  in  (2)  aufgehenden 
Primidealen  von  Ki^tr  ausfallen,  weil 

Jlf  =  -3  =  1  genau  nach  (2)«, 
resp. 

ilf  =  m  =  1  mindestens  nach  (2)', 

also  auch  nach  den  Quadraten  der  Primideale  Oi(2),  D,(2),  £13(2) 
der  Gruppe  11  (ab)  oder  nach  dem  Quadrate  des  PrimideaJs  0(2) 
der  Gruppe  11  (ac)  von  ÜTi^^,  falls 

m  =  1  (mod  8) 

ist,  und  nach  den  sechsten  Potenzen  der  Primideale  0|(2),  0^(2) 
der  Gruppe  11  (ba)  oder  nach  den  Quadraten  der  Primideale  Oj  (2), 
Oj(2),  D.(2),  iD,(2)  der  Gruppe  n(bb)  von  iT^,  falls 

m  =  5  (mod  8) 

ist,  ausfällt.  In  diesem  Falle  wird  der  höchste  Exponent  u  für 
einen  jeden  der  angeführten  Primidealfactoren  von  (2)  der  Gruppen 
n(ab),  U(ac),  II  (bb)  von  £1^  gleich  2,  resp.  mindestens  gleich  2 
und  für  ein  jedes  der  Primideale  Qi(2),  0,(2)  der  Gruppe  n(ba) 
von  £i,(r  gleich  6,  resp.  mindestens  gleich  6  sein. 
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Im  zweiten  Falle  bleibt  D^^,  prim  zu  den  in  (2)  aufgehenden 
Primidealen  von  Zi,*.,  weil  ja 

Jf  =  —  3  =  1  genau  nach  (2)', 

also  auch  nach  den  vierten  Potenzen  der  Primideale  Cli(2),  0,(2) 
der  Gruppe  11  (cb)  von  Ki^  ausfällt  und  daher  der  höchste  Ex- 
ponent u  für  einen  jeden  der  angeführten  Primidealfactoren  von 
(2)  der  Gruppe  11  (cb)  von  Ki^r  gleich  4  sein  soll.  Wollen  wir 
aber  M  gleich  m  wählen,  so  müssen  wir  die  ganze  Zahl  M*  gleich 
—  3  annehmen,  da  nun  (m)  genau  durch  die  zweiten  Potenzen  der 
angegebenen  Primidealfactoren  von  (2)  der  Gruppe  11  (cb)  von 
Kijr  teilbar  ist. 

Im  dritten  Falle  bleibt  2)^  prim  zu  den  in  (2)  aufgehenden 
Primidealen  von  Ki^,  weil  ja 

Jlf  =  — 3  =  1  genau  nach  (2)*, 
resp. 

Jkf  =  w  =  1  genau  nach  (2)*, 

also  auch  nach  den  vierten,  resp.  zweiten  Potenzen  der  Primideale 
0^(2),  £lä,(2)  der  Gruppe  11  (cb)  von  Kijr  ausfällt  und  daher  der 
höchste  Exponent  u  für  einen  jeden  der  angeführten  Primidealfac- 
toren von  (2)  der  Gruppe  II  (cb)  von  JTi^  gleich  4,  resp.  2  sein  solL 

Die  Relativdiscriminante  D^^  des  Galois'schenZahl- 
körpers  zwölften  Grades  iL(\/m,  g,^)  in  Bezug  auf  den 
nicht-Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Kijr 
ist  stets  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1). 

In  derselben  Weise  finden  wir,  dass  die  Relativ- 
discriminante des  Galois'schen  Zahlkörper s  zwölften 
Grades  K{\Jm,^,d')  in  Bezug  auf  den  nicht-Galois'schen 
Zahlkörper  sechsten  Grades  -Ki^r»,  resp.  Kitrst  ebenfalls 
gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1)  ausfällt. 

Entsprechende  Ueberlegungen  lassen  sich  auch  im  Falle  des 
Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K  (V"-^»  tt  ^J  durch- 
führen. 

Die  Relativdiscriminante  D„  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  iST (V— w»i,  5> ^J  in  Bezog 
auf  den  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades 
Ki^ir  ist  stets  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1). 

Bezüglich  der  Werte  der  Relativdiscriminante 
Z)„  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
JSr(V/— »^,  C,  ^i)  in  Bezug  auf  den  nicht-Galois'schen  Zahl- 
körper sechsten  Grades  ifi^,  resp.  Äi,«»  resp.  Ki^,  wo- 
bei bekanntlich 
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— W|  =  1  (mod  4) 
oder 

—  Wj  $  1  (mod  4) 

aasfallen  kann,   müssen  wir  folgende  drei  Fälle  aus- 
einander halten: 

-«.  ^  2  (mod  4)    Z>.  =  ^U^2>-Sc.,-%)'^"„<., 
-w,  =  3  (mod  4)    I>„  =  O«    ^f2)ü,      -D,      -O,      . 

•  ^  /  «  »n(cl>)''  '       *I(eb)       'l(eb)       *Il(cb) 

Bezüglich  der  Werte  der  Relativdiscriminante 
D„  des  Galois'schen  Zahlkorpers  zwölften  Grades 
Ar(v/— »»„t, #,)  in  Bezng  auf  den  nicht-Galois'schen  Zahl- 
korper  sechsten  Grades  E14,  resp.  Äi^,  resp.  Kij^t 
müssen  wir  folgende  yier  Fälle  unterscheiden: 

m(aa)    D^  =  a»,-3R, 

ni(ab)  D^  =  a»,.aR, 

m(ba)    D„  =  a» 

m(bb)  D„  =  a». 

Wir  bemerken,  dass  von  allen  hier  eingeführten 
Relativdiscriminanten  D„,  2)^,,  D„  nnr  die  Relativdis- 
criminante  Dj,,  resp.  D„  im  Falle  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades  Ä(0w,  g, -ö*),  resp.  K{\J—m^,  C, -Ö-J 
gleich  dem  rationalen  Hanptideal  (1)  ausfällt.  Die 
Relativdiscriminanten  D^,  und  2)„,  resp.  D„  und  D»,  im 
Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
^{^ht%^)i  resp.  jfir(V/— rwj,  g, 'Ö'j)  sind  stets  von  (1)  ver- 
schieden. 

Nun  wollen  wir  die  Discriminanten  der  Grundzahlkörper 
sechsten  Grades  aufstellen. 

Wir  können  wieder  die  Formel 

benutzen,  indem  wir  zu  beachten  haben,  dass  der  Galois'sche  Zahl- 
körper zwölften  Grades  K{slm^%^%)^  resp.  ir(\/— »^,  Sj-^-J  in  Be- 
zug auf  einen  jeden  seiner  Unterkörper  sechsten  Grades  den  Re- 
lativgrad 

f  =  2 

besitzt.  Wollen  wir  in  der  angeführten  Formel  unter  D,  resp. 
n(DJ  die  Discriminante  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  K{^m,  f,  d)  oder  K{^—m^,  g,  -O-J,  resp.  die  in  dem  gewählten 
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Grandzahlkörper  sechsten  Grades  gebildete  Norm  der  Relativdis- 
criminante  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  Ä(^m,g,^) 
oder  K(^—m^,  t,  &i)  in  Bezug  auf  denselben  Grundzahlkörper 
sechsten  Grades  verstehen,  setzen  wir  in  diese  Formel 

r  =  2 

ein,  so  können  wir  aus  der  Formel 

D  =  d^n(D,) 

die  für  uns  unbekannte  Discriminante  d  des  gewählten  Grundzahl- 
körpers sechsten  Grades  bestimmen ,  weil  wir  die  Discriminante 
D  der  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{y[m,  f,  %)  und 
K{\}—m^^  6,  -ö",)  in  §  12  bereits  berechnet  haben. 

Wir  wollen  im  Falle  des  Galois*schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  K{}Jm,  g,  ^)  die  Discriminante  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
sechsten  Grades  -Ki,^,  resp.  die  Discriminante  eines  jeden  der  drei 
nicht  -  Galois' sehen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Zi,,  JCi,«,  K\^^ 
resp.  die  Discriminante  eines  jeden  der  drei  nicht  -  Galois'schen 
Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^r,  Ki^tn^  ^i^/rs*»  nnd,  entsprechend, 
im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  jSl(^— w,,  {;,dj 
die  Discriminante  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
K\,ir ,  resp.  die  Discriminante  eines  jeden  der  drei  nicht-Galois'schen 
Zahlkörper  sechsten  Grades  -Ki,r,  ^i,r»,  -£1^,  resp.  die  Discrimi- 
nante eines  jeden  der  drei  nicht  -  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten 
Grades  Ku^  ^^m^  ^^m'^  ^^  dem  Buchstaben  d^,  resp.  d,,  resp.  d, 
bezeichnen. 

Es  bleibt  uns  noch  das  Vorzeichen  der  Discriminanten  d^^  d„ 
d,  festzulegen. 

Wir  wollen  zunächst  das  Vorzeichen  der  Discriminante  d^  des 
Galois'schen  Unterkörpers  sechsten  Grades  K14,  resp.  Ki^  des 
Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  iC(^i,  g,  d) ,  resp. 
K{^—m^,  i,  d-J  bestimmen. 

Zu  dem  Zweck  bilden  wir  in  K14,  resp.  Ki^  die  von  0  ver- 
schiedenen Discriminanten  D  {Ä\  resp.  D'  (Ä)  aller  entsprechenden 
ganzen  Zahlen  Ä  von  Ki^ ,  resp.  ifi,^.  Diese  Discriminanten  D  (Ä), 
resp.  D' (Ä)  müssen  die  folgende  Form: 

.  (sA'-rAy  {sA-rsAy  (sA-^s^Ay  (s^A-rAy  (s^A-^rsAy  (s^A^s^A*)  - 

{rA'-rsAy  (rA-^s*Ay  {rsA^s^Ay, 

resp. 
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D'(Ä)  =  (Ä''8Äy(Ä''s'Ay(Ä'-tAy(Ä-t8Ä'){Ä-'ts'Äy(sÄ^8*Ä)[' 

.  {8Ä'-4Ay  {sÄ-tsAy  {sA-ts'Ay  {s'A-tAy^  {s'A-tsAy  {s'A-ts^Ay* 

(tA-tsAy  {tA--ts*Ay  (tsA-'ts'Ay 
oder 

D'{A)  =  (A--sAy(A''8'AyiA-rAy{A'-rsAy{A'-rs'Ay{sA''S'Ay^ 

.  (sA-rAy  (sA-'r8Ay  (sA-rs'Ay  (s'A-rAy  {s^A-^rsAy  {s'A^8'Ay  - 

.  {rA--rsAy{rA-rs'Ay  (rsA'-r8'Ay 
besitzen. 

Es  ist  klar,  dass  die  Quadratwurzeln  aus  den  von  0  verschie- 
denen, in  Ki,t,  resp.  Ki,tr  gebildeten  Discriminanten  D{A)j  resp, 
D'{Ä)  aller  entsprechenden  ganzen  Zahlen  A  von  Ki,tj  resp.  Ki,(r 
stets  gleich  den  ganzen  rationalen  mit  dem  Factor  ^,  resp. 
VSm,  multiplicirten  Zahlen  ausfallen,  weil  ja  diese  Discriminanten 
D{A)j  resp.  JD'{A)  ganze  rationale  Zahlen  sind  und  die  bestimmt 
ausgewählten ,  z.  B.  die  positiven  Quadratwurzeln  ^D  (-4),  resp. 
\lD\A)  bei  der  Anwendung  der  Substitutionen  r,  tr,  resp.  ^,  r  das 
Vorzeichen  ändern,  bei  der  Anwendung  der  Substitution  t,  resp. 
tr  aber  ungeändert  bleiben.  Daraus  folgt,  dass  diese  Discrimi- 
nanten jD(-4),  resp.  D\A)  gleich  den  mit  dem  Factor  w,  resp.  3m, 
multiplicirten  Quadraten  der  entsprechenden  ganzen  rationalen 
Zahlen  ausfallen,  also  selbst  das  Vorzeichen  von  m,  resp.  tn^  be- 
sitzen. 

Die  Discriminante  rf,  des  Galois^schen  Unterkör- 
pers sechsten  Grades  Äi,<,  resp.  Ki^u  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  JE'(V^m,g,  i^),  resp.  if(\/"-^i>C»^i) 
besitzt  stets  das  Vorzeichen  der  ganzen  rationalen 
Zahl  m,  resp.  m,. 

Indem  wir  die  Discriminante  rf,  von  Ki^t ,  resp.  Ki^t,  berechnen, 
finden  wir,  dass  dieselbe  die  ganze  rationale  Zahl  w,  resp.  m^  stets 
mit  dem  ungeraden  Exponenten  und  die  rationale  Primzahl  3  ent- 
weder mit  dem  geraden  Exponenten  oder  gar  nicht,  resp.  stets 
mit  dem  ungeraden  Exponenten  enthält.   Die  rationalen  Primzahlen 

p    ,  p     ,  resp.  p    ,  p       und  die  rationale  Primzahl  2,  welche  im 
^W    n<i»y        '^     i(»)     ii(») 

faUe 

m  ^  1  (mod  4), 
resp. 

—  m,  ^  1  (mod  4) 

m  d^  explicite  vorkommt,  treten  in  d^^  mit  geraden  Exponenten  auf. 
Es  ist  evident,   dass  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten 
Grades  Kij,  resp.  Ki^tr  auch  die  Quadratwurzeln  i^d^  liegen. 
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Wird  ntin  m  von  —1  verschieden  sein,  so  können  wir  zur  Be- 
stimmung des  Vorzeichens  der  Discriminante  d^  von  K14  auch  den 
Umstand  benutzen,  dass  die  Quadratwurzeln  ±  ^—m  in  K14  nicht 
enthalten  sind;  daher  muss  in  d^^  der  Factor  m  mit  dem  positiven 
Vorzeichen  versehen  werden. 

Ist  aber  m  gleich  —1 ,  so  müssen  wir  zur  Bestimmung  des 
Vorzeichens  der  Discriminante  dj  von  Ki^  die  oben  angeführte 
Ueberlegung  anwenden. 

Fällt  nun  ^m^  von  —1  verschieden,  resp.  gleich  —1  aus,  so 
können  wir  zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  der  Discriminante  d, 
von  Äi>  auch  den  Umstand  benutzen,  dass  in  Ki^tr  die  Quadrat- 
wurzeln ±  V—^m^,  resp.  V^— 3  nicht  liegen;  daher  müssen  wir  in  d^ 
den  Factor  Sm^,  resp.  —3  mit  dem  positiven,  resp.  negativen  Vor- 
zeichen versehen. 

Nun  wollen  wir  das  Vorzeichen  der  Discriminante  d,  des  nicht- 
Galois'schen  Unterkörpers  sechsten  Grades  Ki<r,  bez.  Ki^rs,  bez. 
JSTi^i  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{}jm^  g,  «•), 
resp.  K(\j—m^^  g,  ^j)  bestimmen. 

Zu  dem  Zweck  müssen  wir  in  Äi,r,  bez.  iTi,«,  bez.  iTi^  die 
von  0  verschiedenen  Discriminanten  D{A)  aller  entsprechenden 
ganzen  Zahlen  A  desselben  Zahlkörpers  sechsten  Grades  bilden. 
Es  ist  klar,  dass  die  drei  nicht  -  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten 
Grades  Äi,r,  -Ki.r«,  Äi.r««  dieselbe  Discriminante  besitzen.  Wir 
wollen  diese  Ueberlegung  nur  für  den  nicht  -  Galois'schen  Zahl- 
körper sechsten  Grades  Äi,r  durchführen. 

Im  Falle  des  nicht- Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
werden  die  erwähnten  Discriminanten  B{A)  die  folgende  Gestalt: 

D{A)  =  I)  [A  (t,  a,)  -A  (g,  «.)]•  [A  (£, « J  ^A  (C,  a,)Y  [A  (j, «,)  -  A  (f ,  «.)]•• 
.[^(g,  «,)-^(g»,  «,)l'[^(e,  a,)^A{i\  «.)]»[^(j;,  aj-^(e,  «,)]•• 
.  [A  (C,  a.)  -  A{i\  a,)Y  [A  (£, «.)  -  A  (g»,  «.)]« [^  (£,  «.)  -  ^  (g«,  «,)]*  • 

.[^(g,  «3)-^(£',  «j]'[-4(e,  «3)-^(r,  «.)]•]  ^(g,  «3)-^(r,  «,)]•• 

.  [^  (g«,  a,)  -  ^  (g-, «.)]« [A  (g«, «,)  -  ^  (g«,  a.)P  [^  (g«,  «.)  -  A  (g«,  er,)]« 

besitzen ,    worin  A  (g,  aj  die  erwähnten   ganzen  Zahlen  von  JTv 
durchlaufen  soll. 

Es  ist  klar,  dass  die  Quadratwurzeln  ±  V'D  p  (g,~ä7)]  aus  den 
von  0  verschiedenen  in  Äk,r  gebildeten  Discriminanten  B  [A  (g, «,)] 
aller  entsprechenden  ganzen  Zahlen  A  von  Kijr  stets  gleich  den 
mit  dem  Factor  V~-3  multiplicirten  ganzen  rationalen  Zahlen  aus- 
fallen ,  weil  ja  diese  Discriminanten  B  [A  (g,  «,)]  ganze  rationale 
Zahlen  sind  und  die  bestinmit  ausgewählten ,   z.B.   die  positiven 
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Quadratwurzeln  \/D[^(5,  «,)]  bei  der  Anwendung  der  Substitu- 
tionen tjtr  das  Vorzeichen  ändern,  bei  der  Anwendung  der  Substi- 
tion  r  aber  ungeändert  bleiben.  Baraus  folgt ,  dass  diese  Discri- 
minanten  D  [A  (g,  aj]  stets  gleich  den  mit  dem  Factor  —  3  multi- 
plicirten  Quadraten  der  entsprechenden  ganzen  rationalen  Zahlen 
ausfallen,  also  negative  ganze  rationale  Zahlen  sind. 

Die  Discriminante  d,  des  nicht-Galois'schen  Unter- 
körpers sechsten  Grades  K\,ry  bez.  K\.nj  bez.  £i,rii  des 
Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  i(V^i«,  5,-0'), 
resp.  ^(y/— m„g,^,)  ist  eine  negative  ganze  rationale 
Zahl. 

Indem  wir  den  Ausdruck  für  d^  berechnen ^  finden  wir,  dass 
ä^  die  rationale  Primzahl  3  mit  dem  ungeraden  Exponenten,  die 
ganzen  rationalen  Zahlen  p    ,  p     ,  m,  resp.  p    .  p     ,  m.  und  die 

rationale  Primzahl  2,  welche  im  Falle 

m  ^  1  (mod  4), 

resp. 

—  Wj  ^  1  (mod  4) 

in  d,  explicite  vorkommt,    stets   mit  geraden  Exponenten  enthält. 

Es  ist  evident,  dass  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften 
Grades  K{\jm^  g, -O-),  resp.  K{\j-^^,  g, -ö-')  die  Quadratwurzeln  ±  V^, 
liegen. 

Fällt  nun  die  ganze  rationale  Zahl  w,  resp.  —  w,  von  —1  ver- 
schieden aus,  so  können  wir  das  Vorzeichen  von  d,  auch  mit  Hilfe 
des  Umstandes  bestimmen,  dass  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper 
zwölften  Grades  K{\Jm,ly%),  resp.  Jf(\/— m„g,  ^)  wohl  die  Qua- 
dratwurzeln ±  V^—ä,  aber  nicht  die  Quadratwurzeln  ±  ^3  liegen;  da- 
her müssen  wir  die  ganze  rationale  Zahl  d^  mit  dem  negativen 
Vorzeichen  versehen. 

Ist  aber  m,  resp.  —  »i,  gleich  —1,  so  müssen  wir  zur  Bestim- 
mung des  Vorzeichens  von  5,  die  oben  angeführte  Ueberlegung 
anwenden. 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  das  Vorzeichen  der  Discriminante  d, 
des  nicht  -  Galois'schen  Unterkörpers  sechsten  Grades  iTi.Ä-,  bez. 
Ä>,,  bez.  Ki^r^,  resp.  Ki^t^  bez.  -Ki,^,  bez.  JSTi.^«  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  X(V»»,  g,  %) ,  resp.  K{sj—m^^  f,  ^^  zu 
bestimmen. 

Zu  dem  Zweck  müssen  wir  in  K'i,«r7  bez.  Zi^,  bez.  Ki^i^ 
resp.  Ki^i^  bez.  Ki^u^  bez.  jSi,^»  die  von  0  verschiedenen  Discri- 
minanten  D(^),  resp.  I>\Ä)  aller  entsprechenden  ganzen  Zahlen 
A  desselben  Zahlkörpers  sechsten   Grades   bilden.    Es   ist   klar, 
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dass  die  drei  niclit-Gralois'schen  Zahlkorper  sechsten  Grades  K^ 
Kijt-aj  Ki,tnii  resp.  Jfi,<,  Kijtj  jKi,fei  dieselbe  Discriminante  besitzen. 
Wir  wollen  diese  Ueberlegung  nur  für  den  nicht-Galois'schen  Zahl- 
korper sechsten  Grades  Ki^tr,  resp.  Ki^t  durchführen. 

Im  Falle  des  nicht-Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades 
Kijr,  resp.  Ki,t  müssen  die  erwähnten  Discriminanten  D{Ä),  resp* 
D'{Ä)  die  folgende  Gestalt 

D{Ä)  =  DM(V=^,a,)J  =  M(\/=^,aO-^(V^=^3iJi,a,)]". 

.[^(V-3m,  a,)-A{-\f^3m,  a,)Y[Ä{\/-Sm,  a,)-^(~V-3»i,  aj]'- 

.  [A  ( \/£3m,  «,)  ~  ^  (-  Sf:^^,  a,)Y  [A  {sj^^i,  «,)  -  4 (-  V^^S^^,  «.)]' ' 

.  [A  ( V=3m^a.)  -  ^  (-  \/-3m,  gj]'  [A  (-  \P3^,  «,)  -  ^  (-  V^B^^i,  «.)r  • 

resp. 

.[^(V-m,,  a^)-4(V--m„  a,)]M^(V^„  a,)^A(-\f^,,  «.)]•• 

■[4(V/-m„  «,)-4(V/-m„  a,)]*[^(v/--m.„  a,)-4(-y-m.,  «,)]•• 
.  [^  (\/--m,,  «,)  -  A  (~  V/^,  «,)]'  [^  (V-^»  «,)  -  ^  (-  V-;^,  «.)T  • 
.[^(V-w,,  a3)~^(-y-m„  «.»"[^(V^wt,,  a3)-4(-\/^,  «.)T- 


besitzen,  worin  -4(V— 3m,  a^),  resp.  ^(V^— »«i,  aj)  alle  erwähnten 
ganzen  Zahlen  von  JK'i.fr,  resp.  Ki^t  durchlaufen  soll. 

Es   ist   klar,    dass  die  Quadratwurzeln  +yD[J.(V— 3m,  aj], 

resp.  +  yD'[J.(V/;-?w„  aj]  aus  den  von  0  verschiedenen  in  Kun 
resp.  Ki,i  gebildeten  Discriminanten  D  [-4  (V— 3m,  a^Y] ,  resp. 
D'[A{^—m^,  a^)]  aller  entsprechenden  ganzen  Zahlen  J.(V--3«i,  cj, 
resp.  A  (\]—m^,  aj  von  Ki^tr ,  resp.  ä,<  stets  gleich  den  mit  dem 
Factor  V^—  3m,  resp.  V— ^i  multiplicirten  ganzen  rationalen  Zahlen 
ausfallen ,  weil  ja  diese  Discriminanten  2>  [-4  (V— 3m,  aj],  resp. 
2)'[^(\/— mj,  «j)]  stets  ganze  rationale  Zahlen  sind  und  die 
bestimmt    ausgewählten,     z.   B.     die    positiven    Quadratwurzeb 

\/D[J.(V-3m,  aj],  resp.  y^jD'[^(V^,  «,)]  bei  der  Anwendung 
der  Substitutionen  t^r ,  resp.  rjtr  das  Vorzeichen  ändern ,  bei  der 
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Anwendnng  der  Substitution  tr,  resp.  t  aber  uugeändert  bleiben. 
Daraus  folgt,  dass  diese  Discriminanten  D[Ä{^^3fn,  a^)],  resp. 
D'[Ä(^—m^,aJ]  den  mit  dem  Factor  —3m,  resp.  —  w,  multipÜ- 
cirten  Quadraten  der  entsprechenden  ganzen  rationalen  Zahlen 
gleich  ausfallen,  also  selbst  das  Vorzeichen  von  —  m,  resp.  —  m^ 
besitzen. 

Die  Discriminante  d^  des  nicht-Galois'schen 
Unterkörpers  sechsten  Grades  Ki^r,  bez.  Ki^trt,  bez. 
Ki^irfi,  resp.  Ki^i,  bez.  STi,^,  bez.  JTi,^  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades  Z'(\/w,  g,  ^),  resp.  K(\l—m^^  g, ^^ 
besitzt  stets  das  Vorzeichen  der  ganzen  rationalen 
Zahl  — w,  resp.  — mj. 

Indem  wir  den  Ausdruck  für  d,  berechnen,  finden  wir,  dass 
i,  die  rationale  Primzahl  3  stets  mit  dem  ungeraden,  resp.  ge- 
raden  Exponenten,    die   rationalen   Primzahlen  p    ,  p     ,    resp. 

p    ,  p       und  die  rationale  Primzahl  2,  welche  im  Falle 

fw  ^  1  (mod  4), 
resp. 

— Wj  $  1  (mod  4) 

in  (2,  explicite  vorkommt,  mit  den  geraden  Exponenten,  die  ganze 
rationale  Zahl  fw,  resp.  m^  aber  stets  mit  dem  ungeraden  Expo- 
nenten enthält. 

Es  ist  evident,  dass  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften 
Grades  K  (^m,  f,  ^),  resp.  K  (V— wi„  t,d'\)  die  Quadratwurzeln  +  V^d^ 
liegen. 

Fällt  nun  m,  resp.  -tn^  von  —1  verschieden  aus,  so  können 
wir  zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  von  d^  auch  den  Umstand 
benutzen,  dass  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades 
K{\Jmy  g,  et\  resp.  K(^—m^j  g,  a-J  wohl  die  Quadratwurzeln  ±  V— 3m, 
resp.  +  V""^u  ^^^^  nicht  die  Quadratwurzeln  +  ^Sm,  resp.  +  ^m^ 
liegen;  daher  muss  die  Discriminante  dg  das  Vorzeichen  von  — m, 
resp.  —  m^  in  der  That  besitzen. 

Ist  aber  m,  resp.  — m^  gleich  —1,  so  müssen  wir  zur  Bestim- 
mung des  Vorzeichens  der  Discriminante  d,  die  oben  angeführte 
üeberlegung  anwenden. 

Wir  werden  die  Werte  von  An  ^m>  ^m>  w(Ai)>  ^(^m)j 
♦»(At)j  ^i)  ^1  ™d  d,  in  der  Tabelle  XXVI,  resp.  XX VII  angeben. 

Wir  wollen  nun  die  Discriminanten  d^,  (?,,  d,  für  diejenigen 
Beispiele  berechnen,   welche  wir  in  §  12  bereits  behandelt  haben. 
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Beispiele  für  die  Discriminanten  (f,,  d,,  d,  der  Unter- 
körper sechsten  Grades  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades. 

K{\/m,  e,  ^). 
m  ^  0  (mod  3), 
m  =  1  (mod  4). 

1,  „  =  13,    ,.  =  ^V^9,    fr.)  =  (2,l±p)-(2,lzS), 

<?.  =  2*.3M3', 
rf,  =  -2*.3M3', 
<?,  =  -2*.  3*.  13«. 

2)  »  =  -19,    ,.  =  Üf ,        fr.)  =  (2, 1±M)', 

d,  =  -3M9», 
d,  =  -3* .  19», 
d,  =  3M9». 

3)  «  =  -11,    ^*  =  17+3  V/33,    Ot*)=(2,l±^)*(2,i^), 

(?,  =  -2^.11', 
<?,  = -2*.3Mr, 
d,  =  2V3M1». 

4)«,  =  -23.    ,  =  ^'±^^,    ,.^^1^^E, 

d,  =  -23', 

d,  =  -3'.  23', 

(?,  =  3« .  23».  

5)  «.  =  -35,     ,  =  27+3«      (,)  =  (2,Lt^y(2,t:f) 

(3,  VW. 
d,  =  -2*.  35», 
d,  =  -2«.  3».  35», 
d,  =  2*. 3». 35». 

6)„_^9,    ,  =  ?^^'.    fr)  =  (a,l±^'(3,Vfl77)-, 

d,  =  -59», 

d.  =  -3».  59», 

d,  =  3». 59».  _ 

„.              27+3V93       ^        29+3v/93        _ 
7)  m  =  -31,    n  <= 2 ,    (i*  = ii^' —  ==  .e, 

d,  =  -31», 
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a,  =  -3*.  31», 
d,  =  3».  31«. 


8)  m  =  -43.    li*  «  3B+3VI29,   0**)  =  (2,  ^^^)  (2,  ^=^, 

ä,  =  -2*.  43«, 
d,  =-2*.  3».  43«, 
d,  =  2*.3V43». 

9)  «  =  -67,    ^*  =  B3+3V2Öi,    (,*)  =  (2,  Itf^  (2,  ^M)* 

(5,  l+V2Öi)», 
<?.  =-2*.  67», 
d,  =  -2*. 3». 67«, 
d,  =  2*.  3».  67». 

10)  «.  =  -163,  ,  =  135+3«    0^)  =  (2,  l-t^^'(2,  ^-=&) 

(3,  V^)', 
d,  =  -2*.  163», 
d.  =  -2*.  3».  163», 
d,  =  2*.  3».  163». 

11)  m  =  -19,       ^  =  27+3V/67,       (^)  =  (2,  L+^'  (2,  ^^^^ 

(3,  VB7)», 
d,  =  -2*.  19», 

d,  =  -2* .  3» .  19», 

d    =  2* .  3*  19* 

12)  L  =  -239,'    ^  =  ?i±^,    ,*  =  24l4|yi^  ^  ^^ 

d,  =  -239», 
d,  =  -3».  239, 
d,  =  3».  239. 

m  =  2  (mod  4). 

13)  «  =  58,    ;*♦  =  13+V=i74 ,     0**)  =  (7, 1-Vi74)», 
d,  =  2*. 3». 58», 

d,  =  -2*. 3». 58», 

d,  =  -2». 3». 58».        _ 

14)m  =  2,    ^*  =  7+7V/-6,    0»*)  =  (7,  l+V-6)»  (7, 1-V^), 

d,  =  2». 3».  7*, 

a,  =  -2».  3».  7*, 

d,  =  -2».3».7*. 
15)  m  =  -26,    n  =  27  +  3 VTS;  (t*  =  53  +  6\^  =  JS? 

d,  -  -2«.26», 
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<?,  =  -2*.  3». 26», 

d»  =     2«. 3».  26».  

16)  «1  =  -38,    (i*=  64+6  \/ll4,  /t*  =  1025+96  \/ll4  =  E, 
d,  =  -2«.  38», 

<?,  =  -  2*.  3».  38» , 

d,  =      2».  3».  38».  _  _ 

17)  iw  =  -22,  1»=  135+16  V66,  (ji)  =  (5,1  +  V66)  (6, 1-  ^66)' 
d,  =  -2«.  5*.  22»,  (3, 1/66)', 
d,  =  -2^3».  5*.  22«, 

d;  =      2».  3».  6*.  22». 

m  =  3  (mod  4). 

18)  m  =  -29,    ;**  =  28  +  3^87;    fi*  =  E, 
d,  =  -2».29», 

d,  =  -2*.  3».  29», 

d,  =  -2».  3».  29».  

lÖ)  m  =      79,    ;t*=  8  +  3V/=237;  (ft*)  =  (13,  6-V-237)», 

dj  =      2«.  79», 

d,  =  -2*.  3».  79», 

d,  =  -  2«.  3».  79». 
20)  m  =  -109,    ^  =  54  +  3V3277    ;t*  =  217+12^1^7  =  E, 

d,  =  -2«.  109», 

d,  =  -2«.  3».  109», 

d,  =      2«.  3».  109». 

Beispiele  für  die  Discriminanten  d„  d„  d,  der  Unter- 
körper  sechsten  Grades   des  G-alois'schen  Zahlk5r- 

pers  zwölften  G-rades  Z" (V— »»„ f , fr|). 

— >«,  =  1  (mod  4), 

1)  -w,  =  - 11,  Vi*  =  30+ 15\/=li;  (^*)  =  (3, 1+ V^)  (3,1-V=n)» 
d,  =  3".  5^.  11»,  (5,2  +  V-ll)»  (5,2-V-ll), 
d,  =  -3".6M1», 

d,  =  -31».  5*.  11». 

2)  -m.  =  5,    t^r  =  i±-^,  ,tf  =  i?, 

d,  =  -3'.  5», 
d,  =  -3^6», 

3,  -L.  =  17!  ,r  =  2+2^1-7;  w)  =  (2,  üiir)*(a,  izü^' 

d,  =  -2«.  3».  17», 
d,  =  -2*.  3».  17», 
d,  =      2«.  3».  17». 
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4)  -,«.  .  73,  ^r  =  3+  V/73,    (,t)  =  (2,  Ü^\^'  (2,  Iz-®! 

d,  =  -2*.  3^73», 
d,  =  -2«.  3^73», 
d,  =      2«.  3».  73».  _ 

d,  =  -3141», 
d,  =  -3^41», 
d,  ==      3«.  41». 

-»I,  =  2  (mod  4). 

6)  -iH, 2,  <  =  3+3V^,  (n*)  =  (3, 1  +  \/=2)«(3, 1- V=2), 

rf,  =     2».  3", 

d,  =  -2«.  3", 
d,  =  -2»  3". 

7)  -w,  =  2,    nf  =  7+U\ß,   ((i*)  =  (7,  3  +  V2)  (7,3-V2)«, 
d,  =  -2».  3»,  7*, 

d,  =  -2«.  3».  7*, 

d.  =      2».  3».  7*.  _ 

8)  -m,  =  14,    II*  =  1B+B\/14,  (,»*)  =  (5,2+Vi4)  (5,2-1/14)«, 
d,  =  -  2«.  31 5*.  14», 

d,  =  -  2*.  3'.  5*.  14», 

d,  =      2«  3».5M4».       _ 

9)  -inj  =  82,   ,i*  =  9+V82,   ftf  =  E, 
d,  =  -2«.  3».  82», 

d,  =  -2*.  3».  82», 

d.  =      2».  3«.  82».  

10)  -w,  =  -262,   (ir  =  9  +  V/-262,    (,»♦)  =  (7,2+V/^^262)», 
d.  =      2«.  3».  262», 

d,  =  -2*.  3».  262», 
d,  =  -2«.  3».  262». 

— «,  =  3_(mod  4). 

11)  -m.  =  7,    /»r  =  8  +  3V7,    ^r  =  i;, 
d,  =  -2».  31 7», 

d,  =  -  2*.  3'.  7», 

d,  =     2».  3«.  7».  

12)  -m. 29,  ^  =  10+2V/-29,  (,tj  =  (2,  l+V-29)»  (3,1- V=§9)», 

d,  =     2«.  3'.  29», 

d,  =  -2*.  31 29', 
d,  = -2«3«.29». 

„In  ^en  diesen  Beispielen  haben  wir  mit  E  die  Einkeiten 
von  K{^m,  0,  resp-  K(\/-m^,  Q  bezeichnet". 
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§  17. 

Die     cubischen   Unterkörper    des   Galois'schen    Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K(sjm^  f,  ^),  resp.  K[\J-mi^  f,  ^i). 

Ans  dem  §  9  wissen  wir,  dass  die  Gruppe  der  Sabstitationen 
des  Gralois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{sjm,i^%),  resp. 
Z'(v/— Wj,  g, -O-J  die  drei  Untergruppen  vierten  Grades:  l,^,r,tr; 
1,  t,  rs,  trs\  1,  t^  TS*,  trs^,  resp.  1,  t,  r,  tr ;  1,  tr^  ts,  rs]  1,  ir,  ts^, rs* 
enthält. 

Die  Gesamtheit  derjenigen  Zahlen  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers  zwölften  Grades  K{\Jm,^,d)j  resp.  Ki^—fn^jti^di  welche 
bei  der  Anwendung  der  Substitutionen  einer  Untergruppe  vierten 
Grades  ungeändert  bleiben,  bildet  natürlich  einen  cubischen  Zahl- 
körper, welcher  in  dem  Galois^schen  Zahlkörper  zwölften  Grades 
K(>Jm,ti^)j  resp.  -K  (\/— w»„  g,  O-J  als  Unterkörper  enthalten  ist 
Wir  erhalten  also  im  Ganzen  drei  cubische  Unterkörper  des 
Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{^i,  g,  ^),  resp. 
K{\/-m,,  t,  »,),  welche  wir  in  §15  als  die  Zahlkörper  ü^^^^^^^.,  i^^^^^j,, 
^i,<,r.!  J»    resp.   ÜC,,,„.,,,,    ^^1,^,^,^,    ^i,/r,t.,r/  bczeichuet  haben. 

Es  ist  leicht  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades 
K{y—m,ijd')j  resp.  ir(\/— wij,  g,  ^J  diejenigen  Zahlen  zu  finden, 
welche  in  den  cubischen  Unterkörpern  enthalten  sind.  Einige  von 
diesen  Zahlen  sind  uns  bereits  bekannt.  In  der  That  genügen, 
z.  B.  die  ganzen  Zahlen  «j,  a„  a,  dieser  Forderung  und  zwar  lie- 
gen die  ganze  algebraische  Zahl 

resp. 

«j  =  s^  +  tsd", 
resp. 

a,  =  s^d'  +  ts^d- 

in  dem  cubischen  Unterkörper  K^^^^^^^,  resp.  K^^^^rsytr,,  resp.ffi,^,^^, 
des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  A^(V^,  C,  ^)  und  die 
ganze  algebraische  Zahl 

resp. 
resp. 
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in  dem  cubischen  Unterkörper  ^i,^,^,^,  resp.  Äi,^,,^,,,,  resp.  Äi,<„^,„„ 

des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K  ( V— ^^u  l)  -^i). 
Biese  ganzen  algebraischen  Zahlen  genügen  in  der  That  den  all- 
gemeinen cubischen  Gleichongen  mit  ganzen  rationalen  Zahlen- 
coefficienten ,  von  denen  natürlich  der  erste  Coefficient  gleich  1 
ist;  nnd  zwar  sind  die  ganzen  algebraischen  Zahlen  a^,  a,,  a,  des 
Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K  (V^,  g,  %) ,  resp. 
K  i^—tn^f  tj  ^])  die  drei  Wurzeln  der  allgemeinen  cubischen 
Gleichung 

x^^Bdx-(ji+tig)  =  0,   • 
resp. 

a;'— 3*1^1? —(fti+rftj)  =  0 

oder,  was  dasselbe  ist,  der  allgemeinen  cubischen  Gleichung 

a:»-3*Ä-2a  =  0, 
resp. 

a?»-3*,a;-2a  =  0, 

deren  Coefficienten  1,  —3*,  —2a,  resp.  1,  -^<>„  —2a  stets  ganze 
rationale  Zahlen  sind.  Diese  allgemeine  cubische  Gleichung  ist 
keine  Galois'sche  Gleichung,  weil  ihre  Discriminante ,  d*  h.  die 
ganze  rationale  Zahl 

-(2'.3V-2\3»(J*  =  -2'.3»(a*-a*-36«m)  =  2'.3*6'w, 
resp. 

-(2'.3V-2'.3»*J  =  -2'.3»(a»-a"-6X)  =  2".3'6X» 
wobei  bekanntlich  die  ganze  rationale  Zahl 

d»  =  a»  +  36'm, 
resp. 

dj  =  a'  +  b'm, 

aasfällt,  nicht  das  Quadrat  einer  ganzen  rationalen  Zahl  ist. 

Die  cubischen  Unterkörper  des  Galois' sehen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  Z'(Vw,C,^),  resp. 
Z(V--mi, f, ^J  sind  keine  Galois' sehen  Zahlkörper 
imKationalitätsbereiche  1. 

Da  nun  die  Zahlen  des  cubischen  Unterkörpers  K^^^^^^^,  resp. 
^hhnjini  ^®^P'  ^hiir^,M»  ^^^  Galois'schcn  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  K  ( V»w,  g,  d)  bei  der  Anwendung  der  Substitutionen  der 
quadratischen  Untergruppen:  1,^;  l,r;  l,tr,  resp.  1,^;  l,rs;  1,^5, 
resp.  1,^;  l,rs*;  l^trs^  ungeändert  bleiben,   so  muss   der  cubische 
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Unterkörper  Ä^,^^,^,  resp.  ^i,<,,^^,  resp.  K^^^^^^  in  den  Unter- 
korpern  sechsten  Grades  Ki,v  ^y»  ^hir^  ^esp.  K^^^,  ^hrM^^,in\ 
resp.  K^^p  -^i,r«i»  ^ifin^  ^^^  Galois'schen  ZahlkSrpers  zwölften 
Grades  K(^m,i,d')  als  Unterkörper  enthalten  sein. 

In  derselben  Weise  schliessen  wir,  dass  der  cubische  Unter- 
körper ifi,^,,,^,   resp.  ir,,^^,^,„,   resp.   ^1,^,^,^.    des   Galois'schen 

Zahlkörpers  zwölften  Grades  K(^'-m^j  f,  di)  in  den  Unterkörpern 
sechsten  Grades  JSr(y— w,,  f ,  -fr,)  in  den  Unterkörpern  sechsten 
Grades  iT^,^,  ÜT,,^,  Z,^^,  resp.  ÜT^^^^,  Jf;,^^  2?^^^,  resp.  Z^^  Z,,^, 

•^i,<,i  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K  (V— »»i»  tj  ^J 
als  Unterkörper  enthalten  ist. 

Ein  jeder  der  hier  angeführten  sieben  Unter- 
körper sechsten  Grades  des  Galois'sche n  Za h  1- 
körpers  zwölftenGrades  K{^m,^yd')j  resp.  jr(V— Wj,g,di) 
erscheint  als  ein  relativ- qnadratis  eher  Zahl- 
körper in  Bezug  anf  den  entsprechenden,  in  dem- 
selben liegenden,  cubischen  Unterkörper. 

Ein  jeder  der  cabischen  Unterkörper  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers zwöKten  Grades  i'(V^?,  ^),  resp.  K(^—ni^,  g,  d-j)  enthält 
keine  einzige  der  quadratischen  Irrationalitäten  V^,  ^m,  ^—3m, 
resp.  V'^,  ^"fn^,  s/Sm^. 

Um  auf  Grund  des  gewählten  cubischen  Unterkörpers  den 
entsprechenden  Unterkörper  sechsten  Grades  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{\/mjif  d),  resp.  K{\j—m^^  g,  dj  zn 
construiren,  müssen  wir  zu  dem  gewählten  cubischen  Grundzahl- 
körper die  eine  der  eben  angeführten  quadratischen  IrrationaU- 
taten  adjungiren. 

Um  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
K{^m,  {;,  d)  den  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Kij  anf 
Grund  des  cubischen  Zahlkörpers  Ki,i,r,ir,  oder  Ki^n^inj  oder  Ki^tr^jtr^^ 
resp.  den  nicht-Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^  bez. 
K\<nj  bez.  Ki^  auf  Grund  des  cubischen  Zahlkörpers  K\^t,rjtn  I>^* 
Ki^UnMt,  bez.  Ki^ijn^^tnh  rcsp.  den  nicht -Galois'schen  Zahlkörper 
sechsten  Grades  £i,^,  bez.  Ki^tn^  bez.  Ki^tnt  auf  Grund  des  cubischen 
Zahlkörpers  Ki^-tr^  bez.  Ki^t^nu^tf  bez.  Ki^i^%,tnt  aufzubauen,  müssen 
wir  zu  diesem  cubischen  Grundzahlkörper  die  eine  Wurzel  der 
reinen  quadratischen  Gleichung 

a?«-m  =  0, 
resp. 

x^  +  B  —  0, 
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resp. 

x^  +  dm  =  0 

adjnngiren. 

Um  entsprechender  Weise  im  Falle  des  Galois'schen  Zahl- 
korpers  zwölften  Grades  i'(V— m^,t,  ^J  den  Galois'schen  Zahl- 
korper  sechsten  Grades  Ki^tr  aof  Grand  des  cabischen  Zahlkörpers 
Ki^t^rM  oder  Ki^tr^nj  oder  Ki^m»,^^  resp.  den  nicht  -  Galois'schen 
Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^r^  bez.  Ki^n^  bez.  Ki^r^  auf  Grand 
des  cabischen  Zahlkörpers  Kxf^rMi  bez.  £'i>,^,rt,  bez.  Ki^u^i^^r^  resp. 
den  nicht-Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  £x,^,  bez.  Ki^t^j 
bez.  Ki,^  aaf  Grand  des  cabischen  Zahlkörpers  Ki^r^tn  ^oz.  Ki^trMni 
bez.  Ki^irM^  anfznbaaen,  müssen  wir  za  diesem  cabischen  Grand- 
zahlkörper die  eine  Warzel  der  reinen  quadratischen  Gleichung 

a;«-3OTj  =  0, 
resp. 

«»-8      =  0, 
resp. 

«»+m,     =  0 
adjungiren. 

Eine  jede  von  diesen  reinen  quadratischen  Gleichungen  darf 
in  der  That  als  eine  in  Bezug  auf  den  entsprechenden  cubischen 
Grundzahlkörper  relativ  -  quadratische  Gleichung  aufgefasst  wer- 
den, weil  ihre  Coefficienten  ganze  rationale  Zahlen  sind  und  in- 
folge dessen  in  einem  jeden  algebraischen  Zahlkörper,  also  auch 
in  dem  entsprechenden  cubischen  Grundzahlkörper  liegen. 

Diese  reinen  quadratischen  Gleichungen  sind,  wie  öfters  er- 
wähnt worden,  stets  Galois'sche  AbeFsche  quadratische  Glei- 
chungen im  Sationalitätsber eiche  1. 

Infolge  dessen  wird  ein  jeder  der  hier  ange- 
führten sieben  Unterkörper  sechsten  Grades  ein 
inBezugauf  den  entsprechenden,  in  demselben 
liegenden,  cubischen  Unterkörper  relativ-Galois'- 
scher  Zahlkörper  vom  Relativgrade  zwei  sein. 

Im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
J^(V^9  S)  ^)  besitzt  der  Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades 
Kut  in  Bezug  auf  den  cubischen  Zahlkörper  Ki^tjrM  ^^z«  ^i,i,njf', 
bez.  Ku^rw^^in»  die  cyklische  Relativ-Gruppe  l,r,  bez.  I,r5,  bez.  l,rs*, 
resp.  der  nicht-Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^r,  bez. 
J?i,n,  bez.  Kitr^  in  Bezug  auf  den  cubischen  Zahlkörper  K^^t^rM)  l^^z» 
Kui^g^y  bez.  Ki^i,r^^ir^  die  cyklische  Relativ-Gruppe  1,  t,  resp.  der 
nicht-Ghklois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  ÜTi,^,  bez.  Ki^tnj  bez. 
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Ki^tr^  in  Bezug  auf  den  cubischen  Zahlkorper  £i,^r>}  bez.  f  urt^fra? 
bez.  Ki4^r^^ir^  die  cyklische  Relativ-Gruppe  l,t  oder  l,r,  bez.  1,< 
oder  l,rs,  bez.  1,^  oder  l,rs'. 

In  derselben  Weise  finden  wir,  dass  im  Falle  des  Galois'sdien 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  JST (\/— w„  g,  dj  der  Galois'sche  Zahl- 
körper sechsten  Grades  Kijr  in  Bezug  auf  den  cubischen  Zahl- 
körper -Ki,<,r,<r,  bez.  Ki^ir,u,r»,  boz.  Ki,ir,ufl,r^  die  cyklische  Relativ- 
Gruppe  1,^  oder  l,r,  bez.  1,^5  oder  l,r5,  bez.  1,^5*  oder  l,rs', 
resp.  der  nicht-Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^y  bez. 
Ki^m  bez.  £^L,r«s  in  Bezug  auf  den  cubischen  Zahlkörper  Ki^r^irj  bez. 
^iM^nj  bez.  jBTi.A-.&a.r«*  die  cyklische  Relativ-Gruppe  l,tf  bez.  1,^^, 
bez.  ly^'i  resp.  der  nicht-Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades 
Kify  bez.  Ki^uj  bez.  ^Ti,^  in  Bezug  auf  den  cubischen  Zahlkorper 
Äi.<,r.*.,  bez.  Ki^irMrsj  ^cz.  Ki^ir,iä»^r^  die  cyklische  Relativ-Gruppe  1,  r, 
bez.  lyTS,  bez.  l^r«'  besitzt. 

Wir  können  sagen,  dass  ein  jeder  der  hier  an- 
gegebenen sieben  Unterkörper  sechsten  Grades 
des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
Ki^mj^jd),  resp.  i5r(V— m^, 5, ^J  in  Bezug  auf  den  ent- 
sprechenden, in  demselben  liegenden,  cubischen 
Grundzahlkörper  ein  relativ-Galois'scher- AbeT- 
s cher-cyklischer  Zahlkörper  vom  Relativgrade 
zwei  ist. 

Nebenbei  bemerkt  kann  der  Galois'sche  Unterkörper  sechsten 
Grades  £i,/,  resp.  £^,(r  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  K(^m,i,^),  resp.  -K'(V— w^,  g,  ^J  nie  zugleich  auch  ein 
Galois'scher- Aberscher  Zahlkörper  sechsten  Grades  sein,  weil  der- 
selbe^aus  dem  Galois'schen-Abel'schen  quadratischen  Zahlkörpei 
K{^fn)j  resp.  K(^3m^)  und  den  nicht- Galois'schen  cubischen  Un- 
terkörpern Ki4^r,in   t^U^nMi  ^U.r^,ir^   ^CSp.   iCi.<,r>,   ifi.*%to.f»,   ^iMMjn* 

des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{\jmy  g,  <&),  resp. 
-K'(V/— m„  g,  ^J ,  welche  wir  auch  als  die  cubischen  Zahlkörper 
K{a^)  K{a^,  K{a^  bezeichnen  dürfen,  zusammengesetzt  ist. 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  die  angeführten  Unterkörper  dritten 
und  sechsten  Grades  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Gra- 
des K(^,  gy  0)j  resp.  K\l—m^j  C,  d^)  in  Bezug  auf  ihre  Realität  zn 
untersuchen« 

Aus  der  Theorie  der  nicht-Galois' sehen  allgemeinen  cubischen 
Gleichung  ist  bekannt,  dass  dieselbe  stets  drei  reelle  Wurzeb, 
resp.  eine  reelle  und  zwei  conjugirt  imaginäre  Wurzeln  besitzt, 
falls  ihre  Biscriminante  eine  positive,  resp.  eine  negative  ganze 
rationale  Zahl  ist. 
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Wir  haben  mit  '8',  resp.  &,  eine  bestimmt  ausgewählte  dritte 
Wurzel  ans  der  ganzen  Zahl  (i,  resp.  fi^  bezeichnet.  Wir  können 
stets  ^,  resp.  ^^  so  wählen  dass  die  Wurzel  a^  eine  reelle  ganze 
Zahl  wird.  Dann  müssen  die  übrigen  zwei  Wurzeln  a,,  a^  ent* 
weder  zwei  reelle  ganze  algebraische  Zahlen,  falls  m:>^0,  resp. 
m,  :>  0  ausfäUt,  oder  zwei  conjugirt  imaginäre  ganze  algebraische 
Zahlen,  falls  m  <;  0,  resp.  m^  <:  0  wird,  sein. 

Hieraus  folgt,  dass  der  cnbische  ZahlkSrper  K{a^)  stets  ein 
reeller  Zahlkörper  ist  und  dass  die  cubischen  Zahlkörper  K{a^, 
K{c^  reelle  oder  conjugirt  imaginäre  Zahlkörper  sind,  falls  m>-0, 
resp.  fiij  >•  0  oder  i»  <:  0,  resp.  w,  <  0  ausfällt. 

Was  nun  den  Galois'schen  Unterkörper  sechsten  Grades  K^^ 
resp.  Kiir  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{\fm^  {,  0-), 
resp.  Ä^(\/— »t„  5,  ^J  angeht,  so  wird  derselbe  stets  ein  reeller 
Zahlkörper  sein,  falls  nt  >  0,  resp.  w^  >  0  ist ;  er  wird  dagegen 
ein  imaginärer  Zahlkörper  sein,  falls  w  <:  0,  resp.  w^  <:  0  ausfallt. 

Die  nicht-Galois' sehen  Unterkörper  sechsten  Grades  Ki^ry  ^Km 
Äi^rt«  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{\[m^  f ,  ^), 
resp.  K  iSl—m^^  C,  ^J  sind  stets  imaginäre  Zahlkörper,  weil  sie  den 
imaginären'  quadratischen  Zahlkörper  ir(g)  als  Unterkörper  ent- 
halten. 

Die  nicht-Galois'schen  Unterkörper  sechsten  Grades  JSTi.ir,  ^ijr»^ 
^i,ir«^  resp.  Ki^i^  Ki^ig,  Ki^t^t  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  ^(^tw,  C,  d),  resp.  K{\J—m^,  C,  ^,)  sind  stets  imaginäre  Zahl- 
korper,  falls  fw>0,  resp.  iWj>0  ist,  weil  sie  dann  den  imagi- 
Aären  quadratischen  Zahlkörper  K{\J^^3m),  resp.  K{\]--m^  als  Unter- 
körper enthalten.  Fällt  aber  m<0,  resp.  t»i<:0  aus,  so  wird 
der  nicht-Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  JSTi^^,  resp.  ^i,< 
ein  reeller  Zahlkörper  sein,  weil  er  aus  dem  reellen  quadratischen 
Zahlkörper  K{^—%m\  resp.  K{\l—m^  und  dem  reellen  cubischen 
Zahlkörper  IT (aj  zusammengesetzt  ist;  die  nicht-Galois'schen Zahl- 
kopper  sechsten  Grades  -^i,*«,  ^i.<^,  resp.  J^i,^»,  JSTi.i,«  werden  in 
diesem  Falle  stets  imaginäre  Zahlkörper  sein,  weil  der  nicht- 
Gralois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  -Ei^«,  resp.  Ki^u  den  ima- 
ginären cubischen  Zahlkörper  -S^Ca«)  und  der  nicht -Galois'sche 
Zahlkörper  sechsten  Grades  ITi,^^,  resp.  Ki^f^  den  imaginären 
cabischen  Zahlkörper  K{a^  als  Unterkörper  enthalten. 

Die  von  uns  angeführten  drei  ganzen  Zahlen  a^,  a„  a,,  welche 
in  den  entsprechenden  Unterkörpern  dritten  und  sechsten  Grades 
des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  Z"  (V^w^  f,  a-),  resp. 
Ä(y— m„ 5, «•,)  genügen  bekanntlich  der  nicht-Galois'schen  allge- 
meinen cubischen  Gleichung 
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resp. 

«•-3*,a;-2a  =  0 

mit  rationalen  Zahlencoefficienten. 

umgekehrt  giebt  stets  eine  jede  mcht-Gralois'sche  allgemeine 
cubische  Gleichung  mit  rationalen  Zahlencoefficienten  Anlass  zu 
der  Entstehung  solcher  Zahlkörper  sechsten  Grades,  welche  wir 
hier  behandelt  haben. 

Wir  beschränken  uns,  wie  früher,  auf  die  nicht-GhJois'schen 
allgemeinen  cubischen  Gleichungen,  deren  Coefficienten  ganze  ra^ 
tionale  Zahlen  sind. 

Nehmen  wir  die  reducirte  nicht-G^ois'sche  allgemeine  cubische 
Gleichung  von  der  Form 

(1)  a?»-6Ä-c  =  0 

an,  so  wissen  wir,  dass  ihre  Wurzeln  aus  einer  bestimmten  Ca- 
bik Wurzel  aus  der  ganzen  algebraischen  Zahl  ^(27c+3V— 3D)  mit 
Hilfe  der  Coeffieienten  ^  und  C  gebildet  werden,  wobei  die  Discri- 
minante  D  dieser  allgemeinen  cubischen  Gleichung  der  ganzen 
rationalen  Zahl 

-(27c»+«')  =  W2* 

gleich  ist. 

Um  die  in  Rede  stehenden  Zahlkörper  sechsten  Grades  zu 
bekommen,  brauchen  wir  nur,  wenn  q  nicht  durch  9  teilbar  ist, 
im  Falle 

m  ^  0  (mod  3) 
die  ganze  algebraische  Zahl 

II  =  |(27c  +  3j\/=8^, 
resp.  im  Falle 

91t  =  0  (mod  3), 
also 

fw  =  3fW| 

die  ganze  algebraische  Zahl 


zu  setzen,  ist  aber  q  durch  9,  resp.  3  teilbar,  wird  also 

q  =  9?!,  resp.  2  =  32,, 
so  müssen  wir  im  Falle 
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m  $  0  (mod  8) 
die  ganze  algebraische  Zahl 

resp.  im  Falle 


m  =  0  (mod  3), 


also 


in      =      3lfl|y 

die  ganze  algebraische  Zahl 


wählen. 

Enthält  aber  q  den  Factor  9,  resp.  3  nicht,  so  werden  sich  die 
Wurzeln  der  allgemeinen  cnbischen  Gleichnng  (1)  von  den  hier  von 
ans  angeführten  ganzen  algebraischen  Zahlen  a^,  a^,  a,  nm  den 
Factor  ^  unterscheiden,  ist  aber  q  durch  9,  resp.  3  teilbar,  so  stim- 
men die  Wurzeln  der  allgemeinen  cubischen  Gleichung  (1)  mit 
den  ganzen  algebraischen  Zahlen  a^,  a^,  a^  genau  fiberein. 

Wir  wollen  nun  den  folgenden  Satz  beweisen: 

Eine  nicht-Galois'sche  allgemeine  cubische  Glei- 
chung hat  im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  kei- 
nen Äff  ect. 

In  der  That  bilden  wir  uns  denjenigen  algebraischen  Zahl- 
körper, welcher  aus  den  drei  durch  die  Wurzeln  der  vorgege- 
benen nicht  -  Galois' sehen  allgemeinen  cubischen  Gleichung  defi- 
nirten  nicht  -  Galois'schen  cubischen  Zahlkörpem  besteht,  so  er- 
halten wir  denjenigen  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades, 
welchen  wir  hier  als  den  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades 
Kij,  resp.  Ki^ir  bezeichnet  haben,  und  welcher  in  dem  Galois'schen 
Zahlkörper  zwöKten  Grades  K(\Jm,  g,  %•),  resp.  K{\J--m^,  g,  ^^  als 
Unterkörper  enthalten  ist.  In  diesem  Falle  werden  die  in  §  6 
angeführten  ganzen  rationalen  Zahlen  r,  %  die  Werte : 

V  =  3, 

besitzen.    Es  besteht  dabei  die  Relation 

;j  =  6  «  JT(3)  =  1.2.3  =  6. 

Das  heisst  aber,  dass  die  vorgegebene  nicht  -  Galois'sche  allge- 
meine cubische  Gleichung  keinen  Affekt  im  Eationalitätsbereiche 
1  besitzt. 
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§18. 

Zerlegung    der  rationalen  Primzahlhauptideale   in   den  cubi- 
sehen  Unterkörpern    des   Galois'schen    Zahlkörpers    zwölften 
Grades  K[\lm,t,S),  resp.  K{\J^,t,^,y 

Nun  wollen  wir  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahlhaupt- 
ideale  in  den  angeführten  cubischen  Unterkörpern  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  JSr(Vw^5, -O*),  resp.  Z'(V— w„  5,  ^J 
studiren. 

Es  ist  klar,  dass  die  Frimideale  dieser  cubischen  Unterkörper 
sich  aus  den  Primidealen  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  e:(^w,  C,  •9'),  resp.  K)  ^—ini,  t,  &i)  und  seiner  Unterkörper 
sechsten  Grades  sich  bilden  lassen. 

Um  uns  die  Primideale  dieser  cubischen  Unterkörper  zu  ver- 
schaffen können  wir  in  den  Fällen  n(cb),  III(bb),  resp.  n(cb)j 
in(bb)  die  Eigenschaften  der  Zerlegungskörper  benutzen.  In 
allen  übrigen  Fällen  müssen  wir  aber  aus  den  Primidealen  des 
Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{^tn,ijd),  resp. 
^(^— wijjf, -Ö-j)  im  Allgemeinen  solche  Producte  bilden,  welche  bei 
der  Anwendung  der  Substitutionen  der  den  entsprechenden  cubi- 
schen Grundzahlkörper  definirenden  Gruppe  ungeändert  bleiben. 
Es  ist  dabei  zu  beachten,  dass  die  Primideale  der  cubischen  Un- 
terkörper in  den  entsprechenden  in  Bezug  auf  diese  cubischen 
Unterkörper  relativ  -  Galois'schen-  Aberschen  -  cyklischen  -  quadrati- 
schen Zahlkörpern  sechsten  Grades  entweder  in  das  Product 
zweier  gleicher  Primideale,  oder  zweier  verschiedener  in  Bezng 
auf  die  gewählten  cubischen  Grundzahlkörper  relativ  conjugirter 
Primideale  der  entsprechenden  Zahlkörper  sechsten  Grades  zer- 
fallen, oder  selbst  unzerlegbar  bleiben.  Ausserdem  darf  ein  Pri- 
mideal des  gewählten  cubischen  Grundzahlkörpers  in  dem  Gralois^- 
schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  JT  (\^w,  g, -d*),  resp.  J5r(v'— mj,5,^i) 
in  das  Product  höchstens  von  vier  Primidealen  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  K(^m,  g,  d),  resp.  K{\l'-'m  ,  f ,  ^J_zer- 
fallen,  weil  der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grades  Z(^m,5.^), 
resp.  K{sj—m^,  f,  -ö-,)  in  Bezug  auf  einen  jeden  seiner  cubischen 
Unterkörper  den  Relativgrad 

r  =  4 

besitzt. 

Wir  werden  in  der  Tabelle  XXVÜI,  resp.  XXIX  die  Zerle- 
gung  der  rationalen  Primzahlhauptideale  in   den  drei  cubischen 
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Unterkörpern  des  Galois'schen  Zahlkorpers  zwölften  Grades 
K{\Jm^  C,  *),  resp.  K{^—m^^  g,  ^^  angeben,  indem  wir  die  nicht  in 
(3)  aufgehenden  Primideale  der  cabischen  Unterkörper  mit  dem 
Bnchstaben  8{  mit  oder  ohne  Indices  and  die  in  (3)  aufgehenden 
Primideale  der  cnbischen  Unterkörper  mit  dem  Bnchstaben  9t  mit 
oder  ohne  Indices  bezeichnen.  In  dieser  Tabelle  fähren  wir  zu- 
gleich auch  die  Zerlegung  der  Primideale  der  cnbischen  Zahlkör- 
per in  dem  Galois^schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\Jm^  g,  -ö*), 
resp.  K(\/--m^,  g,  -ö- J  an. 

Den  Grad  eines  jeden  Primideals  der  cnbischen  Unterkörper 
können  wir  leicht  dem  allgemeinen  Verfahren  nach  bestimmen; 
wir  wollen  uns  dabei  nicht  aufhalten. 

Wir  haben  in  der  Tabelle  XXVIH,  resp.  XXIX  die  Primi- 
deale der  cnbischen  Zahlkörper  in  der  allgemeinen  Form  ange- 
geben ;  auf  die  genaueren  Ausdrücke  gehen  wir  nicht  ein  und  ver- 
weisen auf  die  in  §  7  citierte  Arbeit  von  Herrn  Woronoj. 

Die  Beispiele  für  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahl- 
hauptideale  in  den  cnbischen  Unterkörpern  können  wir  aus  den 
in  §  13  behandelten  Beispielen  ableiten. 

Beispiele  für  dieZerlegung  der  rati  onalen  Prim- 
zahlhauptideale in  den  cnbischen  Unterkörpern 
des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 

Wir  setzen,  wie  früher, 

an  und  führen  hier  bloss  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahl- 
hauptideale in  dem  cnbischen  Zahlkörper  £i,i,rA  an. 

Beispiele  für  den  Fall  I(aa). 

1)  X-21X-U  =  0,  m  =  2, 
f*  =  7  +  7v/=6,  p=  7, 
(7)  =  (7,  a,)\ 

2)  a;»-117a;-702  =  0,  m  =  -14, 
fi  =  351  +  39\/S,  2?  =  13, 
(13)  =  13, «,)». 

3)  fl?3_63a;~2B2  =  0,  w  =  -5, 
fft  =  1264-21^15,  p  =  7, 

(7)  =  (7,  «,)•, 

Beispiele  für  den  Fall  I(ab). 
1)   x'-ar-U  =  0,  w  =  -1315,  / 

^  =  189.h3V3945),i^=7,       .       :         /^  ^     j  - 
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(7)_(7,|.)(7,-8  +  |.)(7,8+:^). 

2)  3^-17 X- 18  =  0,  m  =  15089, 
351+3^-45267 
f»  =  2 '  *  ~  ■^^' 

(13)  =  (l3,^)(l3,-2  +  |.)(l3,2  +  ^). 

Beispiele  für  den  Fall  I(ac). 

1)  a^+2x-2  =  0,  w  =  -35, 
H  =  27+3\/105,  p  =  13, 
(13)  =  (13), 

2)  ir»+  2a;-l  =  0,  m  =  -59, 

27 + 3\/177 
**  =  2^ ,P  =  7, 

(7)  =  (7). 

Beispiele  für  den  Fall  I(bb). 

1)  x^-x-1  =  0,_m  =  -23, 

,  =  JZif§5.,  ,  =  7, 

P)  =  (wf)(7,3-^+^). 

2)  a;''+a»-2  =  0,  w  =  -35, 
;»  =  27+3V105,  p  =  19, 

(19)  =  (l9,-5+-j)  (19,27+^  +  -^). 

Beispiele  für  den  Fall  I(cb). 

1)  a^+6x-b  —  0,  m  =  -19, 

H  = 1 — ,  p  =  19, 

(19)  =  (19,-6+a.)(19,-7+«,)». 

2)  x*+x-l  =  Ojjm  —  -31, 

27+3^93  -, 

ft  =  2^ — ,  P  =  31, 

(31)  =  (31,3+.^y(31,14+-|-). 

Beispiel  für  den  Fall  U(ab). 
«»+«-5  =  0,  w  =  -  679, 

135+3\^Ö37  „ 

**  = gi^-j — ,  i>  =  5, 

(6)  =  (64)(6.-^i.)(M+^). 
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Beispiele  für  den  Fall  Il(ac). 

1)  a^-x-1  =  0,  f»  =  -23, 

f»  =  2^ — ,P  =  2, 

(2)  =  (2). 

2)  a^+x-1  =  0,  m  =  -31, 

27-f3V/§3 
/*  =  2^ — ,  1»  =  ß, 

(5)  =  (B). 

Beispiele  für  den  Fall  II(ba). 

1)  a^+6x-M  ==  0,  m  =  -11, 
M  =  17+3v^,  p  =  2, 

(2)  =  (2,^)'. 

2)  a;«-2a!-2  =  0,  «  =  -19, 
^  =  27-|-3V§7,  jp  =  2, 

(2)  =  (2,f )'. 

Beispiele  für  den  Fall  II(bb). 

1)  a;»+2a^-2  =  0.  w  =  -35, 
It  ==  27+3V^  P  =  23, 

(23)  =  (23, 6+-|-)  (23,38--^  +  ^). 

2)  a:»-i-2iP-l  =  0,  »  =  -59, 

(ll)-(ll,-2+-|L)(ll,6+^H.i!). 

Beispiele  für  den  Fall  II(cb). 

1)  «•+6iP-34  =  0,  m  =  -11, 
f»  =  17+3^33,  p  =  11, 

(ii)  =  (ii,z^)(ii,i:^y. 

2)  a5»-«-l  =  0,  m  =  -23, 
,»27^.,  =  23. 

(23)  =  (23,-3+-^)'  (23,-10  +  ^). 

Beispiele  für  den  Fall  in(aa). 
1)  a;»-12a>-10  =  0,  m  =  13, 
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(3)  =  (3,-l+«,)». 
2)  »»-21a^-26  =  0,  f«  =  58, 
M  =  13+V/=17i; 
(3)  =  (3, 1+a.)». 

Beispiele  für  den  Fall  III(ab). 
1)  x'-x-3  =  0,  m  =  -239, 
_  81+3  v/717 

(8,=  (3,»(3,uf)(3.-l+|). 

Beispiele  für  den  Fall  in(ac). 

1)  x^-x-l  =  0,  w  =  -23, 

_   27+'6\ß9 
f*  2        ' 

(3)  =  (3). 

2)  x*+2x-2  =  0,m  =  -35, 
H  =  27+3V/IÖ5, 

(3)  =  (3). 

3)  a!»-39a!-16  =  0,  m  =  79, 

(3)  =  (3). 

Beispiele  für  den  Fall  m(ba). 

1)  x'+ßx-&  =_0,  m  =  -19, 

5+V57 
*»  =  — ^ — « 

(3)  =  (3,1+«,)». 

2)  x'-21x-U,jn  =  2, 
^  =  7+7V-6, 

(3)  =  (3, 1+a,)». 

Beispiele  für  den  Fall  in(bb). 
1)  a;»-12a;-70  =  0,  ♦»  =  -43, 
^  =  35+3Vi29, 

1)   a:»+«-4  =  Oj_m  =  -109, 
M  =  54+3V327, 


(3)  =  (3.i;+f)(3,2-:^  +  ^). 
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Beispiele  für  die  Zerlegung  der  rationalen  Prim- 
zahlhaaptideale  in  den  cabischen  Unterkörpern  des 
Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  iSry—m„S,^J. 

Wir  setzen,  wie  froher, 

an  and  fahren  hier  bloss  die  Zerlegung  der   rationalen  Primzahl- 
hanptideale  in  dem  cabischen  Zahlkörper  ■E'^^rtr  ^'^■ 

Beispiel  für  den  Fall  I(aa). 
a^+2lz-14  =  0,  -m,  =  2, 
ft    =  7+14V/2,  p  =  7, 
(7)  =  (7,  «J». 

Beispiel  für  den  Fall  I(ab). 

x*+3z-7  =  0,  -»,  =  53, 

7+V§3  _ 

<».  =  — ^ — >  i>  =  7, 

(7)=(7,«.)(7,-2+«0(7,2+a.). 

Beispiel  fär  den  Fall  I(ac). 
«•+21»-2  =  0,  -m,  =  86, 
/..  =  1+2V/86,  j)  =  7, 
(7)=  (7). 

Beispiel  für  den  Fall  I(bb). 
x*+3aj-l  =^0,  -m,  =  5, 

*».  =  — 2~'  i»  =  7, 

(7)  =  (7,  -3+«.)  (7, 12+3«,+«,«). 

Beispiel  für  den  Fall  I(cb). 

«»+15a:-30  =  0,  -m,  =  14, 
^,  =  16+BVli,  p  =  7, 
(7)=  (7,-1+«,)  (7, -3+«.)*. 

Beispiel  für  den  Fall  U(aa). 
a?-Sx-2  =  0,  -«I,  =  -7, 

M,  =  1+^=7, 1)  =  2, 
(2)  =  (2, « J». 

Beispiel  für  den  Fall  U(ab). 
«•-6a5-l  =  0,  -m,  =  -31, 

l+V-31     „        - 
f»,  =- 2 '  P       °> 

(6)  =  (5,  -2+« J  (5,  -2+2«»+«D. 
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Beispiel  für  den  Fall  n(bb). 
«*-6«-10  =  0,  -m,  =  17, 
^  =  5+Vi7,  p  =  5, 
(5)  =  (6,  aj  (5,  -1+aJ  (5, 1+aJ. 

Beispiel  für  den  Fall  n(bc). 
«»-|-3aj-l  ==0,  -m,  =  5, 

*»i  ==  —2^»  i>  =  2, 

(2)  =  (2). 

Beispiele  für  den  Fall  Jl  (cb). 

1)  x'+Zx-l  =  0,   -m,  =  6, 

1+V6  „ 

**i  =  "2"'  P  ^  ^' 

(5)  =  (6, 1+«.)«  (5, 2+«  J. 

2)  a;»-9«-6  =  0,  -i»,  =  2, 
M.  =  3+3V^,  1)  -=  2, 
(2)=(2,a.)(2,-l+«.)«. 

Beispiele  für  den  Fall  ]II(aa). 
1)  x'-4&x-Q0  =  0,  -j»,  =  -11, 

f»,  =  ao+iBV^n; 

(3)=  (3,aJ». 

2)  «»-ez-e  =_o,  -w,  =  -2, 

^.  =  3-I-3V-2, 

(3)  =  (3, «,)'. 

3)  a;»-3a>-16  =  0,  -m,  =  7, 

^  =  frfsVT; 

(3)=(3.^?if±^y. 

Beispiel  für  den  Fall  in(ab). 
a:»-f3a;-18  =  0,  -m,  =  82, 
ft,  =  9+V/82, 

(3)==(3,^i:^)(3.3±^)'. 

Beispiel  für  den  Fall  m(ba). 

«•+3a!-l  =  0,  -«»,==  5, 

_   1+V6 
f*i  —      2     ' 

(3)  =  (3,  -l^y. 
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Beispiel  für  den  Fall  in(bb). 
ix^+12x-A  =  0,    -m,  =  17, 

(3)=(3,i±^)"(3,l=??^ 


§  19- 

Aufstellung  der  Relatiydiscriminanten  der  Unterkörper  sechsten 

Grades  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K[Sjm^Z^&\ 

resp.  K{Sf^^^y3'^  in  Bezug  auf  ihre  cubischen  Unterkörper. 

Berechnung  der  Discriminanten  der  cubischen  Unterkörper. 

Wir  haben  in  §  17  gezeigt,  dass  ein  jeder  von  den  sieben 
Unterkörpern  sechsten  Grades  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölf- 
ten Grades  K{\Jfn,C,^)f  resp.  K(^—m^j  ty^d  als  ein  relativ-Gralois'- 
scher-Aberscher-cyklischer  Zahlkörper  vom  ßelativgrade  zwei  in 
Bezng  aof  den  in  demselben  liegenden  cubischen  Unterkörper  auf* 
gefasst  werden  darf. 

Wir  haben  bereits  auch  die  dabei  in  Betracht  [kommenden 
Relativ-Gruppen  angeführt. 

Wir  wollen  nun,  unserem  früheren  Verfahren  entsprechend, 
den  Begriff  der  Relativdiscriminante  eines  jeden  der  Unterkörper 
sechsten  Grades  in  Bezug  auf  den  in  demselben  liegenden  cubi- 
schen Unterkörper  einführen. 

Unter  der  Relativdiscriminante  eines  jeden  der 
Unterkörper  sechsten  Grades  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades  JSr^m,  g,d),  resp.  X(V— Wj,  f,  -^J 
in  Bezug  auf  den  entsprechenden  cubischen  Grund- 
zahlkörper verstehen  wir  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Teiler  der  Relativdiscriminanten  aller  ganzen 
Zahlen  des  betreffenden  Unterkörpers  sechs  tenGrades. 

Diese  Belativdiscriminanten  aller  ganzen  Zahlen  des  betref- 
fenden Unterkörpers  sechsten  Grades  sind  in  einem  jeden  Falle 
leicht  zu  bilden,  weil  wir  die  Relativ-Gruppen  aller  Unterkörper 
sechsten  Grades  in  Bezug  auf  die  entsprechenden  cubischen  Unter- 
körper in  §  17  bereits  angegeben  haben. 

Zur  Berechnung  der  Relativdiscriminanten  der  Unterkörper 
sechsten  Grades  in  Bezug  auf  die  entsprechenden  cubischen  Un- 
terkörper können  wir  den  uns  aus  der  Theorie  des  Eummer'schen 
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Zahlkörpers  bekannten  Hauptsatz  benutzen,  indem  wir  denselben 
hier  für 

l  =  2 
anwenden  müssen. 

Aus  dem  §^7  wissen  wir,   dass  die  ganzen  Zahlen  ^fw,  \/— 3, 

y/— 3w,  resp.  ^—nl^J  ^—3,  \ßm^  die  auf  Grund  der  entsprechenden 
Unterkörper  dritten  Grades  die  entsprechenden  Unterkörper  sechs- 
ten Grades  des  Galois' sehen  Zahlkörper  zwölften  Grades  JK'(V^m,g,^), 
resp.  K  (V—W,,  f ,  d*,)  definirenden  ganzen  Zahlen  sind ,  welche  wir 
im  Allgemeinen  als  die  Quadratwurzel  Sßl  bezeichnen  wollen. 

Wir  sprechen  den  erwähnten  Fundamentalsatz  folgendermassen 
aus,  indem  wir  beachten,  dass  in  diesen  Fällen 

1  =  2, 
II  =  M 
sind: 

Geht  ein  Primideal  des  Grundzahlkörpers  dritten 
Grades,  welches  nicht  in  dem  rationalen  Primzahl- 
hauptideal (2)  auftritt,  in  dem  rationalen  Hauptideal 
(M)  genau  zur  aten  Potenz  auf,  so  enthält,  wenn  der 
Exponent  e  zu  2  prim  ist,  die  Relativdis  criminante 
des  entsprechenden  Zahlkörpers  sechsten  Grades  in 
Bezug  auf  den  erwähnten  cubischen  Grundzahlkör- 
per genau  die  erste  Potenz  dieses  Primideals  als 
Factor;  ist  dagegen  der  Exponent  e  ein  Vielfaches 
von  2,  so  fällt  die  betreffende  ßelativdiscriminante 
prim  zu  diesem  Primideal  aus. 

Was  nun  dasjenige  Primideal  des  cubischen  Grundzahlkörpers 
angeht;  durch  welches  (2)  teilbar  ist,  so  schliessen  wir  den  Fall 
aus,  dass  (M)  genau  die  e  te  Potenz  dieses  Primideals  enthält  und 
e  ein  Vielfaches  von  2  ist.  Denn  alsdann  können  wir  anstatt  M 
eine  andere  ganze  rationale  Zahl  M*  finden,  so  dass  (M*)  zu  die- 
sem Primideal  prim  ausfällt  und  die  Quadratwurzel  ^M*  densel- 
ben Zahlkörper  sechsten  Grades,  wie  die  Quadratwurzel  ^M  auf 
Grund  des  gewählten  Zahlkörpers  dritten  Grades  definirt. 

Wir  haben  daher  nur  zwei  Fälle  ins  Auge  zu  fassen,  je 
nachdem  das  rationale  Hauptideal  (M)  genau  eine  Potenz  dieses 
Primideals  enthält,  deren  Exponent  zu  2  prim  ist,  oder  (Jf)  nicht 
durch  dieses  Primideal  teilbar  wird. 

Im  ersten  Falle  ist  die  Relativdiscriminante  des 
entsprechenden  Zahlkörpers  sechsten  Grades  in  Be- 
zug auf  den  gewählten  cubischen   Grandzahlkorper 
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genau  darch  die  drittePotenz  des  betreffenden  Pri- 
mideals teilbar. 

Im  zweiten  Falle  sei  u  der  höchste  Exponent,  für 
den  es  eine  Zahl  a  in  dem  cnbischen  Grrandzahlkörper 
giebt,  so  dass 

nach  der  uten  Potenz  dieses  Primideals  wird. 

Die  erwähnte  ßelativdiscriminante  ist  dann  im 
Falle  tt^2  zü  diesem  Primideal  prim,  sie  wird  da- 
gegen im  Falle  u  gleich  1  genau  durch  die  zweite  Po- 
tenz des  betreffenden  Primideals  teilbar  sein. 

Wir  wollen  hier  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K{\fmyS,d)  nur  die  Relativdiscriminante  des 
Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K^p  resp.  des  nicht- 
Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  JSTj^,  resp.  des  nicht- 
Galois'schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  i^  ^^  in  Bezug  auf  den 
cnbiBchen  Zahlkörper  K^^t^r^ir  ausführlich  berechnen   und  für  den 

Fall  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{\J^^^,  f,  -9«,) 
nur  die  Resultate  angeben. 

Bei  der  Berechnung  dieser  ßelativdiscriminanten  müssen  wir 
die  in  (2),  bez.  (3),  bez.  (m)  aufgehenden  Primideale  der  Gruppen 
n(ab),  n(ac),  n(ba),  II(bb),  n(cb),  bez.  m(aa),  in(ab),  ni(ac), 
in(ba),  in(bb),  bez.  I(cb),  Il(cb)  des  cnbischen  Zahlkörpers  K^^rtr 
ins  Auge  fassen. 

Die  in  (2)  aufgehenden  Primideale  von  K^t^^,  bezeichnen  wir 
mit  dem  Buchstaben  91  (2)  mit  oder  ohne  Indices. 

Wir  nehmen  die  ganze  rationale  Zahl  m  von  der  Form 

im  Falle,  dass 

m  =  1  (mod  4) 
oder 

»t  =  3  (mod  4) 

ist|  und  von  der  Form 

m  =  2pi(eb)  iPn(ob), 
faUs 

m  s  2  (mod  4) 
wird  an. 

Wir  beginnen  mit  dem  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
sechsten  Grades  K^p 

27 
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Unter  der  Relativdiscriminante  Z);ti  ^^s  Galois'- 
schen  Zahlkörpers  sechsten  Grrades  JT^^  in  Bezug  anf 
den  cubischen  Zahlkörper  K^^^i^  verstehen  wir  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Teiler  der  Relativdis- 
criminanten 

aller  ganzen  Zahlen  A  des  Galois' sehen  Zahlkör- 
pers sechsten  Grades  K^^, 

In  diesem  Falle  ist  die  ganze  rationale  Zahl  M  gleich  m. 

Die  Relativdiscriminante  D^^  enthält  stets  genau  in  der  er- 
sten Potenz  das  in  (m)  aufgehende  Primideal  Sfti  der  Gruppe  I(cb) 
und  das  in  {m)j  zugleich  nicht  in  (2),  falls  m  durch  2  teilbar  ist, 
aufgehende  Primideal  Stj  der  Gruppe  n(cb)  von  K^  i  ^  ^,.,  weü  die- 
selben in  dem  rationalen  Hauptideal  (m),  also  auch  {M)  genau  in  der 
ersten  Potenz  enthalten  sind ;  zu  dem  in  (tw)  aufgehenden  Primideal 
SRj  der  Gruppe  I(cb)  und  zu  dem  in  (m),  zugleich  nicht  in  (2),  falls 
m  durch  2  teilbar  wird,  aufgehenden  Primideal  8?,  der  Gruppe  n{cb) 
von  K^i^ir  niiiss  D/^^  natürlich  prim  ausfallen,  weil  die  erwähnten 
Primideale  JRj  von  Ki^t^r,tr  ^^  (^))  ^^o  auch  in  (M)  genau  in  der 
zweiten  Potenz  enthalten  sind. 

Was  nun  die  in  K^^t^r,tr  liegenden  Primidealfactoren  von  (2) 
angeht,  so  müssen  wir  die  drei  Fälle  unterscheiden,  in  denen 

w  s  1  (mod  4), 
oder 

m  =  2  (mod  4), 
oder 

m  =  3  (mod  4) 
ausfällt. 

Im  ersten  Falle  wird  D^^i  prim  zu  den  in  (2)  aufgehenden 
Primidealen  von  K^trtr  s®^>  weil  ja 

Jf  =  m  =  1  mindestens  nach  (2)*, 

also  auch  nach  den  Quadraten  der  Primideale  SR^  (2),  81,  (2),  SR,  (2) 
der  Gruppe  n(ab),  oder  nach  dem  Quadrate  des  Primideals  91(2) 
der  Gruppe  n(ac)  von  K^  t  r,tr »  ^^^^  ^^^  ganze  rationale  Zahl  » 
der  Congruenz 

m  =  1  (mod  8) 

genügt ,  und  nach  der  sechsten  Potenz  des  Primideals  91  (2)  der 
Gruppe  n(ba)   oder  nach  den  Quadraten  der  Primideale  8t,  (2), 
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3?,  (2)  der  Gruppe  Il(bb)  von  ■^i,^,r,</- ,  falls  die  ganze  rationale 
Zahl  m  die  Congraenz 

w  =  5  (mod  8) 

befriedigt,  ansfällt.  In  diesem  Falle  wird  der  höchste  Exponent 
u  für  einen  jeden  der  Primidealfactoren  von  (2)  der  Gmppen 
n(ab),  n(ac),  Il(bb)  von  K^tj-tr  mindestens  gleich  2  und  für  das 
Primideal  JR  (2)  der  Gruppe  Il(ba)  von  ^i  ^  r  ^  mindestens  gleich 
6  sein. 

Ln  zweiten  Falle  wird  das  rationale  Hauptideal 

(M)  =  (w)  =  0  genau  nach  (2), 

also  auch  nach  dem  Producte  ^^  (2) ,  9l|  (2)  der  in  (2)  aufgehen- 
den Primideale  der  Gruppe  Il(cb)  vor  Kj^  ^ ,.  ^^  ausfallen.  Daher 
muss  die  Relativdiscriminante  Du.  genau  den  Factor   9i'  (2)    ent- 

Il(ob) 

halten ;  zu  dem  Primideal  9i,  (2)  der  Gruppe  n(cb)  von  ^i^t.r  tr 
bleibt  aber  Dj^^  prim.  In  der  That  wird  doch  das  Primi- 
deal 9t,  (2)  der  Gruppe  n(cb)  von  ^i^t^r.tr  ^  ^^^  Galois'schen 
Zahlkorper  sechsten  Grades  K^^  zerlegbar  und  zwar 

8t,  (2)  =  s^.s^ 
n(ob) 

sein,  wobei  natürlich  8^,  $^  zwei  von  einander  verschiedene  Pri- 
mideale  von  K.  4    sind.     Wäre  nun  Dh.    durch  9i,  (2)   teilbar ,   so 

müsste   9t,  (2)  infolge   der   Theorie   des   Kummer'schen    Zahlkör- 

Il(eb) 

pers  für 

l  =  2 

gleich  dem  Quadrate  eines  Primideals  von  K^^^  sein.    Es  ist   also 

stets  möglich  eine  solche  ganze  Zahl  M*  in  K^^y.^  zu  finden,  dass 

{M*)  zu  St,  (2)  prim  und 
n(cb) 

M*  =  a*  mindestens  nach  91J(2) 

ll(cb) 

ausfallen,  wobei  ^M*  auf  Grund  des  cubischen  Zahlkörpers  ^lirtr 
wieder  den  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K^^  definirt. 
Im  dritten  Falle  wird  die  ganze  rationale  Zahl 

M  =  m  =  1  genau  nach  2, 

also  auch  nach  dem  Producte  SRi  (2)  di\  (2)  der  in  (2)  aufgehenden 
Primideale  der  Gruppe  n(cb)  von  K^^trtr  sein.  Es  muss  also  D^^^ 
genau  durch  die  zweite  Potenz  des  in  (2)  aufgehenden  Primideals 
9lj(2)  der  Gruppe  n(cb)  von  ^n^rtr  teilbar  sein,   weil  für  dieses 
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Primideal  der  uns  wohlbekannte  höchste  Exponente  u  den  Wert 
1  besitzt.  Für  das  Primideal  JR,  (2)  der  Gruppe  n(cb)  von  ^i^t^^w 
ist  aber  u  gleich  2,  daher  wird  Du   prim  zu  91,  (2)  ausfallen. 

n(eb) 

Bezüglich  der  Werte  von  D«  müssen  wir  also 
folgende  drei  Fälle  unterscheiden: 

m  s  1  (mod  4)    D^i  =%       .9t, 

I(cb)  n(eb) 

m  =  2  (mod  4)    Dj,^  =  mU2)  .  JR,         .St, 

II(cb)  I(cb)  U(eb) 

M  =  3  (mod  4)    Dju,  =  9i;(2) .  «,         .SR,       . 

n^ob)    ^      I(eb)  II(cb) 

Es  ist  klar,  dass  die  Relativdiscriminante  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  K^  i  in  Bezug  auf  den  cubischen  Zahl- 
körper  K^  t^ra^trs^  resp.  K^  ^^^t  ^„«  dieselbe  Gestalt  besitzt ;  sie  lässt 
sich  auch  durch  die  diesem  cubischen  Zahlkörper  entsprechenden 
Primideale  des  Galois' sehen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  JBL(^,g,d) 
ausdrücken. 

Nun  gehen  wir  zu  der  Berechnung  der  ßelativdiscriminante 
des  nicht-Galois' sehen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  Z^,.  in  Bezug 
auf  den  cubischen  Zahlkörper  ^urtr  über. 

unter  der  ßelativdiscr iminante  Dki  desnicht- 
Galois' sehen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K^f, 
in  Bezug  auf  den  cubischenZahlkörper  ^i^t^r^tr  ^^^' 
stehen  wir  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Teiler  der  Relativ  discriminanten 

aller  ganzen  Zahlen  Ä  von  K^r  • 

In  diesem  Falle  müssen  wir  die  ganze  rationale  Zahl  M 
gleich  —3  setzen. 

Die  Relativdiscriminante  Dj^2  wird  stets  die  in  (3)  aufgehen- 
den Primideale  der  Gruppe  Ill(a)  oder  Ill(b)  von  K^^irtr  geD*"* 
in  der  ersten  Potenz  enthalten,  weil  die  erwähnten  Primideale 
von  ^i,^,r,<r  ^  d®°*  rationalen  Hauptideal  (—3),  also  auch  (M),  ge- 
nau mit  ungeraden  Exponenten  aufgehen. 

Was  nun  die  in  ^i^t^r^tr  liegenden  Primidealfactoren  von  (2) 
angeht,  so  müssen  wir  die  drei  Fälle,  in  denen 

w  =  1  (mod  4), 
oder 

m  =  2  (mod  4), 
oder 

m  5  3  (mod  4) 

ausfällt,  der  ßeihe  nach  untersuchen. 
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Es  ist  leicht  zu  zeigen ,  dass  in  allen  diesen  Fällen  die  ße- 
lativdiscriminante  D^i  pi^im  zu  den  in  (2)  aufgehenden  Primidea* 
len  von  ^i^t,r,tr  ansfaUen  soll,  weil  ja  die  ganze  rationale  Zahl 
—3  der  Congmenz 

Jf  =  —  3  =  1  genau  nach  (2)' 
genügt. 

Bezüglich  der  Werte  der  Eelativdiscrimi- 
nante  Dj^^  müssen  wir  also  folgende  fünf  Fälle 
unterscheiden: 

m(aa)  D^  =  9t 

in(ab)  Z);fea  =  9?, .  9?, .  Stt, 

ni(ac)  D^  =  ^ 

in(ba)  Dj^  =  S« 

in(bb)  Dä2  =  s», .  5», 

Die  Belativdiscriminante  des  nicht  -  Gralois'schen  Zahlkörpers 
sechsten  Grades  ^irr  resp.  ^irst  in  Bezug  auf  den  cubischen 
Zahlkorper  K^^^^^f^^^  resp.  ^i^^,.,i^^y.,i  hat  dieselbe  Form,  wie  Dk^^ 
sie  lässt  sich  auch  durch  die  diesem  cubischen  Zahlkörper  ent- 
sprechenden Primideale  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  K{\[m,  g,  ^)  ausdrücken. 

Wir  wollen  jetzt  die  Relativdiscriminante  des  nicht-Galois'- 
schen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K^^i^  in  Bezug  auf  K^^^  ^  ^^  auf- 
stellen. 

Unter  der  ßelativdiscriminante  D;^,  des  n  ich  t- 
Galois' sehen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K^t^ 
in  Bezug  auf  den  cubischenZahlkörper  ^i^t^r^tir ver- 
stehen wir  dengrössten  gemeinschaftlichen 
Teiler  der  Kelativdiscriminanten 

{A  -  tAY 

oder 

{A  -  rAy 

aller  ganzen  Zahlen  A  von  JST^^^ . 

In  diesem  Falle  ist  die  ganze  rationale  Zahl  M  gleich  —8t». 

Es  ist  klar,  dass  die  Relativdiscriminante  Bj^^  zu  den  in  (2) 
und  (wi),  resp.  (3)  aufgehenden  Primidealen  der  öfters  citirten 
G^appen  von  ^urtr  ^  denselben  Verhältnissen,  wie  die  Relativ- 
discriminante Djfci,  resp.  Djgi  steht.    Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass 

ausfallt. 
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Bezüglich  der  Werte  der  Relativdiscrimi- 
n a n t e  D;ts  hab^i^  wir  also  folgende  15  Fälle  aus- 
einander zu  halten: 

m  =  1  (mod  4) . 

m(aa)    2)^3=  5R.3i,      .SR, 

I(cb)  Il(ob) 

m(ab)    Da»  =  iR..S«,.5R,.8(l.     .% 

^      '  I(eb)         n(cb) 

ni(ac)     Dfe  =  5R .  ai,      .  81, 

I(«b)         Il(ob) 

in(ba)     2)fo=5W.9i,      .«, 

I(e1))         n(ob) 

»1  =  2  (mod  4). 
in(aa)    -Dä3-=  9t;(2).W.8i!      .SRJ 

^      ^  Il(cb)  I(cb)  Uitl) 

in(ab)    Dä3  =  5RU2).?Rj.5«..5»,.9i,       .31, 

^      ^  II(cl))  Kob)  n(cb) 

ni(ac)     Das  =  9t!  (2)  .  91 .  «,       .  S«, 

n(cb)  I(cb)  n(ob) 

m(ba)    Dä3  =  SR!  (2) .  5» . «,       .  SR, 

n(cb)  i(cb)         n(cb) 

m(bb)    2?Ä3  =  SR!(2).5R,.5R,.9fi,       .91, 

n(cb)  I(ob)  n(cb) 

m  =  3  (mod  4). 
m(aa)    2);t8=  SR!(2).5R.9i,       .  ?R, 

n(cb)  I(cb)  n(ob) 

ni(ab)    Dks=^\(2).^,.%.%.m,       .% 

nCcb)  I(cb)  IKcb) 

in(ac)    2);fe3  =  9fl!(2).  5R .  91,       .9t, 

Il(cb)  I(cb)  n(ob) 


Il(ob) 


Ill(ba)    -D;fc3  =  9i;  (2) .  5R .  9t,       .  9t, 

n(cb)  I(cb) 

ni(bb)    D;t8  =  9t;  (2) .  5», .  5«, .  9t,       .9t, 

n(cb)  I(cb)  n(cb) 

Die  Relativdiscriminante  des  nicht  -  Gralois'schen  Zahlkorpers 
sechsten  G-rades  ^ursi  resp.  ^i^,««  in  Bezug  auf  den  cubischen 
Zahlkörper  Ki^t.rs^trsj  ^^^P-  ^itrs^trs^  tat  natürlich  dieselbe  Form, 
wie  2);t8>  si®  drückt  sich  durch  die  diesem  cubischen  Zahlkorper 
entsprechenden  Primideale  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  K{\Jm^  g,  d)  aus. 

In  derselben  "Weise  verfahrend  können  wir  die  Relativdiscri- 
minante D;ti,  resp.  Dj.^^  resp.  Dj^  des  Zahlkörpers  sechsten  Gra- 
des K^  ir,  resp.  J^i ,.,  resp.  ^j  ^  in  Bezug  auf  den  cubischen  Zahl- 
korper K^  i^^i^  auch  im  Falle  des  Galois' sehen  Zahlkörpers  zwölften 

Grades  K  V— Wj,  f,  -O-J  finden,  wobei  wir  dann 
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M  =  3fWj , 
resp. 

M=  -3, 

resp. 

M  =  —»I, 
ansetzen  müssen. 

Wir  sehen,  dass  die  Relativdiscriminante  D;ti  den  Wert 

besitzt. 

Bezüglich  der  Werte  der  Relativdiscrimi- 
nante Dj^i  müssen  wir  folgende  12  Fälle  unter- 
scheid en: 

— Wj  =  1  (mod  4). 
m(aa)      Ai=9i.SRJ       .SR, 

I(eb)  n(ob) 

m(ab)      Ai  =  5Ri-  8»,       .  8ti 

I(cb)  Il(eb) 

m(ba)      Ai  =  5R .  SR,       .  9t, 

I(eb)  n(eb) 

Ilirbb)      Dtt  =  5R,.  SR,       .  SR, 

o(ob)  ll(cb) 

—  w,  =  (mod  4). 
m(aa)      Ai  =  aflj(2)    .  ?tt  .  SR,       .  SR, 

n(eb)  Kcb)  n(ob) 

ni(ab)      D«  =  9iJ  (2)    .  %.  3t,       .  SR, 

n(ce)  I(cb)  II(cb) 

Ill(ba)      Ai  =  SR;  (2)    .  5R  .  SR,       .  SR, 

n(cb)  I(cb)  II(cb) 

in(bb)      Ai  =  SR;  (2)    .  5R,.  SR,       .  SR, 

n(eb)  I(eb)  n(ob) 

— w,  =  3  (mod  4). 

m(aa)      Ai=SRJ(l)    .  5R  .  SR,       .SR, 

n(cb)  i(cb)         n(cb) 

m(ab)      Ai  =  9t;  (2)    .  SR,.  9t,       .  9t, 

ä(cb)  i(cb)         n(cb) 

in(ba)      Ai  =  9t;  (2)  .  5R  .  9t,       .  gt, 

n(cb)  I(cb)  IKob) 

in(bb)      Ai  =  9t;  (2)    .  9t,.  9t,       .  91, 

n(ob)  I(eb)  n(cb) 

Die  Relativdiscriminante  des  Gralois'schen  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  Z^  ^  in  Bezug  auf  den  cubischen  Zahlkörper  K^  ^^  ^  ^v  ^^^P* 
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^i,tr,u\r»*  besitzt  dieselbe  Form ,  wie  Dj^ ,  und  wird  ans  den  die- 
sem cubischen  ZaMkörper  entsprechenden  Primidealen  des  Graloiß*- 
sehen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  JBr(V— m„J;,^J  gebildet. 

Was  nun  die  Werte  der  Relativdiscriminante  D|j 
angeht,  so  haben  wir  folgende  vier  Fälle  auseinan- 
zu  halten: 

ni(aa)  JOjte  "  5tt 

in(ab)  D^  =  SR, 

in(ba)  D^  =  Stt, 

ni(bb)  Df^  =  % 

Die  Relativdiscriminante  des  nicht-Galois^schen  Zahlkörpers 
sechsten  G-rades  ^ira  i*csp.  ^ir«*  in  Bezug  auf  den  cubischen 
Zahlkörper  JT^^^^^^, ,., ,  resp.  ^i^trts^rs^  besitzt  dieselbe  Form,  wie 
Dj^f  sie  druckt  sich  durch  die  diesem  cubischen  Zahlkörper  ent- 
sprechenden Primideale  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  K  {}J—m^^  g,  %'^  aus. 

Bezüglich  der  Werte  der  BelativdiscriminanteDj^ 
müssen  wir  folgende  drei  Fälle  unterscheiden: 

-m»  s  1  (mod  4)        Di^  =  3t,      -81, 

^  '  '^'  ^cl>)      n(cb) 

-m,  =  2  (mod  4)        D^  =  8iJ(2)-SR,       •«, 
--W,  =  3  (mod  4)        J9i..  =  9iJ  (2)  -91,       •«, 

n(cb)        I(ob)  (neb) 

Die  ßelativdiscriminante  des  nicht-Galois'schen  Zahlkörpers 
sechsten  Grades  K^^tg  resp.  Z^^t  in  Bezug  auf  den  cubischen 
Zahlkörper  K^^^^f^rsi  resp.  ITi^^^^fl  besitzt  dieselbe  Form,  wie 
Dj^3,  sie  lässt  sich  aus  den  diesem  cubischen  Zahlkörper  entspre- 
chenden Primidealen  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Gra- 
des K  (V-Wj,  t,  »^)  bilden. 

Nun  wollen  wir  wieder  die  öfters  von  uns  angewandte 
Formel 

D  =  <r«(A) 

benutzen,  wobei  wir  unter  D  die  Discriminante  eines  jeden  der 
sieben  Unterkörper  sechsten  Grades  des  Galois^schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K{slm^  ?,  ^),  resp.  jP(^--mi,  g,  ^,)  der  Reihe  nach, 
unter  d  die  Discriminante  des  in  diesem  Zahlkörper  sechsten  Gra- 
des liegenden  cubischen  Unterkörpers,  unter  n(Z)J  die  in  dem  er- 
wähnten cubischen  Unterkörper  gebildete  Norm  der  ßelatirdis- 
criminante  D^  des  gewählten  Unterkörpers  sechsten  Grades  in 


Besüg  auf  den  erwähnten  entsprechenden  cabischen  Unterkörper 
dieseflmal  verstehen  werden. 

Dabei  müssen  wir  natürlich  den  Belativgrad 

r  =  2 

setzen. 

In  dieser  Formel  sind  nns  aber  die  ganze  rationale  Zahl  D 
nnd  das  Ideal  D^,  also  aach  seine  in  dem  cabischen  Grundzahl- 
korper  gebildete  Norm  n{D^  für  alle  sieben  Unterkörper  sechsten 
Grrades  des  Galois^schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{^myf;td)j 
resp.  ir(y— m„{,  ifrj  bereits  bekannt.  Darans  folgt,  dass  wir  mit 
Hilfe  der  angeführten  Formel  den  absoluten  Wert  der  Discrimi- 
nante  des  cubischen  Grundzahlkörpers,  welche  natürlich  stets  mit 
der  Discriminante  der  zu  demselben  conjugirten  cubischen  Zahl- 
körper identisch  ist,  bestimmen  können. 

Wir  müssen  noch  das  Vorzeichen  der  Discriminante  d  des 
cubischen  Ghrundzahlkörpers  ^itrtri  hez.  K^  ^  ^^  ^^,  bez.  K^  ^  ra^^trt* 
resp.  K^  4  f.  fy.j   bez.  K^^^^  ^^,    bez.  K^  ^  ^t  ^^t  im  Falle   des  Galois*- 

sehen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  2r(^m,f,d),  resp.  Jf  (V-'Wtjjg,^',) 
festlegen. 

Zu  dem  Zweck  müssen  wir  in  einem  jeden  der  angefahrten 
cubischen  Zahlkörper  die  von  0  verschiedenen  Discriminanten  D(Ä) 
aller  entsprechenden  ganzen  Zahlen  A  desselben  cubischen  Zahl- 
korpers  bilden.  Es  ist  klar,  dass  die  drei  nicht-Galois'schen  cu- 
bischen Zahlkörper  ^t^t,r,irf  ^i,t,r$,trv  -^Ij^r^Vr««»  resp.  l^i,<,r,<r)  ^l,tr,U,rt, 

^tyir.i^.ri'  dieselbe  Discriminante  besitzen.    Wir  wollen   diese  Ue- 
berlegung  nur  für  den  cubischen  Unterkörper  K^  ^  ^  ^^,  des  Galois'- 

schen  Zahlkörpers   zwölften  Grades  ir(\/m^t,#),  resp.  K{^-'m^X,d'^ 
durchführen. 

Im  Falle  des  cubischen  Zahlkörpers  ^urtr  müssen  die  er- 
wfihnten  Discriminanten  D{Ä)  die  folgende  Gestalt: 

DiA)  =  D[AiaJ\  =  [^(«J-^(«.)]«  [4(«.)-^W]*  [ÄiaO-Äia;)]' 

besitzen,  worin  Ä{cc^  alle  erwähnten  ganzen  Zahlen  von  ^i(^r,tr 
durchlaufen  soll. 

Es  ist  klar ,  dass  die  Quadratwurzeln  ±  V-D[-4(«,)]  aus  den 
von  0  verschiedenen  in  Jfi,<,r,<r  gebildeten  Discriminanten  D[Ä(a^)] 
aller  entsprechenden  ganzen  Zahlen  Ä(a^  von  s:^trtr  ^^'^  gleich 
den  mit  dem  Factor  ^m,  resp.  ^Sm^  multiplidrten  ganzen  ratio- 
nalen Zahlen  ausfallen,  weil  ja  diese  Discriminanten  D[Ä(a^)]  stets 
ganze  rationale  Zahlen  sind  und  die  bestimmt  ausgewählten,  z.  B. 
die  positiven  Quadratwurzeln  ^ß[A{uJ]  bei  der  Anwendung  der 
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Substitutionen  r^tr^  resp.  t^r  das  Vorzeichen  ändern,  bei  der  An- 
wendung der  Substitution  t,  resp.  ir  aber  nngeändert  bleiben. 
Daraus  folgt,  dass  diese  Discriminanten  D[J.(ieJ]  den  mit  dem 
Factor  m,  resp.  Sm^  multiplicirten  Quadraten  der  entsprechenden 
ganzen  rationalen  Zahlen  gleich  ausfallen,  also  selbst  das  Vorzei- 
chen von  m,  resp.  m^  besitzen. 

Die  Discriminante  d  des  nicht-Galois'schen  cubi- 
schen  Unterkörpers  K^^t,r,try  bez.  K^^t,r$,tr$^  bez.  K^^t^rs^tr^, 
resp.  ^i,/,r,i;,,  bez.  K^^tr^ts.rsj  bez.  K^^^^^^^t  des  GaloisVschen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  Jr(V/m,f,'^),  resp.  jr( V— Wi,fc^ J 
besitzt  stets  das  Vorzeichen  der  ganzen  rationalen 
Zahlen  m,  resp.  Wj. 

Indem  wir  den  Ausdruck  für  d  berechnen,  finden  wir,  dass  d 
die  rationalen  Primzahlen  j?i(»),  piio»,  resp.  j?i(ft),  pii{t)  und  die  ra- 
tionale Primzahl  2,  welche  im  Falle 

m  ^  1  (mod  4) , 
resp. 

— »ij$  1  (mod  4) 

in  d  explicite  vorkommt,  mit  dem  geraden  Exponenten,  die  ganze 
rationale  Zahl  m,  resp.  m^  stets  mit  dem  ungeraden  Exponenten 
und  die  rationale  Primzahl  3  entweder  mit  dem  geraden  Expo- 
nenten oder  gar  nicht,  resp.  stets  mit  dem  ungeraden  Exponent^ 
enthält. 

Es  ist  evident,  dass  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten 
Grades  K^  ^  resp.  K^  ^^  die  Quadratwurzeln  ±  \ß  liegen. 

Wird  nun  m  von  —1  verschieden  sein,  so  können  wir  zur  Be- 
stimmung des  Vorzeichens  der  Discriminante  d  von  K^  ^  ^  ^^,  bez. 
^i^tratrsi  hez.  K^^^^t^^^t  auch  den  Umstand  benutzen,  dass  in  dem 
Galois'schen  Zahlkörper   sechsten   Grades  K^  ^  die  Quadratwurzeln 

±  Sj—m  nicht  liegen ;  daher  müssen  wir  in  d  den  Factor  m  mit  dem 
positiven  Vorzeichen  versehen. 

Ist  aber  m  gleich  —1,  so  müssen  wir  zur  Bestimmung  des 
Vorzeichens  der  Discriminante  d  von  Kn^tri  hez.  K^trBtrgi  bez. 
^itr$^,tr9*  die  oben  angeführte  Ueberlegung  anwenden. 

Fällt  nun  — wi,  von  —1  verschieden,  resp.  gleich  —1  aus,  so 
können  wir  zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  der  Discriminante  d 
von  K^^t^r,ir^  bez.  K^^tr,t8,r»i  bez.  K^^tr^^gt^r»^  auch  den  Umstand  be- 
nutzen, dass  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K^  tr 

die  Quadratwurzeln  ±  V— 3wi„  resp.  ±  V/— 3  nicht  enthalten  sind,  da- 
her müssen  wir  in  d  den  Factor  3m^J  resp.  3  mit  dem  positiveUi 
resp.  negativen  Vorzeichen  versehen. 
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Wir  bemerken  noch  ausdrücklich,  dass  die  hier  von  uns  ein- 
geführten Eelativdiscriminanten  D;ti,  Dj^a,  Djts  st^ts  von  dem  ra- 
tionalen Hanptideal  (1)  verschieden  aasfallen. 

Wir  wollen  in  der  Tabelle  XXX,  resp.  XXXI  die  Werte  von 
^kv  I>ka^  I>ksj  ^{I>ki)i  w(Dä2),  «(-^äs)  ™d  d  fär  den  Fall  des^  Ga- 
lois'schen  Zahlkorpers  zwölften  Grades  K{s/myti^\  resp.  ir(\/— m„{,^) 
angeben.  Es  ist  klar,  dass  wir  den  Wert  der  Discriminante  d 
aaf  sieben  verschiedene  Weisen  berechnen  können,  indem  wir  die 
bekannten  sieben  Unterkörper  sechsten  Grades  von  Jir(0w^t, '^), 
resp.  Jr(\/— iw„  g,  d)  der  Reihe  nach  zu  Grunde  legen.  Die  auf 
diese  Weise  gefundenen  Werte  von  d  müssen  natürlich  mit  ein- 
ander übereinstimmen. 

Wir  wollen  nun  die  Discriminante  d  für  diejenigen  Beispiele 
berechnen,  welche  wir  in  §  12  und  §  16  bereits  behandelt  haben. 

Beispiele  für   die  Discriminante  d  des  cubischen 

Unterkörpers  Äi,^,r,<n  bez.   K^^t^rs^traj   bez.  K^^t^ra^tn*  des  Ga- 

lois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{^jijd'). 

in  =  1  (mod  4). 

1)  a:»-12a;-10  =  0,  m  =  13,  (i*  =  B+ V=39;  Qi*)  =  (2,^±^:^) 

d  =  2*.  3*.  13. 

2)  ^^x-6  =  0,  m  =  -19,  ^*=^,  0»*)  =  (2,  l-i^', 
d  =  -3M9, 

3)  a:'+6a;-34  =  0,  m  =  -11,  ,»*  =  17+3^53,  (^*)  =  (2,  ii^j 

l-V/33\ 
2      /' 
d  =  -2« .  11. 

4)  a^-<c-1^0,  m  =  -23,  ^  =  ?Zi|V^,  ^.=  25+3V69  ^  ^ 
d  =  -23. 

5)  a5»+2a?-2  =  0,  in  =  -35,  ^  =  27+3V/1Ö5,  (p)  =  (2,  i±V^) 

(2,l:f4(».vra)-, 

d  =  -2».  35. 


(^. 


^ 
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6)  .«+2^1=0.    m»-59.,^?7±3£i77^^j^(3l+^' 

(3,  V17^», 


d  =  -59. 


7)  :..+.-l  =  0,  m=-31,  ^  =  ?^.  ,*  =  ?^-\^  =  E, 


d  =:   -31. 


8)  a;»-12aJ-70  =  0,  m  =  -43,  ^*  =  35+3^129,  (,»*)  =  (2,  it^)- 

(2izÄ, 
d  =  -2«. 43, 

9)  a;»-30a;-106  =  0,  m  =  -67,  f»*  =  53+3^201,  0»*)  =(2,i±^?) 

(2,  k:^)V,  l+«, 

d=  -2».  67. 

10)  «"-Sä-IO  =  0,  m  =  -163,  ft  =  135+3 V^,  (n)  =  (2, 1±^) 

(2,^=^)(3,V^)«. 
d  =  -2* .  163. 

11)  «•l2a^2  =  0,  «  =  -19,   ^  =  27+3\/57;  (,»)  =  (2,  ^±^* 

d  =  -2M9. 

d  r=  -239. 

1»  s  2  (mod  4). 


13)  «»-21ai-26=0,  m  =  58,  f»*  =  18+^-174,  (,1*)  =  (7,l-^-174)', 
d    =  2*.  3*. 58. 

14)  aj'-21»-14  =  0,  «  =  2,   n*  =  7+7\p&,  Qi*)  =  (7,1+\P6)' 

(7, 1-^=6), 
d  =  2'.3\7». 

15)  ««-^^-2  =  0,  m  =  -26,  f»  =  27+3^78,  f»*  =  68+6V/?8  = .», 
d  =  -2*. 26. 
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16)  «»+6af-128 = 0,  m = -38,  f»*=  64+6  Vll4,  ;»*= 1025+96  VIl4=ir, 
d    =  -2».  38. 

17)  «»-BiP-10  =  0,  w  =  -22,   f(  —  135+1BV/66,  0»)  =  (5,  l+v/66) 

(5, 1-V66)'  (3,  V66)«, 
(2  =-  -2». 5«. 22. 

IM  5  3  (mod  4). 

18)  a^-Bx-m  =  0,  m  =  -29,  ft*  =  28+3^87,  /»*  =  E, 
cJ  =  -2».29. 

19)  »•-39ar-16  =  0,  m  =79,  n*=  8+3V'^37,  fi*  =  (13,6-V/=237)» 
d  =  2*. 79. 

20)  af+x-A  =  0,  «j=-109,  ji=B4+3v'327,  n*=217+12V327=^, 
d  =  -2M09. 

Beispiele  für  die  Discriminante  d  des  cnbischen  Un- 
terkörpers ■Ki,<,r,fr»  Ijez.  Ki^tr,u,r$>  ^ez.  Ki^fy^tt^rM»  des  Galois'- 
schen  ZahlkSrpers  zwölften  Grades  K{Sl—m^ i, fl-J. 

— »»,  =  1  (mod  4). 

1)  «•-4Ba>-60=0,  -m,=-ll,  |«.*=30+15V=1T;  (ti,f)=(3,l+\/::ii) 

(3,  l-V-ll)»  (5, 2+^=11)«  (5,2- V=n), 
d  =  -3*.  BMI. 

2)  *»+3a^-l  =  0,  -m,»B,  ^*=  ^^,   |if  =  i?, 

d  =  -3».5.  _ 

3)  a?+\2x-A  =  0,  -m.  =  17,  ^f  =  2+2^17,  (/**)  =  (2,^^^) 

d  =  -2».  3. 17. 

4)  a:»+12»-6  =  0,  -«.,  =  73,  ^f  «=  S+V'TS,  (^f)  -  (2,^^^ 

ei  =  -2'.  3».  73. 

5)  a;»+Ä»-3  =  0,  -m,  =  41,  (f**)  =  ?:!^,  (/*•)  =  (2,^^)*, 

d  =  -3*.  41. 

Mj  B  2  (mod  4). 

6)  «•-9«-6=0,-»»,a-2,f»*=3+3V=^,(ft*)=(3,l+V=^)»(3,l-V=2), 
d  =  2*.  3». 
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7)  a:'+21a:-14  =  0,-m,  =  2,  ,ir=7+14V2,  (ft*)=(7,3+V2)(7,3-\^)«, 
d  =  -2».3.7\ 

8)  a:'+lBa;-30=0,-fM,=14,f»f  ==1B+BVI4,  (f*f)=(B,2+\/i4)(5,2-V5)'» 
d  =  -2«.  3^  B».  14. 

9)  a:»+3a:-18  =  0,  -m,  =  82,  fif  =  9+V82,  fi*  =  JB, 
d  =  -2*.  3.82. 

10)  ar'-21x-18  =  0,  -f^i^=  -262,  ^*=  9+ \/=262;  (/»*)  =  (7,2+ V^=262/, 
d  =  2'.3.262. 

— m,  =  3  (mod  4). 

11)  a;»-3a:-16  =  0,   -w,  =  7,  /t*  =  8+3^7,   fi*  =  JE, 
d  =  -2*.  3'.  7. 

12)  a;'-18^-  20  =  0,  m,  =  -29,  f*,  =  10+2\P29,  (f*,)  =  (2,1+ y/^)' 

(3,1-^=^/, 
d  =  2'.  3».  29. 

§20. 

Aufstellung  der  Relatiydificriminanten  der  Unterkörper  sechsten 
Grades  des  Galois  sehen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  Ä^[V»»,fc,^), 
resp.  K{^'—m^^ty^j)  in  Bezug    auf  ihre  quadratischen  Unter- 
körper. 

Wir  haben  in  §  14  und  in  §  17  erwähnt,  dass  ein  jeder  der 
sieben  Unterkörper  sechsten  Grades  des  Gralois'schen  Zahlkörpers 
zwöKten  Grades  K{>Jm,^^&),  resp.  K(>J'-m^,i,^•^)  einen  der  drei 
qnadratischen  Zahlkörper  K{\/m),  K(t)j  K(\J^3m\  resp.  K{\ßm,). 
Ä'(£),  K{^—m^),  ausserdem  noch  mindestens  einen  der  drei  cabi- 
schen  Zahlkörper  K{a^),  K{a^)j  Jf(a,)  als  Unterkörper  enthalt 

In  §  17  sind  wir  davon  ausgegangen,  dass  wir  einen  jeden 
der  drei  cubischen  Unterkörper  K(a^),  K(a^),  K{a^)  der  Reihe  nach 
zu  Grunde  legten  und  den  entsprechenden  Unterkörper  sechsten 
Grades  durch  Adjunction  zu  demselben  einer  der  beiden  Wurzeln 
der  in  §  17  angeführten  relativ -quadratischen  Gleichungen  con- 
struirten. 

Es  ist  aber  klar,  dass  wir  vollkommen  gleichberechtigt  smd, 
einen  jeden  der  sieben  Unterkörper  sechsten  Grades  des  Galois'- 
schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  Ä'(\/m,  {;,  ö-),  resp.  -iSr(V^^„{,  *J 
relativ  in  Bezug  auf  den  in  demselben  liegenden  qnadratischen 
Zahlkörper  zu  betrachten. 


J 
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In  Bezug  auf  einen  jeden  der  drei  quadratischen 
Unterkörper  K{\jm) ,  K{t),  K{\J-3m),  resp.  ^(V^J,  Ä'(£), 
K{^—m^)  ist  der  entsprechende  Unterkörper  sechsten 
Grades  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Gra- 
des K{\fin,t,^) )  resp.  JE(V/— w„  g,  #,)  ein  relati v-cuhischer 
Zahlkörper. 

Um  auf  Grund  des  gewählten  quadratischen  Unterkörpers 
den  entsprechenden  Unterkörper  sechsten  Grades  aufzubauen,  müs- 
sen wir  eine  in  Bezug  auf  den  erwähnten  quadratischen  Grund- 
zahlkörper relativ-cubische  Gleichung  bilden. 

Diese  relativ-cubische  Gleichung  ist  aber  uns  von  vornherein 
bekannt.    Es  ist  nämlich  die  allgemeine  cubische  Gleichung 

x''-Sdx-'2a  =  0, 
resp. 

af'-dd,x-2a  =  0 

mit  ganzen  rationalen  Zahlencoefficienten  1,— 3Ä,— 2a,  resp. 
1,  -3*„  -2a. 

Diese  allgemeine  cubische  Gleichung  kann  in  der  That  als 
eine  in  Bezug  auf  einen  jeden  der  drei  quadratischen  Zahlkörper 
Ki\/ml  K{t),  K(\P3ni),  resp.  K{\J3i^,  K{t),  K{\pn%^)  relativ- 
cubische  Gleichung  aufgcfasst  werden ,  da  nun  ihre  Coefficienten, 
d.  h.  die  ganzen  rationalen  Zahlen  1,-3(5,  —2a,  resp.  1,— 3d„— 2a 
in  einem  jeden  der  angeführten  quadratischen  Zahlkörper  liegen, 
weil  derselbe  bekanntlich  alle  Zahlen  des  Rationalitätsbereiches  1 
enthält. 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K(\fm,  i^&)  behandeln. 

In  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\[fn^  f,  #) 
liegen  bekanntlich  folgende  Unterkörper  sechsten  Grades:  1)  der 
Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ä'i,^,  welcher  den  quadra- 
tischen Zahlkörper  K{\]m)  und  die  drei  cubischen  Zahlkörper  K\,t,rMi 
^iyiyra,trsf  ■^i^t.rs^tra*  ^^^  Unterkörper  enthält ;  2)  der  nicht-Galois'- 
sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  K^  ^,  resp.  K^  ^„  resp.  K^  ^,», 
welcher    den   quadratischen   Zahlkörper   JSr(g)   und   den   cubischen 

Zahlkörper  Ki^t,r,tp  resp.  K^^t^n^trsy  resp.  K^i^r$*,tr8*  ^^^  Unterkörper 
enthält ;  3)  der  nicht-Galois*sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  K^  ^^, 
resp.    K^^trg,  resp.  Zi,^^,   welcher   den  quadratischen  Zahlkörper 

KiyJ-^m)  und  den  cubischen  Zahlkörper  -^i^^r^n  ^^^^p.  Ki^^^rttrsf 
resp.  K^irg^^^ra*  ^s  Unterkörper  enthält. 

Um  den  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K^^   auf 


Grnnd  des  qaadratisclien  Zahlkörpers  K{\(m)  zu  constnuren,  müs- 
sen wir  zu  K{\[m)  die  eine  Wnrzel,  z.  B.  a^  der  in  Bezug  auf 
K{\]m)  relativ-cubischen  Gleichnng 

(1)  a:*-3da;-2a  =  0 

adjongiren. 

Wir  wissen  schon,  dass  die  Discriminante  dieser  allgemeinen 
cabischen  Grleichong  der  ganzen  rationalen  Zahl  2*.  3^.&*m  gleich 
aasfällt. 

Indem  wir  die  in  §  1  angeführten  Formeln  (A)  berücksich- 
tigen, bemerken  wir,  dass  die  drei  Wurzeln  «„  «„  «,  der  ange- 
führten in  Bezug  auf  K(sjm)  relativ-cubischen  Gleichung  (1)  durch 
eine  jede  von  ihnen,  z.  B.  a^  rational  unter  Benutzung  der  Zahlen 
des  quadratischen  Zahlkörpers  K{SJm)  ausgedrückt  werden  kön- 
nen. Hieraus  folgt,  dass  die  angeführte  allgemeine  cubische  Glei« 
chung  (1)  eine  in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K(^m) 
relativ-Galois'sche-cubische  Gleichung  mit  den  Wurzeln  a^,  «„ «, 
ist,  wobei  der  Galois^sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  K\,i  in  Be- 
zug auf  auf  ^(v/m)  die  Belativ-Gruppe  lj8,$*  besitzt,  weil  ja,  z.B. 

ausfallen.  Diese  Belativ-Gruppe  1, 5,s'  ist  bekanntlich  eine  Gra- 
lois'sche-Abersche-cyklische  Gruppe. 

Wir  können  sagen,  dass  der Galois'sche  Zahlkörper 
sechsten  Grades  Ki^i  ein  in  Bezug  auf  den  quadrati- 
schen Zahlkörper  £^(^)  relativ-Galois'scher-AbeTscher- 
cyklischer  Zahlkörper  mit  der  Belativ-Gruppe  1,5,5*  ist 

Entsprechend  können  wir  den  nicht- Gralois' sehen  Zahlkörper 
sechsten  Grades  Ki^rf  resp.  A"]^,,  resp.  Kunt  auf  Grund  des  qua- 
dratischen Zahlkörpers  K{0  und  den  nicht-Gfdois'schen  Zahlkor- 
per  sechsten  Grades  Ei^,  resp.  £i>s,  resp.  Ki^tr^  auf  Grund  des 
quadratischen  Zahlkörpers  K{^—3fn)  durch  Adjunction  zu  dem 
quadratischen  Grundzahlkörper  der  Wurzel  «^j^^resp.  o,,  resp.  o, 
der  angeführten  in  Bezug  auf  K{i)  und  Ki^—dm)  relativ -oabi- 
sehen  Gleichung  (1). 

Wir  wissen  nun,  dass  die  Wurzeln  u^,  a„  a,  sich  nicht  ra- 
tional durch  die  eine  von  ihnen  mit  Hilfe  der  Zahlen  des  quadra- 
tischen  Zahlkörpers  K(i),  resp.  Jr(^— 3m)  ausdrucken  lassen« 

Daraus  schliessen  wir,  dass  die  nicht-Galois' sehen 
Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^r,  •Ki.rt,  jKi,,«i,  resp.  £>, 
•Ki.ir«i  Ki,tr^  keine  in  Bezug  auf  den  quadratischen  fiatio- 
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iMtlit4i;t4>6ir«icii  £*(•(),  r^esp.  Ä'(V— Si»)  relmli7^'3"al«is'«ichen 
Zaiilkßrper  jBiüd,  «o  das«  wir  in  di«8«B  Ffill-en  ¥on  kei- 
nen S>elatiy-€rriipp*«n  dieier  Zaklkorper  sechnt^en  Gl-ra- 
•des  in  Be^sng  auf  K(i),  resp.  K{^^3m)  sptrecketi  dürfen. 

Ebeufio  findeB  wir,  dass  im  Falle  deJEi  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  JTV— mj^,^J  der  Galois- 
sche  Zahlkörper  siechsten  Grades  Kijir  ein  in  Bezng 
auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K{^Sm^)  relativ- 
Galois'scher-Aberscher-cyklischer  Zahlkörper 
mit  der  Relativ-Gruppe  1,  s,  s*,  die  nicht-Galoifi?*schen 
Zahlkörper  sechsteai^l^rad^s  Xi,r,  Xi,«,  ^i.rfi,  resp.  JTi.^ 
JEaiby  £t,^  da^g-eg-en  k-ein«  in  B^sng  auf  den  qnadra» 
iisehea  Z^klkürper  K(J^)f  resp.  K{^^fn^  relatiy-Ga- 
l^is'iicliven  Zahlkörp^r  sind. 

Wir  wollen  mm  in  dtLesem  Paragraphen  die  sieben  Unter- 
körper aechsten  Grades  4es  Galois'schea  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  K{^m^  g,  d) ,  resp.  K(\/—w^,  g,  ^J  van  diesem  Standpoiakte 
aoß  als  4»  ia  Bezig  auf  die  -entspreohendeH  quadratisefasn  Unter- 
körper relativ-cubischen  Zahlkörper  betrachten  and  den  B^gnS  der 
Belativdiscriminante  der  Unterkörper  sechsten  Grades  des  Galois'- 
Bchen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K(\/m,  f,  ♦),  resp.  Ji:(|/^^,{,  %'^ 
in  BezT^g  auf  eeme  qmadratischen  Unterkörper  einführen. 

Unter  der  Belativdiscriminante  ein^s  j^deia  der 
sieben  Unterkörper  sechsten  Grades  des  Galois' sehen 
Zahlkörpera  zwölften  Grades  K(\/m, {, ^),  r«sp. i:( V-w», i, -ö-,) 
inBezug  amf  seinen  qnadra.tischen  Unterk<)rper  ver- 
stehen wir  den  grösst^n  gemeinsx^haftlichen  Teiler 
der  in  B^zng  auf  diesen  quadratischen  Unterkörper 
gebild-eten  Belativdiscrimimanten  aller  ganzen 
Zahlen  de«  6rwäknt^en  Unterkörpers  se^chsten  Grades. 

Beeeichnen  wir  mit  Ä{a^),  bez.  ^(a,)^  bez.  Ä(^a^)  eine  ganze 
ZaU  desjenigen  Unterkörpers  sechsten  Grades  d^s  Galeis^sdaen 
ZaUkörpers  zwölften  Grades  ^(V/mjfc-ö"),  resp.  Ä(V— m^,  fj-O-J,  ia 
wekfaem  die  ganze  Zahl  a„  bez.  a,,  bez.  cc^  enthalten  ist,  bezeich- 
nen wir  weiter  mit  i4(a,),  -4(a,),  bez.  A{a^)j  -4.(aJ,  bez.  Ä(a^)^  -^W 
die  in  Bezog  auf  den  entsprechenden  quadratischen  Gnmdzahl- 
körper  zu  Ä(a^)J  bez.  A{a^,  bez.  Ä{a^  relativconjngirten  ZaMen, 
so  lantet  die  in  Be^ug  anf  diesen  quadratischen  Grundzahlkörper 
gebildete  Eelativdiscriminante  DJ^Ä)  von  Ä{a^j  bez.  Ä(a^  bes. 
Aifi^  folgendennassen:  es  wird 

seuL 

28 
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Im  Falle  des  Galois*schen  Unterkörpers  sechsten  Grades  J^u, 
resp.  Ki^ir  des  Galois'schen  ZaUkörpers  zwölften  Grades  K{\lm,i^%jt\ 
resp.  Z*(\/^^?i,  J;,  O-j)  können  wir  die  in  Bezag  auf  K{\lm),  resp. 
JSr(\/3m,)  gebildete  Relativdiscriminante  Djl^A)  einer  jeden  ganzen 
Zahl  A  von  Ki^t ,  resp.  K\^tr  auch  unter  Benutzung  der  Eelativ- 
Gruppe  1,  8,  s*  in  der  Form 

D^Ä)  =  {A'-sAY{A'^s^A)\sA-s^Ay 

darstellen. 

Aus  der  Formel 

M  =  d'n(A), 
welche  wir  auf  die  in  Bezug  auf  die  entsprechenden  quadratischen 
Unterkörper  relativ-cubischen  Unterkörper  sechsten  Grades  des 
Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{ \jm, g,^),resp.(Z' V— »»„C^,) 
anwenden  wollen,  können  wir  die  Gestalt  der  ßelativdiscrminante 
Djk  eines  jeden  der  Unterkörper  sechsten  Grades  in  Bezug  auf 
seinen  quadratischen  Unterkörper  finden. 

Zu  dem  Zweck   müssen   wir  in  der  angeführten  Formel  den 

Belativgrad 

y  =  3 

ansetzen  und  unter  D,  resp.  d  die  uns  wohlbekannten  Discrimi- 
nanten  der  Unterkörper  sechsten  Grades  der  Reihe  nach,  resp. 
die  Dißcriminanten  der  entsprechenden  quadratischen  Unterkörper 
verstehen.  Aus  dieser  Formel  werden  wir  dann  zunächst  «(DJ, 
d.  h.  die  in  dem  entsprechenden  quadratischen  Unterkörper  ge- 
bildete Norm  der  gesuchten  Relativdiscriminante  D^  und  hinter- 
her die  Relativdiscriminante  2?^  selbst  aufstellen  können. 

In  der  Tabelle  XXXII  wollen  wir  im  Falle  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{\]m  g,  d)  mit  J9u ,  resp.  Dm  ,  resp. 
2)jk3  die  in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K{^)f  resp. 
K{i)f  resp.  K{\J—^m)  gebildete  Relativdiscriminante  des  Zahlkor- 
pers  sechsten  Grades  K^^t,  resp.  iTi.r,  resp.  Ki;tr  und  in  der  Ta- 
belle XXXTII  im  Falle  des  Galois*schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  K{Sj—m^,i,%'^  mitDjn,  resp.  Bk%,  resp.  Dts,  die  in  Bezug 
auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K(^^m^),  resp.  iTO,  resp. 
K{\l--m^  genommene  Relativdiscriminante  des  Zahlkörpers  sechsten 
Grades  Kx^tr^  resp.  K\^r^  resp.  K\^t  bezeichnen. 

Es  ist  klar,  dass  im  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K{\]m,l^^)  die  Relativdiscriminanten  der  Zahl- 
körper sechsten  Grades  Jfi.r»,  ^i.w«,  resp.  JTj,^,  K\,irt%  in  Bezug 
auf   den  quadratischen  Zahlkörper  -£"(5),   resp.  Ä'(V— 3m)  und  im 
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Falle  des  Galois'schen  Zahlkorpers  zwölften  Grades  jK'(\/— w„g,d',) 
die  B.elativdi8crimmanten  der  Zahlkörper  sechsten  Grades  Äi,„, 
^i^j  resp.  Kijgf  Ki^ts^  in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper 
K{i),  resp.  iSr(^— m,)  dieselbe  Gestalt,  wie  Dk2,  resp.  D*3  besitzen, 
sie  lassen  sich  auch  durch  die  entsprechenden  Primideale  der  Ga- 
lois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\/ni,C,d')j  und  J^^— »»„CO-,), 
ausdrücken. 

Aus  den  Tabellen  XXXII  und  XXXIII  sehen  wir,  dass  die 
Relativdiscriminnnten  Dki,  D^a,  As  stets  rationale  Hauptideale 
sind. 

Ausserdem  wird  die  Relativ discr im inänteD^ 
insbesondere  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1) 
ausfallen,  wenn  die  ganze  algebraische  Zahl  fi,  resp. 
H^J  von  der  Form  E,  oäerEß,  oder  ß  genommen  wird, 
worin  deiner  solchen  Einheit  des  quadratischen 
Zahlkörpers  K{\J—dm\  resp.  K{SJ—m^^  welche  nicht 
die  dritte  Potenz  einer  Einheit  in  E{^ijt),  resp. 
K(^—m^,i),  ist,  und  ß  der  dritten  Potenz  eines  sol- 
chen Ideals  in  JK'(V— 3w),  resp.  K{\]—m^^  welches  zu- 
gleich  kein  Hauptideal  in  Jf(v/w,J;),  resp.  Z(V— wij,g) 
ist,  gleich  sein  müssen,  und  dabei 

fi  =  «•, 
resp. 

f*i  =  a' 
mindestens  nach  der  dritten,  resp.  vierten  Po- 
tenz des  Primideals  I  oder  r\  der  Gruppe  III (a) 
oder  des  H  auptpr  imide  al  s  I  der  Gruppe  Ill(a)  des 
biqnadratischen  Zahlkörpers  K{\/m,Q,  resp.  K{}J--m^X) 
au  sf  allen  soll. 

Wirbemerkenausserdem.  dass  im  Falle  des  Ga- 
lois'schenZahlkörperszwölftenGrades  jBC(V/w,  g,  Q) 
die  Relativdis  er  iminan  te  Dit3  auch  stets  gleichdem 
rationalen  Hauptideal  (1)  wird,  wenn 

(L  =  a*  mindestens  nach  V  oder  rl',  i* e s p.  P 

ausfällt  und  die  oben  angeführte  Form  J?,  oder 
Eßj  oder^besitzt. 

DieBelativdiscriminante  Bj^  imFalle  des  Ga- 
lois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  Ä{V^f,0'), 
resp.  J5l(\^— Wjjgj-d")  und  die  Relativdiscriminante  D» 
im    Falle    des   Galois'schen   Zahlkörpers    zwölf- 

28* 
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ten  Grades  K{\l—m^^  g,  0*^)  sind  stets  von  dem  ratio- 
nalen Hauptideal  (1)  verschieden. 

Wir  wollen  nnn  die  Relativdiscriminanten  D*i,  Djk2,  As  fSr 
diejenigen  Beispiele  berechnen,  welche  wir  in  §  12,  §  16  und  §  19 
behandelt  haben. 

Beispiele  für  die  Relativdiscriminante  D^i,  bez.  2)^2, 
bez.  Dis  des  Galois*schen  Zahlkörpers  zwölften  Gra- 
desZ(Vw,f,d)  in  Bezug  ^,Jii  K{\jni\  bez.  X(Ö,  bez.  J5r(\/-3m). 

m  ^  0  (mod  3). 
«n  =  1  (mod  4). 

1)  .  =  13,  ,*=  5+V^,    ,*=  (23±Oiy(2.1zVE^, 

J9«  =  (2)»(3)*, 
Bn  =  (2)'(3)'.(13), 
D*8  =  (2)'(3)».        _ 

2)  .  -19,  .*=  ^^1,   (.*)  =  (2,i±f-)', 

Dn  =  (3)*, 
D«  =  (3)X19), 
D«  =  (3)'. 

3)  m  =  -11,  /.*=  17+3V/33;  (^*)  =  [2)±'P)[2,^^ 

-D«  =  (2)*, 
Dtt  =  (2)^(11), 

As  =  (2)». 

Ä\  oa  27+3v/§9       ,        25+3V69         _, 

4)  m  =  -23,  ^  =  ^ — ,   f**  =         2^       ^  ^, 

Ai  =  (1), 

Bn  =  (23), 

D»  =  (1).  

5)  «.  =  -35,  ,  =  21^m,  (.)  =  (2,i±^'(2,±lÄ) 

(3,  sjmf, 

Da  =  (2)', 
Db  =  (2)«(3B), 

Du  =  (2)». 

CN  Ko  27+3\/l77      ,  ,        /    1+Vl77\'        _. . 

6)  m  =  -69,  /»  =  ^ ,   (f»)  =  (2, — I j   (3,Vi77)', 
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^^  -  (1), 
Bn  =  (59), 

Dm  =  (1). 

7)  «  =  -31,   ,  =  ?L+|V^,  ,*=  29+3^  =  ^, 

Dkl  =  (1), 
D«  ==  (31), 
Dm  =  (1). 

8)  .  =  -43,   ,*=  35+3V^129,  (,*)  =  [,^±^[^\:Zp)^ 

A.  =  (2)», 
Da  =  (2)»(43), 
1>«  =  (2)». 

9)  .  =  -67,  ,*=  53+3«  r)  =  [^}±^)  (a,^^; 

(5, 1+V^)», 
A.  =  (2)', 
2>B  =  (2)»(67), 
Dm  =  (2)». 

10)  «.  =  -163,  ,  =136+3«  (,.)  =  (?^+2-'y    (— ^) 

(3,  \[m)\ 

Dkl  =  (2)«, 

D«  =  (2)»(163), 

Dm  =  (2)».  _ 

11)  m=  -19,  ^  =  27+3v/B7,  (p.)  =  (2,^-)*(2,^-=^^^(3,V/57)», 

Dn  =  (2)', 
D„  =  (2)'(19), 
Dm  =  (2)'. 

12)  m  =  -239,   ,  =  ?1±-|^,  ,*  =  ^il+MÜ  =  ^, 

Da  =  (1), 
Dm  =  (239), 
Dm  =  (1). 

m  =  2  (mod  4). 

13)  m  =  58,  jt*=  13+V^=l74,   (p,*)  =  (7,1-Vl74)», 
D„  =  (3)«, 

D«  =  (2)'(3)»(58), 

Dm  =  (3)». 


^ 
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14)  «t  ==  2,  |i,*=  7+7\^,  (,t*)  =  (7,l+vC:6)«(7,l-V=6), 
Ai  =  (3)«(7)>, 

2?«  =  (2)»(3)»{7)*, 
D«  =  (3)«(7)«. 

15)  m  =  -26,  \t.  =  27+3\/78,   \t*=  53+6^78  =  E, 

Dn  =  (1), 
D„  =  (2)'(26), 

Dm  =  (1). 

16)  m  =  -38,  {L  =  64+6Vn4,  n*=  102B+96Vil4  =  J?, 

Ai  =  (1), 
2)„  =  (2)»(38), 

D«  =  (1), 

17)  fn=:-22,  ji  =  135+15V/66;  (|i.)  =  (B,H-V'66)(5,1— V66)»(3,V6^», 
Bn  =  (B)« 

Dm  =  (2)»(B)«(22), 
Dm  (B)', 

m  =  3  (mod  4). 

18)  m  =  -29,  n*=  28+3V87;  |t*  =  E, 

D«  =  (1), 
D„  =•  (2)«(29), 

Dm  =  (1).  

19)  m  =  79,  {t*  =  8+3\P237,  ({t*)=  (13,6-  V/-237)»13,6-V^3)' 
Du  =  (1), 

Dm  =  (2)«(79), 

Dm  =  (1).  _ 

20)  m  =-109,   it  =  B4+3V§27,  |»,*=  217+12 V327, 
Dh  =  (1), 

Dm  =  (2)»(109), 
Dm  =  (1). 

Beispiele  für  die  RelativdiscriminanteDti,  bez.  Du, 
bez.  Dts  des  Graloij'schen  Zahlkörpers  zwölften  Gra- 
des i:(V'-»w„e,«'J  in  Bezug  auf  Z(V^,),   bez.  K(X),  bei. 

— »»1  s  1  (mod  4). 

1)   -m,=  -ll,(tr=30+lBV=Il,(ti.*)  =  (3,l+\/=ni)(3,l-vCTl? 

(B,2+v/^:n)«(B,2-V-ll), 
Dh  «  (3)«(5)«, 
Dm  =  (3)*(B)«(11), 
D„  =  (3)»(5)». 
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2)-«».  =  6,  /»•=1±V^,  ^*-J^, 

D«  =  (3)», 
Dn  =  (3)»(5), 
Du  =  (3)». 

3)   -m.  =  17,  p?  =  2+2Vi7,  (^*)  -  [2}±^)\2,^^\ 

Dn  =  (2)», 
D«  =  (2)»(17), 
2>M  =  (2)»(3). 


4)   -m. 


=  78,  ,r  =  3+V73,  (.f)  =  [2}±p){2}-::^\ 


Ai  =  (2)*(3)», 
D«  =  (2)'(3)»(73), 
D„  =  (2)»(3)». 

Ai  =  (3)», 
D«  =  (3)»(41X 
Bn  =  (3)». 

— tn,  B  2  (mod  4). 

6)  -m,  =  -2,  ,tr  =  3+3V^,  K)  =  (3,1+V=2)»(3,1-V^), 
D*.  =  (3)^ 

D«  =  (2)»(3)*, 
I>„  =  (3)». 

7)  -w,  =  2,  ^f  =  7+14 V2,  Otf)  -  (7,3+V^)(7,8-V2)«, 
Ihi  =  (7)«, 

-Dh  =  (2)'(7)«, 
D«  =  (3)(7)'. 

8)  -m.  =  14,  ^r  =  15+5V^,  (K)  =  (B,2+VÜ)(5,2-\^)«, 
I^,  =  (3)«(B)«, 

Dtt  -  (2)»(3)»(B)«(14), 

Dm  =  (S)^-  _ 

9)  -t».  =  82,  /.*  =  9+V82,  K  =  -E?, 

Ai  =  (1), 
D»,  =  (2)»(82), 

Dm  =  (3).  ^ 

10)    -m.  =  -282,  Mf  =  9+V-262,  0»*)  =  (7, 2+V/=262)», 

Dn  =  (1), 
A.  =  (2)»(262), 

Du  «=  (3). 


4A0 

— -Wj  5  8  (mod  4). 

11)  -m,  =  ?,,*♦  =  8+3V7,  f»r  =  E, 
Jhx  =  (8)«, 

^«  =  (2)^(3)«(7), 

i>»8  =  (3)-.  

12)  ^m,  =-29,  ^=  10+2 V- 29,  ft=  (2,l+V=29)«(8,l-V-29)», 
Ai  =  (3)«, 

A2  =  (2)«(3)»(29). 
As  =  (8)*. 


§21, 

Aufteilung  der  RelatiydiBcrimmanten  des  Oalois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades  K{\fm,  f,  d-\  resp.  JSr(V-wi,  t,  ^i), 
in  Bezug  auf  seine  cubischen  und  quadratischen  Unterkörper. 

In  §  9  haben  wir  den  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Gra- 
des jK'(Vw,  f,  ^),  resp.  K  (V— »»u  5 »^i)  als  einen  in  Bezug  auf  den 
biqnadratischen  Zahlkörper  Ä(V/w,  J),  resp.  JP(V— w^,  f)  relaÜT- 
GsJois'schen-Aberschen-cyklischen  Zahlkörper  vom  Belativgrade 
drei  definirt. 

Wir  wissen  schon,  dass  der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften 
Grades  K{\Jm^l,^),  resp.  -K'(V— Wj,f, -Ö-J  die  drei  cubischen  Unter- 
körper Ki^t^r.iri   ^i.f^rs.trsi  ^l^re^tra^i  ^esp.  ^i^t,r,iri  ^l,tr,U,r3y  ^l,tr,t^^^ 

und   die  drei   quadratischen  Unterkörper  Kisjni)^   ür(£),  K{yJ-%m)^ 

resp.  -S:(V/3wO,  -«^(C),  -^(V^^)  enthält. 

In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  den  Galois'schen  Zahl- 
körper  zwölften  Grades  ür(^iw,  f,  d)^  resp.  lir(V— »^»i,  t^  ^J  als  einen 
in  Bezug  auf  einen  jeden  seiner  drei  cubischen  Unterkörper  re- 
latiy-biquadratischen  Zahlkörper  und  als  einen  in  Bezug  auf  einen 
jeden  seiner  drei  quadratischen  Unterkörper  Belativkörper  ?om 
Belativgrade  sechs  betrachten. 

Wir  beginnen  mit  dem  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K{\[m,  f,  d). 

Um  den  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{\Jm^l,^) 
auf  Grund  des  cubischen  Zahlkörpers  K^trir^  bez.  Ri^triin^  hez. 
^t^rs'ytr^  aufzubauen,  brauchen  wir  nur  zu  dem  cubischen  Grund- 
zahlkörper die  eine  Wurzel  derjenigen  im  Bereiche  der  rationalen 
Zahlen  irreducibelen  biquadratischen  Gleichung  mit  rationalen 
Zahlencoefficienten ,  welche  also  als  eine  in  Bezug  auf  den  cabi- 
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sehen  Ghnmdzalilkörper  relativ-biqnadraiiBche  Gleichung  anfgefasst 
werden  kann,  zu  adjongiren,  welche  als  Wurzeln  die  vier  ganzen 
Zahlen  /J^,  ^„  ft,  ß^  wobei  z.  B. 


8+m 


resp. 


ft  =  \P8  (1+Vm) 


3(l-m) 


ausfallen  und  infolge  dessen  die  Gestalt: 

a;44.2(3-m)a?«+(3+m)«  =  0, 
resp. 

x^+S{l+fn)x^+9\l-my=  0 
besitzt. 

Es  ist  klar,  dass,  falls  wir  zu  dem  cubischen  Grundzahl- 
körper die  ganze  Zahl  ^— 3+\/m,  resp.  \J—S(1+^)  adjungiren, 
so  wird  der  zusammengesetzte  ZahlkSrper  im  Bationalitätsber eiche 
1  den  Grad  gleich  zwölf  besitzen  und  die  ganze  Zahl  ^— 3m,  resp. 
^  enthalten,  welche  sich  rational  durch  ß[  darstellen  lässt, 
weil  ja 

resp. 

\fik   =     Ä  +  3+3m 

6 

ist;   infolge  dessen  wird  in  diesem  zusammengesetzten  Zahlkörper 
zwölften  Grades  auch  die  ganze  Zahl 

m+3        ' 
resp. 
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liegen.  Hieraus  folgt,  dass  dieser  znsamiiiengesetste  ZahlkSrper 
zwölften  Grades  mit  dem  Galois'schw  ZaUkSrper  zwölften  Gra- 
des K{\[fni,9)  übereinstimmt. 

Da  nun  die  angeführten  vier  ganzen  Zahlen  /!j,  j},, 
ß^i  ß^  dnrch  eine  jede  von  ihnen,  z.  B.  ßi  rational  allein 
mit  Hilfe  der  in  dem  cabischen  Grnndzahlkörper  lie- 
genden rationalen  Zahlencoefficienten  ansgedrücki 
werden  können,  so  wird  der  Galois'sche  Zahlkörper 
zwölften  Grades  i^(^m,  g,  ^)   ein  in  Bezug  auf  den  cabi- 

schenZahlkörper  Ki^t^r,tri  resp.  Ki^f^rs^trsy  resp.  K^t^r^^tr^ 
relativ-Galols'scher,  und  zwar  ein  relativ-Galois'- 
scher-AbeTscher,  wohl  aber  kein  r elativ-cyklischer 
Zahlkörper  mit  der  AbeTschen,  aber  nicht-cyklischen 
Relativ-Gruppe  l,^,r,fr,  resp.  Ijt^rSjtrs^  resp.  l,tjrs*,tr$*  sein. 

Nun  wollen  wir  den  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Gra- 
des K(^m^  g,  d)  als  einen  in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahl- 
körper K{\[m)^  resp.  K{l)j  resp.  -K'(V— 3/n)  Belativkörper  vom  ße- 
lativgrade  sechs  betrachten« 

Wir  legen  zunächst  den  quadratischen  Zahlkörper  K(^)  zu 
Grunde. 

Um  den  Galois'schen  Zahlkörper  zwölf ten  ^rades  K(^m,i,9) 
auf  Grund  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{^m)  zu  construiren, 
brauchen  wir  nur  zu  demselben  die  eine  Wurzel  derjenigen  im 
Rationalitätsbereiche  1  irreducibelen  Gleichung  sechsten  Grades 
mit  rationalen  Zahlencoefficienten,  welche  wir  also  als  eine  in  Be- 
zug auf  K{\[m)  den  Relativgrad 

r  =  6 

besitzende  Gleichung  ansehen  dürfen,  zu  adjungiren,  welche  als 
Wurzeln  die  sechs  ganzen  algebraischen  Zahlen  ß^^  /},,  /),,  /)^,  /},,  ß^^ 
wobei,  z.  B. 

ß,  =  «,V=3, 
ß,  =  a,\/=3i 

ß.  =  -a.V^  =  -i»., 
resp. 

ß^  =  ajV=3m, 
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ft  =  «,V-3m, 

ß.  =  -a,v=3;ü  =  -A 

ausfallen,  nnd  also  die  Gestalt 

a;«+2.3Mic*+3M*x«+2".3»a«  «=  0, 
resp. 

a;«+2.3«»iiJa;*+3*mM>a?H2».3»a«m»  =  0 

besitzt. 

In  der  That,  haben  wir  zu  dem  quadratischen  Zahlkörper 
K{\Jm)  die  ganze  Zahl  c^V/— 3,  resp.  a,\/— 3w  adjungirt,  wobei  be- 
kanntlich a^  die  eine  Wurzel  der  allgemeinen  cubischen  Gleichung 

ix^-%dx-2a  =  0 

bedeutet  und  daher  die  Identität 

a\  =  3*«,  + 2a 

bestehen  soll,  so  wird  der  zusammengesetzte  Zahlkorper,  welcher 
natürlich  im  ßationalitätsbereiche  1  den  Grad  gleich  zwölf  besitzt, 
und  in  welchem  die  ganze  Zahl 

resp. 

ß\  z»  -SmaJ^^rg^  =  -9*majV— 3w— 6amV— 3m  = 

— 9*fw^,— 6amV— 3m 
liegt,  auch  die  ganze  Zahl 

resp. 

ßamym 

daher  auch  die  ganze  Zahl  a^  enthalten,  und  infolge  dessen  mit  dem 
Gralois'schen  Zahlkörper  zwöKten  Grades  K(^m,  g,  <&)  identisch  sein. 
Mit  Hilfe  der  Formeln  (A)  des  §  1  finden  wir,  dass  die  Wur- 
zeln a„  «3  sich  in  K{\jm)  folgendermassen  durch  a^  darstellen  lassen : 
es  sind  nämlich 
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«  -iL«      gV^  1 

««  -  t[     «1     3(«j_d)J' 


wobei  wir,  wie  früher,  mit  q^m  die  Discriminante  der  allgemeinen 
cabichen  Gleiclimig 

f{x)  =  0?»— 3*a:-2a  =  0 

bezeichnet  haben,  nnd  die  ganze  rationale  Function  So:*— 3d  die 
erste  Ableitung  der  ganzen  rationalen  Function  /*(«)  bedeutet. 
Hieraus  folgt  aber,  dass  die  ganzen  Zahlen 


[-^]' 


'-H-fPl' 


resp. 


also  auch  die  ganzen  Zahlen  /S^,  /S^  sich  rational  durch  /},  mit  Hilfe 
der  in  K{^m)  liegenden  Zahlencoefficienten  darstellen  lassen,  weil 
ja  \r^  eine  rationale  Function  von  /S^  mit  den  in  K{^m)  liegenden 
Zahlencoefficienten  ist. 

Wir  können  sagen,  dass  die  sechs  ganzen  Zahlen  ß^^  /),,  /)„  ß^ 
ß^j  ß^  sich  durch  eine  jede  von  ihnen  rational  unter  Benutzung  der 
Zahlen  von  K{^m)  darstellen  lassen. 

Wir  erhalten  folgendes  Resultat: 

Der  Gralois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grrades 
K{\lm^  l^^)  ist  in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahl- 
körper^(Vw)  ein  relativ- Galois  *8  c  her  und  zwar 
ein  relativ-Galois'scher-Abel'scher-cyklischer 

Zahlkörper  mit  der  AbeTschen  Relati v-Gruppe  1,  <i 
5^1  t^  tSj  ts^y  welche  in  diesem  Falle  mit  der  Aberschen 
cyklischen  Gruppe  (^5)*,  (t$)\  {tsy,  (fe)',  te,  (t$y  ubereinstimmi 
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Wir  werden  jetzt  den  quadratischen  Zahlkörper  K{i)  zn  Grrnnde 
legen. 

Um  den  Gralois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grrades  Kisfrn^  5»  ^) 
auf  Grund  des  quadratischen  Zahlkörpers  K{^)  zu  construiren, 
müssen  wir  zu  demselben  die  eine  Wurzel  derjenigen  im  Bereiche 
der  rationalen  Zahlen  irreducibelen  Grleichung  sechsten  Grades  mit 
rationalen  Zahlencoelficienten  adjungiren,  welche  also  als  eine  in 
Bezug  auf  K(^  den  Eelativgrad 

r  =  6 

1>esitzende  Gleichung  aufgefasst  werden  kann  und  welche  als  Wur- 
zeln die  ganzen  Zahlen  /Jj,  ß„  ß„  /J^,  jS^,  /J„  wobei  z.  B. 

ßi  =  «iV^, 

ßs  =  asV»»,_ 

/»5  =  -«,V^  =  -ßfj 
ß,  =  ^a,\lm  =  -ft, 


resp. 


ß,  =  a,\/-3m, 
ß,  =  «,V~3m , 
ßz  =  €C^\l-^rn, 


ß, a,V~3m  =   -13,, 

/J5  =   -«,V-3/n  =  ~^., 

aasfallen  und  also  die  Gestalt 

»«-2.3w«*ic*  +  3*m2*aa?"-.22a*m«  =  0, 
resp. 

a:«  +  2.3*ln*a;*  +  3*m«d2a?»  +  2^3»a«w»  =  0 

besitzt. 

^n  der  That  wird  doch  der  aus  K{i)  durch  die  Adjunction  von 
tti^m,  resp.  a,V^— 3w  gebildete  Zahlkörper,  welcher  selbstverständ- 
lich in  dem  Rationalitätsbereiche  1  den  Grad  gleich  zwölf  besitzt, 
mit  dem  Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K  (^,  g,  d) 
übereinstimmen,  weil  ja  derselbe  die  ganze  Zahl 

ßl  =r  iwäJv^  =  3dma^\/m  +  2ams/m  =  3dw/S,  +  2amV'w , 
resp. 
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ß[  =  3maJv/-3w  =  -9w*da,\/-  3w— 6amV-3m  = 


-9dm/S^-6amV— 3/» 


und  daher  auch  die  ganze  Zahl  ^/m,  resp.  V^— 3m  enthält. 

Indem  wir  die  Formeln  (A)  des  §  1  zur  Anwendung  bringen 
finden  wir,  dass  die  ganzen  Zahlen  /5„  /3„  die  Werte: 


[gm        -1 


/^.  =  i  -/».- 


["'■"#')]■ 


resp. 


besitzen. 

Die  sechs  ganzen  Zahlen  /),,  /),,  Z^,,  /3^,  ß^,  ß^  lassen  sich  durch 
eine  jede  von  ihnen  allein  unter  Benutzung  der  Zahlen  von  K{t) 
rational  ausdrücken. 

Wir  sehen,  dass  der  G-alois'sche  Zahlkorper 
zwölften  Grades  K{^f  i,  &)  ein  in  Bezug  auf  den 
quadratischen  Zahlkörper  -Zr(g)  rel  ati v-Galois*- 
scher  Zahlkörper  mit  der  Belativ-Gruppe  1,  s,  s^j  rs, 
r$*  ist. 

Diese  Relativ-Gruppe  kann  aber  nicht  eine  Abel'sche  Gruppe 
sein,  weil  ihre  zusammengesetzten  Substitutionen,  z.  B.  rSy^  rs^ 
nicht  umkehrbar  sind,  da  nun  im  Falle  des  Galois' sehen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades  K{^m,  g,  t)  die  Relationen 


rs  =  s*r, 
rs*=  er 


bestehen. 

Der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grades 
JS:(Vw,S,*)  ist  in  Bezug  auf  K{i)  ein  relativ-Ga- 
lois'scher,  wohl  aber  kein  relativ-Gaiois 's  eher* 
AbeTscher  Zahlkörper. 
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Nun  legen  wir  den  quadratischen  ZahlkSrper  Jr(\/— 3m)  zn 
Grande. 

Um  anf  Gmnd  des  quadratischen  Zahlkörpers  JE'(^— 3m)  den 
Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{Sjmjlj%i)  anfzabaaen, 
müssen  wir  zu  demselben  die  eine  der  sechs  Wurzeln  ß^^  ß^,  /),, 
ßv  ßbj  ß%  ^^^  entsprechenden  im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen 
irreducibelen  Gleichung  sechsten  Grades  mit  rationalen  Zahlen- 
coefQcienten,  welche  also  als  eine  in  Bezng  anf  K{sJ—^m)  den 
Relativgrad  sechs  besitzende  Gleichung  aufgefasst  werden  darf, 
adjungiren,  wobei  diese  sechs  Wurzeln,  z.  B.  die  Werte 

ß%  =  «.V»», 

ß,  =  -«iVw  =  -/s„ 

A  =  -«.V»» ßv 

ß,  =  -«,v^  =  -/j., 

resp 

A  =  -«tV=3  =  -A, 
/*•  =  -«,V^  =  -3, 

besitzen  mögen,   so  dass  die  betreffende  Gleichung  sechsten  Gra- 
des von  der  Form: 

«•+2.3m*a?*+3^m**V-2»a»m»  =  0, 
resp. 

ir«  +  2.3«*a^+3*(>»a:«+2«.3V  =  0 

wird. 


In  der  That  muss  der  aus  Z(V— 3m)  durch  Adjunction  von 
a^Sfm^  resp.  a|V--3  gebildete  Zahlkörper,  welcher  natürlich  im 
Rationalitätsbereiche  1  den  Grad  gleich  zwölf  besitzt,  mit  dem 
Galois'schen  Zahlkörper  zwölften  Grades  JP(v/w,£,d)  übereinstim- 
men, weil  derselbe  die  ganze  Zahl 

resp. 
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and  daher  auch  die  gtaaze  Zahl  V'"'*  ^^f-  V-^  enthält. 

Indem  wir  die  Formehi  (Ä)  des  :§  1  zur  Anw«Bdang  hringea, 
finden  wir,  dass  die  ganzen  Zahlen  ft  ß„  die  Werte: 


A 


resp, 


A_ii^.w^ 


r'wl 


ft  =  H-^.-^^ 


C  «V-8»1 


besitzen. 

Die  sechs  ganzen  Zahlen  ß^^  ß^,  /},,  jS^,  4»f  /'e  I&ssen  sich  dnrch 
eine  jede  von  ihnen  rational  mit  Hilfe  «her  Zahlen  von  K  ( V— 3w) 
aasdriicken. 

Der  Galois'sche  Zahlkorper  zwölften  Grades 
K(^mjtyd)  ist  in  Bez  ug  auf  den  quadratischen  Zahl- 
körper K{^—3in)  ein  r elatiy^'Q-alois'scher,  zugleich 
aber  kein  relativ-tralois'fl'cher- Abel' s  eher  Zahl- 
körper, mit  der  Relativ-ü-ruppe  1,  ä,  s*,  ^r,  trs^  tr$\  wel- 
clie  keine  Abelsche  Gruppe  ist,  da  nun  im  Falle  de^ 
Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  Jl(^,{,^) 

die  Relationen 

trs  =  sHVf  trs*  ==  str 
bestehen  müssen. 

In  der  selben  Weise  finden  wir,   dass  der  6a- 

lois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grades  -ff ( V— w, £» ^i) 
ein  in  B^ztig  auf  dencubist^hen  Ztililk?rp<T  Ki^t/r^, 
Tesp.  ffi,<rAr«»  T«sp,  R^^ir.u^rs*  r c  1  at i V -tJ a! 0 1 8*s chef- 
AbeTsch^r  Zahlkörp-er  Tom  Relativgr-atle  vier 
mit  4'er  Abel'sc'hen,  zugleicli  a%«T  keinen  cykH- 
sehen  £elativ-Gruppe  1, f, r,*r,  re-sp.  l,ir,f»,rs,  rcsp. 
1,  tr,  ts*^  rs*  ist 

InJSezug  auf  den  quadratischen  Zahlkorper 
A(V-3wJ  ist  der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölftes 
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Grades  if(\/— w„g,^,)  ein  relativ-Galois'scher-Aber- 
scher-cyklischer  Zahlkörper  vomRelativgrade 
sechs  mit  der  Abe  T  sehen  Relativ-Grappe  1,  Sf  s\ 
iry  trSf  trs^f  welche  in  diesem  Falle  zugleich  eine  cy- 
klische  mit  der  Abel' sehen  cyklischen  Gruppe 
(trsy,  {tr8)\  {tr8)\  {trs)*,  trs^  (trs)*  identische  Gruppe  ist. 

In  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper 
ir(g),  resp.  K{\l''m^  wird  der  Galois' sehe  Zahlkör- 
per zwölften  Grades  JK'(v/— »»1,5,-9',)  ein  relativ-Ga- 
lois' scher  Zahlkörper  mit  der  Relatiy-Gruppe 
1,  Sy  s*,  r,  rSj  rs^j  resp.  1,  «,  s\  t,  ts,  ts*  sei  n. 

Biese  beiden  ßelativ-Gruppen  sind  zugleich  aber  keine  Abel'- 
schen  Gruppen,  weU  ihre  zusammengesetzten  Substitutionen,  z.  B. 
rSj  r8*f  resp.  ts,  t$^  nicht  umkehrbar  sein  können,  da  nun  im  Falle 
des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  KisJ—m^^  (,  ^J  fol- 
gende Relationen 

rs  s=  «V, 

r«*  =  «r, 
resp. 

t8  =  8\ 

bestehen  müssen. 

Der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grades 
K{\f^i)  {, ^t)  ^st  in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahl- 
körper lir(Ö,  resp.  -Sr(V--w»J  wohl  ein  relativ-Galois'scher, 
aber  kein  relativ-Galois'scher-Aberscher  Zahl  kör  per. 

Bei  diesen  Betrachtungen  dürfen  wir  den  Begriff  der  Rela- 
tiydiscriminanten  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
Ä(\^,  g, -&),  resp.  Ä(V— m„  g,  Ö-J  in  Bezug  auf  einen  jeden  seiner 
cabischen  und  quadratischen  Unterkörper  einführen. 

Unter  der  Relativdiscriminante  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{\jm^l^Ö)  in  Bezug  auf 
seinen  cubischen  Unterkörper  K^^tr^irj  resp.  -Ki,<,r»,^r« 
resp.  K^i^y^^r^  verstehen  wir  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Teiler  der  Relatiydiscr iminanten 


{A-tA)\A''rA)\A-trA)\tA'^A)\tA^trA)\rA'^Ay, 

resp. 

{A^tA)\A'^8A)\A-tr8A)\tA'^8A)\tA-^tr8A)\rsA'^sAy, 

resp. 

{A-tA)\A'-^8^A)\A'-tr8^A)\tA-r8^A)\tA^tr8^A)\r8^A'^tr8^AY 

29 


und  unter  derRelativdiscriminante  des  Galois*- 
schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  ir(\/w,t,^)  in 
Bezug  auf  seinen  quadr atis chen  Unterkörper 
K{^)f  resp.  jK:(£),  resp.  Z(\/— 3iw)  verstehen  wir  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Teiler  der  Rela- 
tivdiscriminanten 

{Ä-sÄ)\Ä-s*Ä)\Ä-tÄy(Ä^sÄ)\Ä^ts'A)\sÄ--s'Äy{sA-'tÄy 

\tA''t8^A)\tsA''ts'Ay, 
resp. 

{A^sÄ)\A-'S'A)\A'-rA)\A-rsÄ)\A^s^Ay{sA'-s^A)\sA-rAy 

\sA-rsAy{sA'-ri>''Ay{s''A'--rAy{s'A'-rsAy{s^A''r^Ay{rA'-rsÄy 

IrA-^^AyirsA-rs'Ay, 

resp. 

{A''SÄy{A-s^Ay{A-4Ay{A''tsAy{A-'ts^Ay{sA'^s^Ay(sA-'tAY 

{sA'-tsAy{sA-'ts*Ay{s'A-tAy{s^A---tsAy{8^A'-t8'Ay{tA'-tsAy 

{tA-'ts'AyitsA^ts^Ay 

aller  ganzen  Zahlen  A  de  s  Galois' s  chen  Zahlkor- 
pers  zwölften  Grades  K{\]m^  g,  %). 

.  Entsprechender  Weise  können  wirdieRela- 
tivdiscriminante  des  Galois' sehen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  JSr(^^w„§,  -ö*,)  in  Be  zug  auf  einenje- 
den  seiner  cubischen,  resp.  quadratischen  Unter- 
körper als  den  grössten  gern  eins  chaftlichen  Teiler 
der  entsprechenden  Relativ  dis  criminanten  al- 
ler ganzen  Zahlend,  des  Galois*  sehen  Zahlkörpers 
zwölften  Grad  es  JK'(V—wii,g,'ö',),  wobei  wir  diese  Re- 
lativdiscriminanten  der  ganzen  Zahlen  j1  so  fort 
hinschreiben  können,  weil  ja  die  entspreche nden 
Relati v-Gr uppen  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  if(\/— m^,  C,  ^^  uns  bereits  bekannt 
sind. 

Nun  wollen  wir  wieder  die  Formel 

B  =  crw(DJ 

benutzen. 

Setzen  wir  in  dieser  Formel  die  ganze  rationale  Zahl  D 
gleich  der  Discriminante  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  i£  (V^*,  £,  t^),  resp.  Ar(V^— »i^,  £, -a-J,  die  ganze  rationale  Zahl 
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d  gleich  der  Discriminante  eines  jeden  seiner  drei  cnbischen  Un- 
terkörper der  Reihe  nach  und  zugleich  die  ganze  rationale  Zahl 
r  gleich  vier  an,  oder  setzen  wir  die  ganze  rationale  Zahl  d  gleich 
der  Discriminante  eines  jeden  seiner  drei  quadratischen  Unter- 
körper der  Reihe  nach  und  zugleich  die  ganze  rationale  Zahl  r 
gleich  sechs  an,  so  können  wir  aus  dieser  Formel  die  in  dem  cn- 
bischen Grundzahlkörper  gebildete  Norm  der  Relativdiscriminante 
des  Gralois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K  (s^i,  C,  ^\  resp. 
K{\J—m^,  S»  ^i)  i^  Bezug  auf  den  cubischen  Grundzahlkörper  und 
die  in  dem  quadratischen  Grundzahlkörper  gebildete  Norm  der 
Relativdiscriminante  des  Galois^schen  Zahlkörpers  zwölften  Gra- 
des 5'(Vm,  g,  Ö") ,  resp.  Jt(\/— m^,  g,  i^,)  in  Bezug  auf  den  quadra- 
tischen Grundzahlkörper  und  daher  auch  diese  Relativdiscrimi- 
nanten  selbst  berechnen. 

Wir  wollen  in  der  Tabelle  XXXIV  mit  Da,  resp.  D^^  resp. 
D'ik  resp.  Du  die  Relativdiscriminante  des  Galois'schen  Zahlkör- 
pers zwölften  Grades  K{^ij  g,  d)  in  Bezug  auf  den  cubischen  Un- 
terkörper Ki^tr,ir  resp.  in  Bezug  auf  den  quadratischen  Unter- 
körper K{\Jm),  resp.  -K(j;),  resp.  K(\J-3m)  und  in  der  Tabelle 
XXXV  mit  Dt,  resp.  Dijt,  resp.  D2*,  resp.  Da*  die  Relativdiscri- 
minante des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  Ki^j—m^jl,^^ 
in  Bezug   auf  den  cubischen  Unterkörper  K^  ^ ,.  ^^,   resp.   in  Bezug 

auf  den  quadratischen  Unterkörper  K{>J'6m^)J  resp.  K{i)j  resp. 
K(\j^vn^  bezeichnen  und  ihre  Werte  angeben. 

Es  ist  klar,  dass  die  Relativdiscriminanten  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  iC(0w,  C, ^),  resp.  Kisj—m^,^^^^  in 
Bezug  auf  die  cubischen  Unterkörper  ^itrsjrat  ^itrs^trsh  resp. 
^itrtsm  -^itryts^ra*  dieselbe  Gestalt,  wie  die  Relativdiscriminante 
Dt  besitzen,  sie  lassen  sich  auch  durch  die  diesen  cubischen  Zahl- 
körpern entsprechenden  Primideale  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwöKten  Grades  K{\Jnij  g,  ^),  resp.  K{\J'-m^  g,  -Ö-J  ausdrücken. 

Nebenbei  bemerkt  können  wir  die  Relativdiscriminante  Du  des 
GaloLs'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{^,ifd')j  resp. 
jr(^— /w„  g,  ^i)  in  Bezug  auf  den  cubischen  Zshlkörper  K^irtr  ^^^ 
auf  eine  andere  Weise  berechnen,  indem  wir  die  Definition  von 
Dft  ans  näher  ins  Auge  fassen. 

Wir  wissen,  dass  Du  als  der  grösste  gemeinschaftliche  Teiler 
der  Relativdiscriminanten 

{A-tA)\A-^A)\A--'lrA)\tA-rA)\tA^trA)\rA''trÄy 

aller  ganzen  Zahlen  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
K{\[üii  g,  %),  resp.  K{^'-m^,  g,  dj  definirt  worden  ist. 

29* 


Hieraus  folgt,  dass  Dk  dem  Producte  der  grössten  gemein- 
schaftlichen Teiler  der  ganzen  Zahlen 

{Ä''tAy.r(A''tÄ)\{Ä''rÄy.t{Ä'-rÄy  und  {Ä'-trA)\t(Ä''trÄ)\ 

resp.  (Ä--trÄ)\r{Ä-trÄy,(Ä'-rÄ)\tr{Ä^rÄy  Tmi(Ä-tÄ)\tr{A''tÄy, 
wobei  A  alle  ganzen  Zahlen  des  Galois' sehen  Zahlkörpers  zwölf- 
ten G-rades  K{^,ijd)j  resp.  Ä(\^^^^,  g,  O-J  durchlaufen  soll,  also 

Dk  =  DkirDki'Dt^'tDki'DtA'tDMB, 
resp. 

Dk  =  DiirDki'Dtg'trDki'Dtz'trDjA 

sein  soll,  worin  Dki,  Dui  Duz  der  Beihe  nach  die  Belativdiscri- 
minanten  des  Galois 'sehen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{^^ifd)f 
resp.  K{^—m^j  g,  ^,)  in  Bezug  auf  seine  Unterkörper  sechsten 
Grades  K^^y  K^^^  K^^^,  resp.  K^^^,.^  Äj,,,  K^^^  bedeuten. 

Es  ist  klar,  dass  für  die  Belativdiscriminanten  des  Gralois*- 
schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  iSr(\/m,C,d),  resp.  K{^'^fn^,ifi^) 
in  Bezug  auf  seine  cubischen  Unterkörper  ^itrg  tr$f  ^i  t  ra*  <r«* 
resp.  K^f^f^^^g^  ÄTj  ^^  ^,2 ,.,«,  welche  wir  der  Beihe  nach  mit  den 
Buchstaben  Di,  Di  bezeichnen  wollen,  die  Gleichungen 

I)\  =  DMirsDjti'Dla.tDk'Dk'tDJa, 

Dlt'=:  Dui'rs'D,iDü>tDJA'Dli'tDü, 
resp. 

Djt  =  Dux'  rsDnDk'trDk'Dk'trDk, 

Djt'  =  D«  .  rs^D^v  Dlt!2  -  trDü .  DU  •  trDik 

bestehen  müssen,  worin  Du,  DU,  Dj^,  Du,  Du  der  Beihe  nach 
die  Belativdiscriminanten  des  Galois' sehen  Zahlkörpers  zwölften 
Grades  K{\fin,i,^),  resp.  K{SJ^^,i,d'^)  in  Bezug  auf  seine  Un- 
terkörper sechsten  Grades  K^^,  K^^rs,  K^^^^,,  K^,,,,,  K^^tr^,  resp. 
^1,/rj  ^i,r*»  ^i,<*j  -^i,r««j  ^\,u^  bedeuten. 

Aus  der  Tabelle  XXXIV,  resp.  XXXV  sehen  wir,  dass  die 
Belativdiscriminanten  Dj*,  D2jk,  Dst  stets  rationale  Hauptideale 
sind. 

Im  Falle,  dass 

mindestens  nach  der  dritten  Potenz  des  Primideals  I  oder  rl  der 
Gruppe  IU(a),  oder  des  Hauptprimideals  I  der  Gruppe  III(b)  von 
K{\jm^  C),  resp. 

f*i  3  «• 


468 

mindefitens  nach  der  vierten  Potenz  des  Primideals  (  oder  rl  der 
Gruppe  III(a),  oder  des  Haaptprimideals  I  der  Gruppe  ni(b)  von 
wff(V— w,,  t)  ausfällt,  und  die  ganze  Zahl  (i,  resp.  |l^  die  Form  b, 
oder  eß,  oder  ß  besitzt,  wobei  s  eine  solche  Einheit  von  JE(\/— 3m), 
resp.  Z^(V/— m,),  welche  nicht  zugleich  die  dritte  Potenz  einer  Ein- 
heit in  Z'(V/m,Ö,  resp.  K{\J-m^  ist,  und  (ß)  die  dritte  Potenz 
eines  solchen  Ideals  von  J5r(\/-3m),  resp.  K{>J-'m^y  welches  nicht 
zugleich  ein  Hauptideal  in  K{\Jm,t\  resp.  Ä'(V— w„g)  wird,  be- 
deuten, ist  die  Relativdiscriminante  Ds*,  resp.  D\k  des  Galois*- 
schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  Z(0w,g,^),  resp.  A:(V/^,S,'Ö'i) 
in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper  if(V— 3m),  resp.  (iL(\/3wJ 
stets  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1). 

Die  übrigen  in  der  Tabelle  XXXIV,  resp.  XXXV 
angeführten  Belativdiscriminanten  Djk,  D\i^  Dgki  resp« 
Di,  Du,  Dzk  fallen  stets  von  dem  rationalen  Haupt- 
ideal (1)  verschieden  aus. 

Die  Beispiele  für  diese  Relativdiscriminanten  können  wir 
leicht  mit  Hilfe  der  in  §  12,  §  16  und  §  19  angeführten  Beispiele 
bilden ,  wir  wollen  uns  aber  dabei  nicht  aufhalten  und  gehen  zu 
dem  nächsten  Paragraphen  über. 


§22. 
lieber  die  Eigenschaften  der  Elassenkörper. 

In  dem  zweiten  Teile  vorliegender  Arbeit  haben  wir  in  §  12, 
§  16,  §  19  und  §  20  verschiedene  Relativdiscriminanten  eingeführt. 

Wir  woUen  nun  zunächst  diejenigen  Relativdiscriminanten  zu- 
sammenstellen, welche  dem  rationalen  Hauptideal  (1)  gleich  sein 
können. 

Wir  beginnen  mit  dem  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K{\Jm,  g,  d). 

Wir  wissen,  dass  falls  die  ganze  Zahl 

mindestens  nach  der  dritten  Potenz  des  Primideals  I  oder  rl  der 
Gruppe  Ill(a),  resp.  des  Hauptprimideals  I  der  Gruppe  ni(b)  von 
K{}Jm,  0  ausfällt,  und  die  ganze  Zahl  /l»  die  Form  g,  oder  £/J,  oder 
Bß  besitzt,  worin  b  eine  solche  Einheit  in  J£'(\/— 3m),  welche  na- 
tfirlich  nicht  der  dritten  Potenz  einer  Einheit  in  K{\Jfn^^  gleich 
ist,    und  iß)  die   dritte  Potenz  eines  solchen  Ideals  in  JC(V— 3w), 
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welches  zngleich  kein  Hanptideal  in  K  (\Jm,  £:)  wird,  bedenten,  so 
werden  folgende  RelaÜTdiscriminanten  dem  rationalen  Hanptideal 
(1)  nnd  zwar  gleichzeitig  gleich  ausfallen: 

1)  die  Relativdiscriminante  des  Galois'schen  ZahlkSrpers 
zwölften  Grades  K{\jm,%^9)  in  Bezog  anf  den  biqaadratischen 
Zahlkörper  K{\lm,  i) ; 

2)  die  Relativdiscriminante  des  Galois'schen  Zahlkörpers  sechs- 
ten  Grades   Kx^t    in    Bezug    anf   den    quadratischen   Zahlkörper 

KQf=ar) ; 

3)  die  Relativdiscriminante  des  nicht-Galois'schen  Zahlkörpers 
sechsten  Grades  K^  ^,.,  resp.  JSTj  ^^,,  resp.  JC^  ^,.,«   in  Bezug  auf  den 

quadratischen  Zahlkörper  K{\l—^tn)] 

4)  die  Relativdiscriminante  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K(\]m^  g,  d)  in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahl- 
körper K{^—^m). 

Ausserdem  sind  stets,  abgesehen  von  den  Eigenschaften, 
welche  die  ganze  Zahl  ft  besitzen  mag,  die  Relativdiscriminante 
des  Galois*schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K(^m,  f,  d)  in  Be- 
zug auf  den  nicht-Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  K^tri 
resp.  K^  /,.,,  resp.  K^  ^,.^s  und  die  Relativdiscriminante  des  biqua- 
dratischen Zahlkörpers  K{^ni,  g)  in  Bezug  auf  den  quadratischen 
Zahlkörper  K(^—3m)f  wobei  natürlich  auf  diese  letzte  Relativ- 
discriminante die  Eigenschaften  der  ganzen  Zahl  (i  gar  keinen 
Einfluss  ausüben,  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1). 

Nun  gehen  wir  zu  dem  Falle  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K(Sj—^i^^  f,  d'^  über. 

Ist  in  diesem  Falle  die  ganze  Zahl 

ft,  =  a' 

mindestens  nach  der  vierten  Potenz  des  Primideals  I  oder  rl  der 
Gruppe  Ill(a),  resp.  des  Hauptprimideals  I  der  Gruppe  III(b)  von 
Ki^—m^,  g),  und  besitzt  die  ganze  Zahl  (i^  die  Form  £,  oder  sß, 
oder  /J,  worin  s  eine  solche  Einheit  in  K{\l—m^,  welche  nicht  zu- 
gleich die  dritte  Potenz  einer  Einheit  in  Ä'(\/— tw,,  0  wird,  und 
(/J)  die  dritte  Potenz  eines  solchen  Ideals  in  K{^—m^),  welches 
^  zugleich  kein  Hauptideal  in  if(\/— w^,  g)  wird,    bedeuten,  so  wer- 

den  folgende  Relativdiscriminanten  dem  rationalen  Hauptideal  (1) 
und  zwar  gleichzeitig,  gleich  sein: 

1)    die    Relativdiscriminante     des     Galois'schen    Zahlkörpers 
ölften  Grades  iir(\/— m„  g,  ^•^)  in  Bezug  auf  den  biquadratischen 
Ikörper  K{\l—m^^  g); 
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2)  die  Relativdiscriminante  des  GeJois'schen  Zahlkörpers 
sechsten  Grades  K^  i^   üi  Bezug  anf  den  quadratischen  Zahlkörper 

ir(V=3i;r,); 

3)  die  Relativdiscriminante  des  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  Ä' (\/— m^  C,  ^i)  in  Bezug  auf  den  quadratischen 
Zahlkörper  K{sßm^. 

Ausserdem  sind  stets,  abgesehen  von  den  Eigenschaften,  welche 
die  ganze  Zahl  fi^  besitzen  mag,  die  Relativdiscriminante  des  Ga- 
lois'schen Zahlkörpers  zwölften  Grades  Jf(V-^i,  &^,)  in  Bezug 
auf   den  Galois'schen  Zahlkörper   sechsten  Grades  K^i^   ^i^d   die 

Relativdiscriminante  des  biquadratischen  Zablkörpers  K{\l'-m^y  Q 
in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper  JSr(V^3m,),  wobei  selbst- 
verständlich auf  diese  letzte  Relativdiscriminante  die  Eigenschaften 
der  ganzen  Zahl  fi^  gar  keinen  Einfluss  ausüben,  gleich  dem  ra- 
tionalen Hauptideal  (1). 

Wir  wollen  xms  in  diesem  Paragraphen  mit  den  Eigenschaften 
derjenigen  Zahlkörper  beschäftigen,  welche  Herr  Professor  Dr. 
D.  Hubert  mit  dem  Namen  der  Elass  enkö  r  per  be- 
zeichnet ^). 

Unter  einem  Elassenkörper  K  versteht  Herr  Professor  Dr. 
D.  Hilbert  einen  solchen  in  Bezug  auf  einen  bestimmten  zu 
Grunde  gelegten  Rationalitätsbereich  k  gebildeten  Relativkörper, 
welcher  besondere  Eigenschaften  besitzt. 

Damit  ein  auf  Grund  des  Zahlkörpers  h  auf- 
gebauter Relativkörper  K  vom  Relativgrade  l 
ein  Klassenkörper  des  Zahlkörpers  k  sein  kann, 
müssen  zuvörderst  folgende  zwei  Bedingungen 
erfüllt  werden: 

l)der  Zahlkörper  K  muss  in  Bezug  auf  X;  ein 
r  e  1  a  t  i  v-G  alois'sche  r-A  beTscher-cyklischer  Zahl- 
körper sein; 

2)  die  Relativdiscriminante  von  K  in  Bezug 
anf  Tc  muss  dem  rationalen  Hauptideal  (1)  gleich 
ausfallen. 

Ist  der  Relativgrad  l  eine  ungerade  ratio- 
nale Primzahl,  so  sind  diese  zwei  angeführten 
Bedingungen  vollkommen  ausreichend  um  den 
Zahlkörper  K  auf  Grund  des  Zahlkörpers  Tc  ein- 
deutig festzulegen. 


1)  „Bericht«  p,279. 
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Im  Falle  aber,  dass 

l  =  2 

ausfällt,  kommt  noch  folgende  Bedingung  hinzu: 

bezeichnen  wir  mit  u  denGrad  des  Grundzahl- 
körpers k,  so  wird  der  Zahlkörper  jE*  nur  dann  der 
Klassenkörper  von  k  sein  können,  wenn  unter  den 
durch  f' bestimmten  2u  einander  conjugirten Zahl- 
körpern doppelt  so  viele  reelle  Zahlkörper,  als 
unter  den  durch  k  bestimmten  u  conjugirten  Zahl- 
körpern vorhanden  sind. 

Ist  aber  l  eine  zusammengesetzte  ganze  rationale  Zahl,  so 
kann  der  Elassenkörper  K  von  k  entsprechender  Weise  definirt 
werden;  wir  wollen  es  hier  nicht  thun  und  beschränken  uns  auf 
den  Fall,  dass  l  gleich  2  oder  3  ausfällt. 

Wir  wissen,  dass  von  allen  in  diesem  Paragraphen  angege- 
benen Zahlkörpern,  welche  in  Bezug  auf  ihre  Grundzahlkörper 
die  Relativdiscriminante  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1)  ha- 
ben können,  nur  folgende  Zahlkörper  und  zwar: 

1)  der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grades  K  ^m,  t,  &), 
resp.  £  (V— ntj,  C,  d,)  in  Bezug  auf  den  biquadratischen  Zahlkörper 
K(S/m,t),  resp.  K{\f^,,t),  ^ 

2)  der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{>Jm,  f,  d), 
resp.  K{\l—in^j  g,  ^,)  in  Bezug  auf  die  nicht- Galois'schen  Zahlkör- 
per sechsten  Grades  K^t^  ^ur««  -^itrih  i^^^P«  ui  Bezug  auf  den 
Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  ^xtr^ 

3)  der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{sf^^,  g,  ^J 
in  Bezug   auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K{\l%m^^ 

4)  der  Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  Zi,<,  resp.  JEi^^r 
in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K(\lm\  resp.  -K^(\/3mJ, 

5)  der  biquadratische  Zahlkörper  g(\/w,  g),  resp.  £"(^^^„0 
in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper  -K^(V— 3»»),  resp.  K{\ßm^ 
relativ-Galois'sche-Abersche-cyklische  Zahlkörper  sind. 

Da  wir  uns  aber  in  vorliegender  Arbeit  nur  auf  solche  Klas- 
senkörper beschränken  wollen,  deren  Relativgrad  l  gleich  2  oder 
3  ausfällt,  so  schliessen  wir  daraus,  dass  es  sich  hier  nur  um 

1)  relativ-cubische  E^lassenkörper  des  biquadratischen  Zahl- 
körpers  K{\]m,  g),  resp.  K{\f^/n^,l),  auch  des  quadratischen  Zahl- 
körpers K{sfin\  resp.  K{\l^m^  und 
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>^iv- quadratische  Kläfisenkörper  des  quadratischen 

3m),  resp.  K(sßm^  und  der  nicht- Galois'schen 

'  r  rtides  K^  i^,  K^  ^„  K^  ^^,«,  resp.  des  Galois'schen 

»adcs  K^tri   f^B  ^^  ganze  rationale  Zahl 

'  rl ,    weil  der  biqnadratische  Zahlkörper 

"Tirl  der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölf- 

\  —  w/j,  g,  dj)  stets  imaginäre  Zahl- 

V.  ir  hier  den  in  dem  „Berichte** 
'  ^  (^  r  t   eingeführten  Begriff 
\  uranstellen*). 

3 , ,  a,„j  irgend   welche  l 

ist  ^  eine  beliebige   ganze  oder  ge- 

■  prrs  Kj  welcher  den  Grad  Zu  besitzt  und 

i.t'i-Aberscher-cyklischer  Zahlkörper   in  Bezug 

;  |)or  k  vom  fiten  Grade   mit  der  Aberschen  cykli- 

-iiiv-Gruppe   1,  5,  s*,  ...  s*"*  ist,  worin  l  eine  Primzahl 

.  •  t,  so  wird  der  Ausdruck 

Ä''(8Äf'(8^Äf^  . .  .  (s^-'^Af"' 
zur  Abkürzung 

^a+ai*+ai«*  +  ...aiV*   _  ^^(*) 

bezeichnet  xmd  die  symbolische  JP(5)te  Potenz  der  Zahl 
Ä  genannt. 

Die  symbolische  F($)te  Potenz  von  A  ist  wieder  eine  ganze 
oder  gebrochene  Zahl  des  Zahlkörpers  K. 

Es  gilt  der  Satz: 

Jede  ganze  oder  gebrochene  Zahl  A  in  K,  deren 
Relativnorm  in  Bezug  auf  Je  gleich  1  ist,  wird  die 
symbolische  (1— 5)te  Potenz  einer  gewissen  Zahl  B 
des  ZahlkörpersÜT  sein;  es  besteht  also  die  folgende 
Gleichung: 

A-^ 
^  -  sB- 

Herr  Professor  Dr.  D.  Hilbert  hat  in  seinem  „Berichte" 
den  folgenden  wichtigen  Satz  aufgestellt  und  bewiesen  („Bericht", 
p.  279,  Satz  94) : 

Wennder  relativ-Galois 's  che-AbePsc  he -cy  kusche 


1)  „Bericht«^  p*  271. 
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ZahlkSrper  K  von  nngeradem  Primzalil-RelatiT- 
grade  l  die  Relati vdiscriminante  gleich  dem  ratio- 
nalen Haaptideal  (1)  in  Bezug  auf  k  besitzt,  so  giebt 
es  stets  in  h  ein  Ideal  ;,  welches  nicht  ein  Haapt- 
ideal in  h  ist,  wohl  aber  ein  Hanptideal  in  K  wird. 
Die  Ite  Potenz  dieses  Ideals  ;  ist  dann  notwendig 
auch  in  k  ein  Hauptideal;  die  Anzahl  h  der  Ideal- 
klassen des  Zahlkörpers  k  ist  mithin  darch  l  teilbar. 
Dieser  Satz  gilt  auch  für 

1  =  2, 

falls  unter  den  durch  K  bestimmten  2u  einander  con- 
jugirten  Zahlkörpern  doppelt  so  viele  reelle  Zahl- 
körper, als  unter  den  durch  k  bestimmten  u  conja- 
girten  Zahlkörpern  vorhanden  sind,  wobei  u  den 
Grad  des  Zahlkörpers  k  bedeutet. 

Wie  wir  es  schon  erwähnt  haben,  wird  der  Zahlkörper  K  em 
Klassenkörper  des  Zahlkörpers  k,  oder  auch  der  in  Bezug  auf 
k  unverzweigte  Zahlkörper  genannt. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  auf  Grund  der  folgenden  zwei 
Hilfsätze  („Bericht«  p.275,  Satz  92;  p.  277,  Satz  93)  geführt: 

1)  Wenn  der  ßelativgrad  l  des  relativ-Galois*- 
schen-AbeTschen-cyklischen  Zahlkörpers  K  in  Be- 
zug auf  den  Zahlkörper  k  eine  ungerade  Primzahl 
ist,  so  giebt  es  in  K  stets  eine  Einheit  H,  deren  Be- 
lativnorm  in  Bezug  auf  k  gleich  1  ausfällt,  und  wel- 
che doch  nicht  die  symbolische  (1— Ä)te  Potenz  von 
einer  Einheit  des  Zahlkörpers  K  ist; 

2)  Die  Belati vdiscriminante  des  relativ-Galois'- 
schen-Abelschen-cyklischen  Zahlkörpers  K  in  Be- 
zug auf  k  enthält  alle  und  nur  diejenigen  Primideale 
$  des  Zahlkörpers  K,  welche  ambig  sind,  d.h.  welche 
bei  der  Anwendung  der  Belativsubstitutionen  sich 
nicht  ändern  und  zugleich  nicht  in  dem  Zahlkörper 
k  liegen. 

Den  hier  angeführten  Hauptsatz  wollen  wir  zunächst  auf  den 
in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K(^m)  relativ -6a* 
lois'schen-Aberschen-cyklischen  im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen 
Galois'schen  Unterkörper  sechsten  Grades  K^^  des  Galois'schen 
Zahlkörpers  zwölften  Grades  Ä(V'w,  f,  *),  für  welchen 

1=  3 
ausfällt,  anwenden. 
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Im  Falle  des  Galois'schen  Zablkörpers  sechsten  Grades  Kij 
können  wir  dem  angeführten  Hauptsätze  folgende  Formnlierang 
geben : 

Wenn  der  Galois'sche  Zahlkorper  sechsten  Gra- 
des Kij  die  Rel  ativdiscriminante  in  Bezug  auf  den 
quadratischen  Zahlkörper  K(\Jm)  gleich  dem  ratio- 
nalen Hauptideal  (1)  besitzt,  d.h.,  wenn  die  ganze 
Zahl 

mindestens  nach  der  dritten  Potenz  des  Primideals 
l  oder  rl  der  Gruppe  Ill(a),  resp.  des  Hauptprimideals 
iderGruppe  III  (b)  vonÄ(fw,  g)  ausfällt  und  ausserdem 
von  derForm«,  oder  Eß,  oder  ß  ist,  worin  e  und  (ß)  die 
öfters  erwähnte  Be  d  e  utung  haben,  so  giebt  es  stets 
in  K(^m)  ein  Ideal;,  welches  nicht  ein  Hauptideal  in 
K(\/m)  ist,  wohl  aber  ein  Hauptideal  in  K],i  wird. 
Die  dritte  Potenz  dies  es  Ideals  ;  ist  dann  notwen- 
dig auch  in  JTi,^  ein  Hauptideal,  und  die  Anzahl  h 
der  Idealklassen  des  quadratischen  Zahlkörpers 
K(\Jm)  ist  mithin  durch  3  teilbar. 
Nebenbei  bemerkt  wird  es  im  Falle 

II  =  sß 
oder 

II  =  ß 

stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  Anzahl  der  Idealklassen  in 
Z(V^^r3w)  durch  3  teilbar  ist. 

Um  den  angeführten  Satz  für  den  in  Bezug  auf  Ä'(\/wi)  relativ- 
Galois'schen-Aberschen-cyklischen,  im  ßationalitätsbereiche  1  Ga- 
lois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  Äi,<  mit  der  Relativ-Gruppe 
1,  s,  s*  beweisen  zu  können,  müssen  wir  also  die  folgenden  zwei 
Hilfsätze  zunächst  beweisen : 

1)  Es  giebt  stets  in  Kij  eine  Einheit  H  von  der 
Beschaffenheit,  dass 

H.8H.s^H=  1 

ausfällt,  welchenicht  die  symbolische  (l  —  s)te  Potenz 
einer  Einheit  in  Kij  ist; 

2)  Die  ßelativdiscriminante  von  Ki^t  in  Bezug 
auf  iiL(^)  enthält  alle  und  nur  ambige  Primideale 
von  Ki^i. 

Was  diesen  zweiten  Hilfsatz  angeht,  so  schliessen  wir  aus  der 
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Tabelle  XXIV  für  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahlhanpt« 
ideale  in  den  Unterkörpern  sechsten  Grades  des  Galois'schen  Zahl- 
körpers zwölften  Grades  K{\]m,  f,  i^)  und  aus  der  Tabelle  XXXII 
für  die  Relativdiscriminanten  dieser  Unterkörper  sechsten  Grades 
in  Bezug  auf  ihre  quadratischen  Unterkörper,  dass  der  zweite 
Hilfsatz  in  diesem  Falle  hier  evident  ist. 

In  der  That  enthält  bekanntlich  die  Relativdiscriminante  von 
Kxj  in  Bezug  auf  K(\Jm)  nur  die  rationalen  Primzahlhauptideale 
(3),  f/?i(^)),  (/'ntb))  ^^  Factoren,  wobei  diejenigen  Primideale  von 
K{\]fn)^  welche  in  (3),  (l?j.^)),  (/'nfb))  ^^^  zugleich  in  diese  Relativ- 
discriminante  aufgehen  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten 
Grades  Ä",,  t  als  dritte  Potenzen  der  entsprechenden  Primideale  von 
K\^t  darstellen  lassen. 

Infolge  dessen  muss  in  diesem  Falle  nur  der  erste  Hilfsatz 
bewiesen  werden. 

Bei  dem  Beweise  dieses  Hilfsatzes  müssen  wir  wohl  zwei 
Fälle  auseinander  halten,  je  nachdem  die  ganze  rationale  Zahl 
w  -<  0,  oder  m  >  0  ausfällt,  d.  h.  je  nachdem  der  quadratische 
Zahlkörper  K{\]m\  zugleich  auch  der  Galois'sche Zahlkörper  sechsten 
Grades  K\^t  ein  imaginärer  oder  reeller  Zahlkörper  wird. 

Nach  dem  bekannten  fundamentalen  Satze  von  L.  Dirichlet 
über  die  Einheiten  eines  Zahlkörpers  A  giebt  es  in  demselben  stets 

r  =  r,  +  r,-l 

solcher  Einheiten  s^j  «„...,  «^  von  der  Beschaffenheit ,  dass  eine 
jede  Einheit  s  des  Zahlkörpers  k  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in 
der  Form 

dargestellt  werden  kann,  wobei  die  ganze  rationale  Zahl  r^,  resp. 
r,  die  Anzahl  derjenigen  reellen  Zahlkörper,  resp.  die  Anzahl  der 
Paare  derjenigen  imaginären  Zahlkörper  bedeutet,  welche  zu  dem 
Zahlkörper  k  im  Rationalitätsbereiche  1  conjugirt  sind,  die  Zahl 
Q  eine  in  k  vorkommende  Einheitswurzel  und  die  Zahlen  a^,  Oti  •  -  *» 
a^  ganze  rationale  Zahlen  sind  ^). 

Die  Einheiten  «„  «,,  .  . .,  «^  werden  bekanntlich  Grundein- 
heiten von  k  genannt. 

Indem  wir  diesen  Satz  auf  den  quadratischen  Zahlkörper  K{\m) 
und  auf  den  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  JCi.i  anwenden, 
finden  wir,  dass  der  quadratische  Zahlkörper  keine  Grundeinheit, 
falls  m  <:  0  ist,  dagegen  nur  eine  Grundeinheit,  falls  m  >  0  wird 

1)  ,|Bericht<<  p.  214. 
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nnd  der  Galois'sche  Zahlkörper  sechsten  Grades  Ki^t  zwei  Grund- 
einheiten  s^,  £,  falls  m  <:  0  ausfallt,  dagegen  5  Grundeinheiten  6^f 
s„  £„  €^,  «j,  falls  m  >  0  ist,  besitzt. 

Wir  wollen  hier  den  angeführten  ersten  Hilfsatz  über  die 
Einheit  H  in  dem  Galois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades  E]j 
nur  für  denjenigen  Fall  beweisen,  in  welchem  m  <:  0  ausfällt. 

In  diesem  Falle  giebt  es  in  Kij,  wie  gesagt,  zwei  Grundein- 
heiten s^  und  £,.  Da  nun  die  Zahlen  £,  und  €^  Einheiten  in  Ki^t 
sind,  so  müssen  ihre  in  Kij  gebildeten  Normen,  d.  h.  die  ganzen 
rationalen  Zahlen 

gleich  ±  1  und  zwar  genau  gleich  1  ausfallen,  weil  die  ganzen  al- 
gebraischen Zahlen  s^.ss^.8*B^,  £, .«€, .s'f,,  d.  h.  die  in  Bezug  auf 
K{\[m)  gebildeten  Relativnormen  von  a^,  «„  welche  in  K{\[m)  ent- 
halten sind,  stets  auch  in  K{\[m)  Einheiten  sein  müssen,  also  nur 
gleich  1  oder  —  1  im  Falle  w  <:  0  sein  können.  Wir  dürfen  stets 
annehmen,  dass,  z.  B. 

ist,  weil  wir  in  dem  Falle,  dass 

sein  würde,  stets  anstatt  der  Einheit  s^  die  Einheit  —s^  nehmen 
können.  Indem  wir  hier  den  Satz  über  die  symbolische  Potenzi- 
rung  zur  Anwendung  bringen ,  schliessen  .wir ,  dass  die  Grundein- 
heit £^  die  (1  — 5)te  symbolische  Potenz  einer  ganzen  Zahl  Ä  von 
Ki^i,  also 

A 

sein  soll.  Ist  die  ganze  Zahl  Ä  keine  Einheit  in  A^i,^,  so  wäre 
dann  der  Satz  über  die  Existenz  der  Einheit  H  in  Kij  bewiesen. 
In  dem  Falle  aber,  dass  Ä  eine  Einheit  in  üTi,^  wird,  können  wir 
wieder  dieselbe  Ueberlegung  benutzen.  Dabei  dürfen  wir  stets 
annehmen,  dass  die  Belativnorm  der  ganzen  Zahl  Ä  in  Bezug  auf 
E.{ylm)  gleich  1,  also 

A.sA.s^A  =  1 

aosfSllt.  Eine  solche  ganze  Zahl  A  muss  wieder  die  symbolische 
(1— ^)te  Potenz  einer  ganzen  Zahl  B  von  Ki^t  sein.     Diese  ganze 
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Zahl  B  wird  aber  stets  von  einer  Einheit  in  -K*!.^  verschieden  aus- 
fallen.   In  der  That  ist  doch 

also  wird 

—  j?l^  —   B.sB.s^'B 

^'  ~      sB'      ""         sB^ 

sein.     Nehmen   wir  an,    die   ganze  Zahl  B  wäre    eine  Einheit  in 
Ki^ty  so  müssten  dann  die  Gleichungen 

B.sB.s^B  =  ±1, 

_  _±1^ 
^'  ~   sB' 

bestehen.     Da  nun  6^  eine  Grandeinheit  in  K],  t  ist ,  so  darf  daher 

die  dritte  Wurzel  aus  a, ,    d.  h.  die  ganze  Zahl  ^ ,    und   mithin 

auch  die  ganze  Zahl  B  selbst  keine  Einheit  in  K\^t  sein. 

Wir  sehen  daraus,  dass  wenn  fw  <:  0  ist  und  die  ganze  Zahl 
A  keine,  resp.  eine  Einheit  in  K\^i  wird,  so  stimmt  die  gesuchte 
Einheit  H  mit  der  Grundeinheit  £j,  resp.  mit  der  Einheit  A  überein. 

Im  Falle  ni  >  0  können  wir  die  elementare  Ueberlegung, 
welche  wir  im  Falle  m  <  0  benutzt  haben,  nicht  anwenden,  jweil  ja 
im  Falle  m  >  Q  in  dem  quadratischen  Zahlkörper  l<{^ni)  eine 
Grundeinheit  f,  in  dem  Galois^schen  Zahlkörper  sechsten  Grades 
Kut  fiinf  Grundeinheiten  £„  a,,  «3,  f^,  «^  existieren  und  in  diesem 
Falle  die  in  Bezug  auf  K{\fni)  gebildete  ßelativnorm  einer  Einheit 
m  K\^i  entweder  gleich  ±1  sein,  oder  sich  als  eine  gewisse  Potenz 
der  Grundeinheit  8  von  K{\jm)  darstellen  lassen  kann. 

Den  Beweis  für  den  ersten  Hilfsatz  über  die  Existenz  der 
Einheit  JB  in  -K^i,<  im  Falle  m  r>  0,  so  wie  auch  den  Beweis  des 
von  uns  angeführten  Hauptsatzes  aus  der  Theorie  der  Klassen- 
körper über  die  Existenz  des  Ideals  ;  im  Falle  des  Galois'scben 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  K\^i  können  wir  aus  dem  in  dem 
„Berichte"  des  Herrn  Professor  Dr.  D.  Hilbert  angegebenen 
Beweise  entnehmen,  indem  wir  zu  beachten  haben,  dass  in  unserem 
Falle  hier  die  ganzen  rationalen  Zahlen  l  und  r  die  Werte 

l  =  3, 

r  =  1 

besitzen. 

Wir  wollen  hier  diesen  Beweis  nicht  führen  und  verweisen 
auf  das  citirte  Werk  („Bericht«.  Capitel  XV.  p.  272—280). 
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Kon  werden  wir  folgende  Beispiele  für  das  Ideal  ;  im  Falle 
des  Galois'schen  Zahlkörpers  seclisten  Gradss  Kij  angeben. 

1)    m  =  -23  =  l(mod  3),      /»  =  27^^\^^      *  =  3, 

In  diesem  Beispiele  ist  die  ganze  Zahl  ^* ,   wobei 

26-3V69_ 

genan  nach  P.rV  ausfällt,  bekanntlich  eine  Einheit  in  K(\j69), 
welche  zugleich  nicht  der  dritten  Potenz  einer  Einheit  in  -ff^— 23,  g) 
gleich  wird.  In  diesem  Beispiele  ist  die  B.elatiydiscriminante  von 
Ki^t  in  Bezug  auf  K(\J—2di)  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1). 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  iC(\/^^3)  ist  die  Anzahl  der 
Idealklassen 

Ä  =  3. 

Die  Repräsentanten  der  Primideale  dieser  Klassen  sind  nämlich: 
1)   alle  Hauptprimideale   oder,    wie   man   sagt,   alle   Primideale, 

r\j  1   sind;   2)  das  Primideal   (2,  ^ j,    3)    das    Primideal 

2,  ^ 1,  wobei  die  letzten  zwei  Primideale  nicht  r>j  1  sind, 

und  in  dem  rationalen  Primzahlhauptideale  (2)  als  Factoren  auf- 
gehen.   Wir  setzen,  wie  früher,  die  ganze  Zahl 

g 

to,  und  finden,  dass,  z.  B. 

<  -  (i+i+^f ) 

ausfallt.    In  der  That  ist  doch 

3  +  V-23 
2        • 

In  £(V— 23)  wird  aber  die  ganze  rationale  Zahl 

3  =  (1±^EM)(1=^E1) 
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sein.    Es  ist  also  das  rationale  Hanptideal 

(8)  =  (5±Oi)(3z^3.)  =  (2,  -L:^)-(2,  A±£M): 

Daraus  folgt,  dass 
und  infolge  dessen 

ausfallen.    Die  Primideale  (2,  1±\EE.\ ^   U    l-\/-2B\  ^^^ ^ 

JSr(V— 23)  keine  Hauptprinudeale ,    sie   werden  aber   Hanptideale 
in  J5^l,^ 

2)    m  =  -31  =  -l(mod  3),      ,**  =   ^+^'^  ^      j*  «  1. 

In  diesem  Beispiele  ist  ft*  eine  Einheit  in  K{^93)j  welche  zu- 
gleich nicht  der  dritten  Potenz  einer  Einheit  in  jr(^— 31,  Q  gleich 
ausfällt.    Ausserdem  ist 


•* 


=  i9i^ V93  =  (1  +  ^).  genau  nach?*. 


Die  Belativdiscriminante  von  Kij  in  Bezug  auf  K{^—Sl)  ist  in 
diesem  Beispiele  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1).  Wir  können 
aber    ^*    mit    der    dritten   Potenz    der    in  K(^d3)    ganzen  Zahl 

( — ~ — j  multipliciren,  wir  erhalten  dann 

27-3V93 

Wir    können   auch    ft   gleich    der   in    ür(^93)    ganzen  Zahl 
— ^^ —  wählen.    Wir  nehmen  also 

27+8^98 
f*  = o-  — 
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nnd  infolge  dessen 

*  -  -8 


an.     In   dem   quadratischen  Zahlkörper  1^(^—31)  ist  die  Anzahl 
der  Idealklassen 

Die  Repräsentanten  der  Primideale  dieser  Klassen  sind:   1)  alle 
Primideale,  welche  oo  1  sind ;  2)  das  Primideal  (2,  — ~ )  und 

3)  das  Primideal  (2, ^ 1 ,  wobei  die  letzten  zwei  Primideale 

nicht  CO  1  sind  und  in  dem  rationalen  Primzahlhanptideal  (2)  auf- 
gehen.   Setzen  wir 

an,  so  wird  das  Ideal  ;  z.  B.  den  Wert 
besitzen.    In  der  That  ist 


j.sj.^j  = 


(-'+Mt)(-i+?'+^;^)(-i+^+T'-J)  = 


In  Jr(V— 31)  wird  die  ganze  rationale  Zahl 


3  ^  (1±^)(1^^ 


sein.    Es  ist  also  das  rationale  Hauptideal 


(8)  -  (i±^(i^^)  -  {%  '-^%  '-=^1 


Hieraus  folgt,  dass 


und  infolge  dessäi 

80 
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'■  =  (-l-f +1^-^)  =  {^  i=^). 


"■  -  (-1-^f +f  •^)  =  {'■ 


_  u  i+V^\ 


2    -) 


ausfallen.      Die  Primideale  (2, ^ j ,    (2, ^ j    sind 

in  /^(V— 31)  keine  Hauptprimideale,   sie  werden  aber  Hauptideale 
in  Ki^t  . 

3)    fw  =  -38  =  l(mod  3),      ft  =  64  +  6V/ili,      J  =  -2, 
II  =  (32  +  3Vrii)'(1025-96Vll4)  =  (32  +  3  V/114)  V*. 


In  diesem  Beispiele  ist  ft*  eine  Einheit  in  Ä'(v/114),  welche  zugleich 
von  der  dritten  Potenz  einer  Einheit  in  K(^  —  S8,  f)  verschieden 
ausfällt.    Ausserdem  wird 


II*  =  1025-96  v/114  =  genau  nach  l\rl^. 


Die  Relativdiscriminante  von  Ki^t  in  Bezug  auf  Ä'CV— 38)  ist  in 
diesem  Beispiele  bekanntlich  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1). 
In  dem  quadratischen  Zahlkörper  iC(\/— 38)  ist  die  Anzahl  der 
Idealklassen 

Ä  =  6. 

Die  Repräsentanten  der  Primideale  dieser  Klassen  sind:  1)  alle 
Primideale,'  welche  e/s>  1  sind,  2)  das  Primideal  (2,  V— 38),  welches 
kein  Hauptprimideal  ist  und  in  (2)  als  Factor  auftritt,  3}  das 
Primideal  (3,  2  +  \/-TJ8),  4)  das  Primideal  (3,  2-^^138),  5)  das 
Primidel  (7,  2+  \/^38)  und  6)  das  Primideal  (7,  2- ^^^8),  wobei 
diese  Primideale  der  dritten  und  vierten,  resp.  der  fünften  und 
sechsten  Klasse  in  (3),  resp.  in  (7)  als  Factoren  aufgehen  und 
selbst  nicht  oo  1  sind.     Setzen  wir 

a    =  ^  +  t»  =  d — - 
an,  so  wird  ;  z.  B.  die  Gestalt 

besitzen.    In  der  That  ist  ja: 
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In  jr(\/-38)  wird  aber 

17»  =  (69+2\/^^)(69-2V^^). 

Es  ist  also  das  rationale  Hanptideal 


(17)»  =  (69+2V=^(69-2\P38)  =  (17, 8 - V'-äS)» (17,  8+^-38)». 
Daraas  folgt,  dass 


j.sj.s*j  =  (69-2V^^)  =  (17,  8+ V- 38)«,  . 
rj.rsj.rs'j  =  (69 +  2^^^)  =  (17,8-^=18)» 

tmd  deswegen 

j  =  (i+ 5^  +  izi!L.i^«_L)  =  (17,  8+V=M), 

rj  =  ^1+-^  +  -^ ^j  =  (17,8-V-38) 


aasfaUen.  Die  Primideale  (17,  8  +  V/-38),  (17,  8-vP38)  sind  in 
jK'(V^— 38)  wohl  keine  Hauptprimideale,  sie  werden  aber  Haupt« 
ideale  in  Kij. 

4)    m  =  --29  =  l(mod  3),      ^*  =  28+3V§7,      **  —  1. 

In  diesem  Beispiele  ist  ii*  eine  Einheit  in  K  {^S7),  welche  zugleich 
von  der  dritten  Potenz  einer  Einheit  in  ^(V— 29,  Q  verschieden 
ausfallt,  und  es  wird  ausserdem 

II*  =  28+3^87  =  1  genau  nach  V.rl^ 

Die  Relativdiscriminante  von  Kij  in  Bezug  auf  ^(^^^^29)  ist  in 
diesem  Beispiele  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1).  Wir  mul- 
tipliciren  /»*  mit  dem  Factor  (9—^87)'  und  setzen 

^  =  (9-V87)V*  =  B4+6V87, 
also 

*  =  -6 


an.  In  dem  quadratischen  Zahlkörper  JSr(V— 29)  ist  die  Anzahl 
der  Idealklassen 

A  =  6. 

Die  Repräsentanten  der  Primideale  dieser  Klassen  sind:  1)  alle 
Primideale,  welche  c^  1  sind,  2)  das  in  (2)  aufgehende  Primideal 
(2, 1  +  V^29),  welches  nicht  oo  1  ist,  3)  das  Primideal  (3, 1  +  ^^2^, 
4)  das  Primideal  (3,  1-V^9),   5)  das  Primideal  (5,  1+^-29) 

30* 
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und  6)  das  Primideal  (5, 1— V— 29),  wobei  die  Prinddeale  der  dritten 
und  vierten,  resp.  fünften  und  sechsten  Klasse  keine  Hauptprim- 
ideaJe  sind  und  in  (3),  resp.  (6)  als  Factoren  aufgehen.    Wir  setzen 

«   =  6'+»  =  » — s- 
an  und  finden,  dass  ;  z.  B.  den  Wert 

besitzt.    In  der  That  ist 


In  X(V— 29)  wird  aber  die  ganze  rationale  Zahl 


B»  =  (8  +  2\/-29)(3-2\/-29) 
sein.    Es  ist  also  das  rationale  Hauptideal 

(5)»  =  (3  +  2V^29y(3-2V^:29)  =  (5,  l-V-29)»(5,  l  +  ^29)'- 

Daraus  folgt,  dass 

j.sj.s")  =  (3  +  2V^i:29)  =  (5,  1— \P29)», 
rj.rsj.rs'j  =  {8-2^f^  =  (B,  1  +  V^^» 
und  daher 

;  =  (l  +  ^+^-^^)  =  (5,  1-V^29), 
rj  =  (l+i^+i^.i!^!)  =  (B,  1  +  ^F29) 

ausfallen.  Die  Primideale  (B,  1  +  \/^^) ,  (B,  1  -  \^^^  sind  in 
JC(V— 29)  wohl  keine  flauptprimideale ,  sie  werden  aber  Haupt- 
ideale in  Kij, 

In  diesen  vier  angegebenen  Beispielen  haben  wir  die  ganze 
Zahl  fi  gleich  einer  Einheit  in  K (^Sm)  gewählt,  welche  nicht 
der  dritten  Potenz  einer  Einheit  in  -K(0n,  f)  war. 

Wir  wollen  nun  für  (i  solche  eine  ganze  Zahl  in  K{^—M) 
wählen,  welche  als  Hauptideal  aufgefasst,  der  dritten  Potenz  eines 
solchen  Primideals  mK(^-'3m)  gleich  wird,  welches  augleich  kein 
Hauptidßal  in  K{^dimj  Q  ist. 
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Wir  nehmen  das  folgende  Beispiel: 

B)    m  =  79  =  l(mod  3),      f**  =  8  +  3\/^=^237,      d*  =  13. 
Es  wird  in  diesem  Beispiele  das  Hanptideal : 

(p*)  =  (8+3v/^^237)  =  (13,  6-\/^^^237)*, 

wobei  das  Frimideal  (13,  6—^—237)  ein  Primidealfactor  von  (13) 
und  zngleich  kein  Hanptideal  in  ^(V— 237)  ist,  weil  ja  die  ratio- 
nale Primzahl  13  sich  in  Ä'(^— 237)  nicht  in  der  Form 

13  =  a«  +  2376* 

darstellen  lasst,  worin  a,  b  ganze  rationale  Zahlen  bedeuten  müssen, 
da  nnn 

-237  =  3(mod4) 
wird.      Es  ist  aber  in  K{\f^2S7) 


13»  =  2197  =  (8+3V=237)(8-3\/-237). 


Wir  finden,  dass  in  ^(\/— 237)  folgende  Gleichungen: 

(8+3v/^^^237)  =  (13,  6  -  \/^^^^237)»r 
(8-3^=^237)  =  (13,  6+V/^^237)» 


bestehen  müssen.     Da  nun  (13,  6-V-237),  resp.  (13,  6+V/-237) 
anch  in  Jr(^79,  g)  kein  Hauptideal  ist  und  ausserdem 


^*  =  8  +  3 V-2>37  =  -Igenau  nach  l^.rV 

aasfallt,  so  muss  in  diesem  Beispiele  die  Belativdiscriminante  von 
Ki^i  in  Bezug  auf  K{\J79)  gleich  dem  rationalen  Hauptideal  (1) 
sein.  In  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(^—237)  wird  die  An- 
zahl der  Idealklassen 

Ä  =  12, 

also  durch  3  teilbar  sein.  In  dem  quadratischen  Zahlkörper 
K{^79)  ist  die  Anzahl  der  Idealklassen 

Ä  =  3. 

Die  Repräsentanten  der  Primideale  dieser  Klassen  sind:  1)  alle 
Hauptprimideale,  2)  das  Primideal  (3,  1  +  V79)  xmd  3)  das  Prim- 
ideal (3, 1— V^)j  wobei  diese  letzten  zwei  Primideale  keine  Haupt- 
primideale sind  und  in  (3)  als  Factoren  aufgehen.    Wir  setzen 

10 


» 
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an.    Dann  wird  j  z.  B.  die  Gestalt : 

•  _  /i  .  l+7«,  +  a;  .  l  +  7«,  +  a;    1+7m^+^\ 

•^  ~  r       9      "*■      9     *       9      ; 

besitzen.    In  der  That  wird 

3.S).$J    -    ^1+ g + g ö ^j. 

/^  .  l  +  7a«,+stt;  .  l+75a,  +  5tt;   l  +  7s*a,+<'«^ 
V  ■*"  9  ■*"  9  '  9  j 

In  J!r(V^9)  ist  aber  die  ganze  rationale  Zahl 

5»  ==  (21 +  2\/79)  (21-2^79). 
Es  wird  also  das  rationale  Haaptideal 

(126)  =  (21+2V79)(21-2\/79)  =  (5,  2-V'7^»(5,  2+V79)» 
sein.    Daraas  folgt,  dass 

j.sj.s'j  =  (-2H-2V/79)  =  (5,  2  +  \/79)», 

rj.rsj.ra'f^  (-21-2^)  =  (5,  2-^79)» 
und  infolge  dessen 

,  _  ^^^l+7..+.;^l+7^+^   1+7«,,+..^  _  (5^2+^/75,, 

ansf allen.  Die  Primideale  (5,  2  +  \/79),  (5,  2— \/79)  sind,  wie  ge- 
zeigt worden  ist,  in  dem  Gralois'schen  Zahlkörper  sechsten  Grades 
Ei^i  mit  den  Hanptidealen  /,  rj  identisch,  in  dem  quadratischen 
Zahlkörper  K(^79)  sind  sie  aber  keine  Hanptprimideale.  In  der 
That  wird  das  Primideal  (5,^+^79),  resp.  (5,_2-v/79)  in  K{\j79) 
mit  dem  Primideal  (3,  1  —  V^79),  resp.  (3,  1  +  ^79)  aequivalent  sein, 
weil  in  K(\J  79) 

-16  =  (8 + v/79)  (8- V  79) 
und  deswegen 

(8-V/79)  =  (5,  2  +  v/79)(3,  1  +  \J79), 
(8+V/79)  =  (B,  2-v'79)(3,  l-\/W), 

ausfallen;  das  Primideal  (3,  1+^79),  r^p.  (3,  l-v/79)  ist  aber 
bekanntlich  kein  Hauptprimideal  in  K(\j79). 
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In  derselben  Weise,  wie  im  Falle  des  in  Bezng  auf  den  qua- 
dratischen Zahlkörper  K{\jm)  relativ- Galois'schen-Aberschen- cy- 
klischen  im  Rationalitätsbereiche  1  Galois'schen  Unterkörpers 
sechsten  Grades  Ki^t  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades 
^(V^j  %j  -ö"),  kann  der  Beweis  des  Hauptsatzes  aas  der  Theorie 
der  Elassenkörper  über  die  Existenz  des  Ideals  j  auch  in  den 
folgenden  Fällen,  nämlich: 

1)  im  Falle  des  in  Bezag  aaf  den  biqnadratischen  Zahlkörper 
K{\jm^Q^  resp.  X(\/— Wj,  g)  relativ -Galois*schen- Aberschen-cykli- 
schen  im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  Galois'schen  Zahlkörpers 
zwölften  Grades  K{\Jm,  g,  %) ,  resp.  K  (\f^m^,  g,  -^J ; 

2)  im  Falle  des  in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper 
JE'(^— Wj)  relativ  -  Galois'schen  -  Aberschen  -  cyklischen  im  Bereiche 
der  rationalen  Zahlen  Galois'schen  Unterkörpers  sechsten  Grades 
Ki^ir  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  JZ'(V— mj,g,'9'j); 

3)  im  Falle  des  in  Bezug  auf  den  quadratischen  Zahlkörper 
K  (V— 3m),  resp.  K  (\/3w,)  relativ-  Galois'schen  -  Abel'schen  -  cykli- 
schen    im  Rationalitätsbereiche   1     biquadratischen    Zahlkörpers 

2r(v/^,Ö,  resp.  ii:(\/-^Ö; 

4)  im  Falle  des  in  Bezug  auf  die  nicht  -  Galois'schen  Unter- 
körper sechsten  Grades  K^^ff.i  ^i,<r«j  ^i,fo»«»  '^^^P-  ^  Bezug  auf 
den  Galois'schen  Unterkörper  sechsten  Grades  K^  ^  relativ  -  Ga- 
lois'schen-Abel'schen-cyklischen  im  Rationalitätsbereiche  IGalois'- 
schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  ^(V^,  g,  -ö*),  resp.  E(^-'m^,i,^•^) , 
wobei  in  dem  ersten  und  zweiten  Falle  der  Relativgrad  l  gleich 
8  ist,  die  ganze  Zahl  ft,  resp.  (i^  den  uns  wohlbekannten  Bedin- 
gungen genügen  muss,  und  in  dem  dritten  und  vierten  Falle  der 
Relativgrad  l  gleich  2  ausfällt,  die  ganze  rationale  Zahl  m  >  Oj 
resp.  Wj  -<  0  sein  soll,  geführt  werden. 

Wir  wollen  den  Hauptsatz  über  die  Existenz  des  Ideals  ; 
in  allen  in  vorliegender  Arbeit  in  Betracht  kommenden  Fällen 
für  l  gleich  3  und  l  gleich  2  noch  einmal  aussprechen. 

1)  Nehmen  wir  die  ganze  Zahl 

mindestens  nach  der  dritten  Potenz  des  Primideals  I 
oder  rl  der  Gruppe  ni(a),  resp.  des  Hauptprimideals  I 
der  Gruppe  Ill(b)  von  JSr(\/m,  0,  und  von  der  öfters  er- 
wähnten Form  s,  oder  eß,  oder  ß  an,  so  giebt  es  stets 
in  dem  biquadratischen  Zahlkörper  JC(\m,{;),  resp.  in 
dem  quadratischen  Zahlkörper  K{\]m)  ein  Ideal  ;,  resp. 
;\,  welches  kein  Hauptideal  in  K(^m,i)f   resp.  'K{\jm)  ist, 
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wohl  aber  ein  Hanptideal  in  dem  G-alois'schen  Zahl- 
korper  zwölften  Gradeß  /Sr(V»», t,^),  resp.  in  dem  Ga- 
lois'schen  Unterkörper   sechsten  Grrades   K^^^  des   Ga- 

lois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  K{^,t,d) 
wird;  die  dritte  Potenz  des  Ideals  ;,  resp.  j^  ist  dann 
notwendig  auch  in  K{\Jm,i),  resp.  Är(^)  ein  Haupt- 
ideal,, und  die  Anzahl  h  der  Idealklassen  in  K(^,t)i 
resp.  K(}[m)  ist  mithin  durch  3  teilbar. 

2)  Nehmen  wir  die  ganze  Zahl 

ft  =  «• 

mindestens  nach  der  vierten  Potenz  des  Primideals 
I  oder  r\  der  Gruppe  ni(a);  resp.  des  Hauptprimideals 
I  der  Gruppe  Ill(b)  von  JSr(\^— m„  g)  und  von  der  bekann- 
ten Form  £,  oder  sßy  oder  ß  an,  so  giebt  es  stets  in 
dem  biquadratischen  Zahlkörper  £^(^,{;),  resp.  in  dem 
quadratischen  Zahlkörper  K{^'-m^  ein  Ideal  ^\  resp. 
^j,  welches  kein  Hauptideal  in  jK^(V^»,g),  resp.  Jf(\/— m,) 
ist,  wohl  aber  ein  Hauptideal  in  dem  Galois'schen 
Zahlkörper  zwölften  Grades  Ä^CV—^^i»  Sj'^O»  resp.  in 
dem  Galois'schen  Unterkörper  sechsten  Grades 
K^f^  des  Galois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Gra- 
des JK^(V-"*w,,g,dJ  wird;  die  dritte  Potenz  des  Ideals 
;,  resp.  ;,  ist  dann  notwendig  auch  in  ir(^— m^,  g),  resp. 
^^(V— wj  ein  Hauptideal,  und  die  Anzahl  h  der  Ideal- 
klassen in  J^(\/"-»»j,  g),  resp.  K{\pm^  ist  mithin  durch 
3  teilbar. 

3)  Nehmen  wir  die  ganze  rationale  Zahl  m  >  0  an, 
so  giebt  es  in  dem  nicht-Galois'schen  Unterkörper 
sechsten  Grades  K^t^  resp.  K^ir»i  resp.  K^ir^  des  Ga- 
lois'schen  Zahlkörpers  zwölften  Grades  Jär(v/m,5,^)  ein 
Ideaiy,  resp. /j,  resp.;,,  welches  kein  Hauptideal 
in  JSTj^,  resp.  K^trs^  resp.  K^t^rs^  ist,  wohl  aber  ein 
Hauptideal  in  Jr(\/m,C,^)  wird;  die  zweite  Potenz  von 
;,  resp.  ;„  resp.;,  ist  dann  notwendig  auch  in  Zj^^^,  resp. 
JTit^r«)  resp.  K^ir^  ein  Hauptideal,  und  die  Anzahl  h  der 
Idealklassen  in  f i^«,.,  resp.  K^trsi  resp.  K^^^%  ist  mithin 
durch  2  teilbar. 

4)  Nehmen  wir  die  ganze  rationale  Zahl  m,  <  0  an, 
so  giebt  es  in  dem  Galois*schen  Unterkörper  sechsten 
Grades  K^j^   des  Galois'schen   Zahlkörpers    zwölften 
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Grades  Jr(V-»»^  5,  *i)  ein  Ideal;,  welches  kein  Haupt- 
ideal in  K^ir  ist»  wohl  aber  ein  Hauptideal  in  Är(\/—mj,f,a',) 
wird;  die  zweite  Potenz  von  ;  ist  dann  notwendig 
auch  in  K^^^  ein  Hauptideal  und  die  Anzahl  h  der 
Idealklassen  in  K^^^  ist  mithin  durch  2  teilbar. 

B)  Nehmen  wir  w  >  0,  resp.  iw^  <  0  an,  so  giebt  es 
in  dem  quadratischen  Zahlkörper  K(^^3ni),  resp. 
K{^8mj)  ein  Ideal  ;,  resp.  ^j,  welches  kein  Hauptideal 
in  Ä'(\/— 3m),  resp.  Ä'(\/3m,)  ist,  wohl  aber  ein  Hauptideal 
in  dem  biquadratischen  Zahlkorper  £'(V/m,  C),  resp. 
JE'(V^— w„  5)  wird;  die  zweite  Potenz  von  ;,  resp.  ;,  ist 
dann  notwendig  auch  in  K{^—3m),  resp.  K(^3m^)  ein 
Hauptideal  und  die  Anzahl  h  der  Idealklassen  in 
Ä'(y--3fw),  resp.  K{^3m^)  ist  mithin  durch  2  teilbar. 

Den  letzten  fünften  Satz  können  wir  noch  folgendermassen 
in  Worte  fassen: 

die  Anzahl  h  der  Idealklassen  eines  jeden  ima- 
ginären quadratischen  Zahlkörpers  K(\lp)y  worin  p 
durch  k  eine  Quadratzahl,  wohl  aber  durch  die  erste 
Potenz  der  rationalen  Primzahl  3  teilbar  ist  und 
\/p  die  positiv-imaginäre  Quadratwurzel  aus  p  be- 
deutet, wird  stets  durch  2  teilbar  sein. 

Was  nun  diejenigen  Klassenkörper  K  des  Zahlkörper  Tc  an- 
geht, für  welche  ihr  Relativgrad  l  in  Bezug  auf  Tc  zugleich  der 
Anzahl  h  der  Idealklassen  in  Tc  gleich  ausfällt,  so  besitzen  diese 
Klassenkörper  K  noch  folgende  drei  wichtige  Eigenschaften ,  wo- 
bei wir,  wie  früher,  in  vorliegender  Arbeit  uns  auf  die  zwei  Fälle 
beschränken  wollen,  in  denen  l  gleich  3  oder  2  ausfallt: 

1)  Die  Anzahl  h  der  Idealklassen  in  dem  Elas- 
senkörper  K  von  Tc,  dessen  Relativgrad  in  Bezug  auf 
Tc  gleich  l  wird,  ist  nicht  durch  l  teilbar; 

2)  Diejenigen  Primideale  von  Ä,  welche  in  Tc 
Hauptprimideale  zugleich  sind,  zerfallen  in  K  in 
das  Product  von  l  Primidealen; 

3)  Diejenigen  Primideale  von  Tc,  welche  in  Tc  keine 
Hauptprimideale  zugleich  sind,  bleiben  in  iT  Primi- 
deale, sie  werden  j  edoch  in  K  Hauptprimideale^). 

Indem  wir  die  von  uns  angeführten  Beispiele  für  das  Ideal  j 
untersuchen,  finden  wir,  dass  von  den  dort  erwähnten  G-alois'schen 


1)  D.  Hubert,  üeber  die  Theorie  der  relativ  -  quadratischen  ZiJilltorper, 
Jahresbericht  der  Deatschen  Mathematiker-Yereiiügang.  VI. 
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ZaUkörpem  sechsten  Grades  K^^^  nur  die  in  den  Beispielen  1), 
2)  nnd  5)  vorkommenden  G-alois' sehen  Zahlkörper  sechsten  Orades 
K^i  die  eben  angegebenen  drei  Eigenschaften  besitzen  können, 
weil  in  diesen  Beispielen  der  ßelativgrad  l    von   K^^    in  Bezog 

auf  den  quadratischen  Zahlkörper  jK'(^— 23),  resp.  Jir(\/— 31),  resp. 
K(\j79)j  sowie  die  Anzahl  h  der  Idealklassen  in  Ä(\/— 23),  resp. 
ü:(\P31),  resp.  K{\/7d)  gleich  3  ausfallen. 

Wir  wollen  hier  diese  drei  Eigenschaften  der  erwähnten 
Klassenkörper  sechsten  Grades  K^^  von  K(^fn)  nur  in  dem  fol- 
genden Beispiele  constatieren,  in  welchem 

,  =  _23.  ,  =  ^l±p^,  8  =  3 
ausfallen.    Indem  wir 

g 

ansetzen,  finden  wir,  dass  a^  der  allgemeinen  cubischen  Gleichung 

a;«- 9^-27  =  0 
und  infolge  dessen  die  ganze  Zahl 

der  allgemeinen  cubischen  Gleichung 

a:»-a;-l  =  0  . 

Genüge  leisten.  Wir  wissen  bereits,  dass  in  diesem  Beispiele  die 
Discriminante  des  Galois' sehen  Zahlkörpers  sechsten  Grades  K^i^ 
resp.  des  cubischen  Zahlkörpers  ^it^rtn  ^^^P*  ^®^  quadratischen 
Zahlkörpers  K{^^^)  gleich  -23»,  resp.  -23,  resp.  -23  ausfällt 

Um  die  erwähnten  drei  Eigenschaften  von  K^i  zu  bestätigen, 
brauchen  wir  nur  diejenigen  Primideale  von  K^  <  ins  Auge  zu  fas- 
sen, deren  in  K^^  gebildeten  Normen  ^IV^J  sind,  wobei  d^  die 
Discriminante  von  K\^i  bedeuten  soll  *). 

Da  nun  in  diesem  FaUe 

d  =  -23»  =  12167 

ausfällt,  so  müssen  wir  nur  die  Zerlegung  der  folgenden  ratio- 
nalen Primzahlhauptideale :  (2),  (3),  (B),  (7),  (11),  (13),  (17),  (19), 
(23),  (29),  (31),  (37),  (41),  (43),  (47),  (B3),  (59),  (61),  (67),  (71),  (73), 


1)  „Bericht''  p.  226. 
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(79),  (83),  (89),  97),  (101),  (103),  (107),  (109)  in  Ku  untersuchen, 
weil  ja: 

\\/d\  =  |V-12167|  <  111 

ist. 

Bekanntlich  enthält  der  Galois'sche  Zahlkorper  sechsten  Gra- 
des Kij  zwei  Unterkörper :  den  quadratischen  Unterkörper  Ä(V— 23) 
und  den  cubischen  Unterkörper  Kij^r^ir- 

Wir  wollen  zunächst  die  Zerlegung  der  angegebenen  ratio- 
nalen Primzahlhauptideale  in  dem  quadratischen  Zahlkörper  K{^—23) 
angeben.  

Wir  wissen  bereits,  dass  in  E(>J— 23)  die  Anzahl  der  Ideal- 
klassen 

h  =  3 

ausfallt. 

Wir  finden,  dass  von  den  hier  angefahrten  rationalen  Prim- 
zahlhauptidealen nur  die  rationalen  Primzkhlhauptideale  (5),  (7), 
(11),  (17),  (19U37),  (43),  (53),  (61),  67),  (79),  (83),  (89),  (97),  (103), 
(109)  in  Jr(^— 23)  unzerlegbar  bleiben.  Die  übrigen  rationalen 
Primzahlhauptideale  (2),  (3),  (13),  (23),  (29),  (31),  (41),  (47),  (59), 
(71),  (73),  (101)  lassen  aber  die  folgende  Zerlegung: 


,.,-(.,l±^)(2,i:^), 

(3)  =  (3,H-\/=23)(3,l-V^=23), 
13)  =  (13,4+V^^)(13,4-V/=^), 


(23)  =  (-\/=23)» , 
(29)  =  (29,8+V^3)(29,8-v/=23), 
(31)  =  (31, 15+^^=23)  (31, 15- V-23) , 
(41)  =  (41, 10+VC23)  (41, 10-V^ , 
(47)  ==  (47,20+\/^:23)(47,20-V^3), 

(69)  =  (6+^^=23)  (6-V^ , 
(71)  =  (71,41+V/=23)(71,41-V=23), 
(73)  =  (73, 14+ V^3)  (73, 14-  V^^) , 
(101)  =  (3+2V^23)  (3-2V^^) 
in  Z'(^— 23)  xa,   wobei  nur    die  Primidealfactore»  von  (23),  (59) 


und  (101)  zaglmch  Haaptprimid«ale  in  g(V— 28)  gjnd ;  dk  Frim- 
ideale  (3,_1+\P23),  (13,  4-\^8),  (29,  8+V-28),  (81,  16-\^, 
(41, 10-\/-23),  (47, 20^V^=23),  (7M1-V^=23),  (7M4+V/=23),  resp. 
(3,l-V/-23),  (13, 4+ V^,  (29,8- V-23),  (31,15+^-23),  (41,10+ f% 
(47,20+^=23),   (71,_41+V/^),  (73,  14-V-23)    werden    mit  dem 

Primideal  (2, — X 1,  resp.  |2, — ~ J  aegnivalent  sein,  weil  ja 

(2,»±^^)  (81,16-^/^)  =  (It^, 
(2,1+^)  (41,10-^P^  =  ptiÖ^), 

feth^)  (78, 14+V^)  .  p^), 


resp. 


(2,!=^  (18,*.V^)  ^  (ä^), 

(2,1=^)  (41,  io+,f^  =  (51=^), 
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(2,t:^)(47,20+vC23-,  =  (12:!^), 
(2,i=fl)(71,41+V^  =  (15=|S^), 

aasfallen,  wobei  die  ganzen  rationalen  Zahlen  6,  26,  B8,  62, 82,  94, 
142,  146  die  Zerlegung: 

gg  ^  /5-|-3V-23\  /5-3y^\ 

62  =  /15±VE^\  /15-V=23\ 

82  =  (il±|e§)  (lii|^)  ^ 
94  :«  /13+3V=23\  /13-3v/=^\ 

142  =  (IMVEH)    [19-8V=23\ 

146  =  (?±5V^^)     (3-5^^ 

zolassen  tind  also  in  der  That  die  Primideale  (3,  1+^—23), 
(l3,4-vC^M29,&fV=23),(3UB-V-23),(41,l()-V-23),(47,20-V=23), 
(71,  41-V/-23) ,  (73, 14+V^23) ,  resp.  (3,  1-V=23),  (13, 4+v/=23), 
(29,  8-V/-23),  (31,  15+V-23),  (41,  10+V=23),  (47,  20+V=23), 
(71,  41+V/^^,  (73, 14-V-23)  durch  Multiplication  mit  dem  rationalen 

PrimzaMliaaptideal  (2),  das  Primideal  12,  — ^ J,  resp.  (2,       Z^- — ) 

— \ )' 

/9+y^\     /6-^\/-23\     /15-V=^     /11+3V^^\     /13-3V^=28\ 
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/19-|-3V^23\  /3-6V=23\  ß-\f^\  (Q+\fM\  /6+3V/^\ 

\        2        )'[       2       )'^'^V-[      2      )'\      2      )'[      2       j' 

/16+V^-23\    /11-3V=^23\    /13+3V^3"\    /19-3\/^^\    /3+5V/=2ä\ 

der  Reihe  nach  in  dieselben  Ideale  übergehen. 

Nnn  wollen  wir  nnter Sachen,  welchen  Wert  die  Anzahl  h  der 
Idealklassen  in  dem  cubischen  Zahlkörper  Ki^t,rjr  besitzt. 

Da  nun  in  diesem  Beispiele  die  Discriminante  d  von  Jfu^,fr 
gleich  —23  aasfällt  and  also 

\\ß\  =  |\/Z23|  <:5 

ist^  so  müssen  wir  nur  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahl- 
haaptideale  (2),  (3),  (5)  in  Kij^r.u  untersuchen. 

Indem  wir  in  diesem  Falle  die  Methode  von  Herrn  Wo ronoj 
anwenden,  finden  wir,  dass  wir  die  linke  Seite  der  aUgemeinen 
cubischen  Congruenz 

x^-x-l  =  0 

nach  dem  Frimzahlmodul  p  in  Factoren  spalten  müssen,  wobei  p 
die  in  diesem  Beispiele  in  Betracht  kommenden  rationalen  Prim- 
zahlen durchlaufen  soll.  Die  Lösungen  dieser  Congruenz  müssen 
einander  incongruent  nach  dem  Primzahlmodul  p  genommen  werden. 
Wir  finden  nun,  dass  in  K\j^r,tr  die  rationalen  Primzahlhaupt- 
ideale (2j  und  (3)  unzerlegbar  bleiben,  weil  die  Congruenzen 

x^-x-1  =  0         (mod  2), 
x^—x—l  =  0         (mon  3) 

keine  Lösung  besitzen;  das  rationale  Primzahlhauptideal  (5)  zer- 
fallt in  K\,t,r,ir  in  das  Product  zweier  von  einander  verschiedener 
Hauptprimideale,  es  wird  die  rationale  Primzahl 

B  =  (2-6)  (3  +  26  +  e«) 

ausfallen,  weil  die  Congruenz 

Äc'— a?— 1  =  0         (mod  B) 

eine  einzige  Lösung  nach  dem  Modul  B,  welche  genau  gleich  2 
ist,  besitzt. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  in  Ki^u^tr  die  Anzahl  der  Ideal- 
klassen 

h  =1 

ausfallt,  wir  haben  also  in  Ki^i,rir  nur  mit  Hauptprimidealen  zu 
thun. 
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Es  ist  leicht  za  zeigen,  dass  die  rationalen  Primzahlhaupt- 
ideale  (2),  (3),  (13),  (29),  (31),  (41),  (47),  (71),  (73)  in  K.^r  unzer- 
legbar  bleiben ,  dass  die  rationalen  Primzahlhauptideale  (B),  (7), 
(11),  (17),  (19),  (43),  (53),  (61),  (67),  (79),  (83),  (89),  (97),  (103), 
(107),  (109)  in  Kij^r,tr  in  das  Product  zweier  von  einander  ver- 
schiedener Hauptprimideale  und  die  rationalen  Primzahlliauptideale 
^9),  (101)  in  K]j^r,tr  in  das  Product  dreier  von  einander  verschie- 
dener Hauptprimideale,  das  rationale  Primzahlhauptideal  (23)  in 
^i,i,rjr  in  das  Product  dreier  Primhauptideale,  von  denen  zwei 
einander  gleich  sind,  zerfallen. 

Nun  gehen  wir  zu  der  Untersuchung  der  Zerlegung  der  an- 
geführten rationalen  Primzahlhauptideale  in  dem  Galois'schen 
Zahlkörpers  sechsten  Grades  Ki^t  über. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  rationalen  Primzahlhauptideale 
(2),  (3),  (13),  (29),  (31),  (41),  (47),  (71),  (73)  in  Z(V-23)  zerlegbar 
werden,  wohl  aber  in  K\,t,r4r  unzerlegbar  bleiben.  Daraus  folgt, 
dass  die  in  K{^—2S)  liegenden  Primidealfactoren  dieser  rationalen 
Primzahlhauptideale  in  Kij  unzerlegbar  bleiben.  Nun  wissen  wir 
aber,  dass  die  Primidealfactoren  von  (2j  in  Ki^t  Hauptideale  sind 
und  zwar 

(2,1-103)  =y  =  (1  +  6  +  6.6), 

(2,lt^-)  =  r;  =  (l  +  6  +  6s^e) 

ausfallen.  Da  aber  wir  ebenfalls  gezeigt  haben,  dass  ein  jeder 
der  Primidealfactoren  der  hier  angeführten  rationalen  Primzahl- 
hauptideale mit  dem  entsprechenden  Primidealfactor  von  (2)  aequi- 
valent  ist,  so  folgt  daraus,  dass  die  in  K{^—23)  liegenden  Prim- 
idealfactoren aller  hier  angegebenen  rationalen  Primzahlhauptideale 
zugleich  in  Ki^  Hauptprimideale  sind. 

Mithin  haben  wir  die  Bestätigung  der  dritten  Eigenschaft  des 
Klassenkörpers  Ki^t  von  K{^—2S)  bekommen: 

Alle  Primideale  von  JBl( V— 23) ,  welche  zugleich  keine  Haupt- 
primideale sind,  bleiben  in  Ki^t  unzerlegbar,  sie  werden  jedoch  in 
Kij  Hauptprimideale.  

Was  nun  die  übrigen  Primideale  von  K(Sj—2S),  welche  wie 
wir  wissen  alle  Hauptprimideale  zugleich  sind,  angeht,  so  können 
wir  leicht  zeigen,  dass  sie  alle  in  Ki^t  in  das  Product  dreier  von 
einander  verschiedener,  zu  einander  in  Bezug  auf  ir(^~23)  relativ 
conjugirter  Primideale,   wobei  diese  Primideale  zugleich  Haupt- 
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primideale   sind ,   zerfallen.     Wir  erhalten  nämlich  die  folgende 
Zerlegung : 

6  =  (2-e)(2-se)(2-s»e), 

7  =  (2+6)  (2+56)  (2+««Ö), 

11  =  (-i+2e)(-i+2se)(-i+2Ä»e), 

17  =  (2+36)  (2+3s6)  (2+3s»e), 
19  =  (1+36)  (l+3«6)  (l+3s»6), 

\/-23  =  (e-«6)(se-s«e)(s»9-e), 

37  =  (-2+36)  (-2+3*6)  (-2+3s'e), 
43  =  (3+46)  (3+449)  (3+4s»9) , 
_53^=  (-3+26+29«)  (-3+2«6+2se«)  (-3+2«»9+2s»e«), 
6+V-23  =  (2+6+6.66)  (2+s6+s6.s»9)  (2+s«6+s»6.e) , 
6-^-23  =  (2+9+6s«6)  (2+s'6+5«6.s6)  (2+«e+s9.6), 
61  =  (4+6)  (4+s6)  (4+s»6), 
67  =  (4+29+9«)  (4+2s9+s9«)  (4f  2«»9+«»e»), 
79  =  (-l+49)(-l+4s9)(-l+4«*9), 
83  =  (2+59)  (2+5s9)  (2+Bs*9) , 
89  =  (4+59)  (4+5s9)  (4+5«»9) , 
_97_=  (5-29)  (5-2s9)  (5-2s*9), 
3+2\/-23  =  (2+29 -9.s»9)(2+2s9— «9.9)  (2+2s»9-»*9.«9), 
3-2V=23"=  (2+29-6.S9)  (2+2s*9-s'9.9)  (2+2s9-«9.s»9), 
103  =  (4-29+9*)  (4 - 2*9+49')  (4-2s»9+s»9») , 
107  =  (5+39)  (5+3s9)  (5+3s'9) , 
109  =  (5+49)  (5+4s9)  (5+4s«9). 

Nebenbei  bemerkt  können  wir  ans  dieser  Zerlegung  der 
Haaptprimideale  von  £^(V— 23)  in  Kt,t  sofort  die  Zerlegung  der 
entsprechenden  rationalen  Frimzahlhanptideale  in  dem  cobischen 
Zahlkörper  Ki^,r,ir  ableiten,  indem  wir  zn  beachten  haben,  dass  die 
Haaptprimideale  von  Ki^tf^u,  anch  die  ganze  Zahl  9  bei  der  An- 
wendung der  Snbstitationen  1,  t^  r,  ir  angeändert  bleiben  nnd 
ausserdem  noch  in  diesem  Falle  des  Galois'schen  ZahlkSrpers 
zwölften  Grades  ir(^— 23,  i,  9)  die  wohlbekannten  Relationen: 

ts  =  st, 
t8*=^  sH, 

ra  «  «V, 

rs*ss  sr 

zwischen  den  Snbstitationen  t,  s  nnd  r,  8  bestehen  müssen. 

Aas  dieser  Zerlegung  schliessen  wir  weiter,  dass  die  zweite 
Eigenschaft  des  Elassenkörpers  Kijt  von  Jr(^— 23)  in  der  That 
erfUlt  wird: 
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Diejenigen  Primideale  von  ir(V^— 23),  welche  in  Ä(^— 23)  keine 
Hauptprimideale  zugleich  sind,  zerfallen  in  dem  Klassenkörper 
Ki^i  von  K{^—2S)  in  das  Product  von  3  Primidealen. 

Wir  haben  bereits  gezeigt,  dass  alle  Primideale  von  Ki^t  in 
diesem  Beispiele  zugleich  auch  Hauptprimideale  sind. 

Wir  können  sagen,  dass  die  Anzahl  der  Idealklassen  in  Ktj 

A  =  1 
ausfallt. 

Wir  bemerken  also ,  dass  die  erste  Eigenschaft  des  Klassen- 
körpers Ki^t  von  k(^—23)  in  der  That  bestätigt  wird: 

Die  Anzahl  h  der  Idealklassen  in  dem  Klassenkörper  Ki,  i  von 
Z(V^23)  ist  nicht  durch  3  teübar. 
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Im  Herbst  1896  reiste  ich  nach  Gröttingen  und  habe  an  der 
dortigen  Universität,  nach  Zulassung  als  Hospitantin  durch  den 
Herrn  Minister,  meine  Studien  in  der  Mathematik,  Physik  und 
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Meine  hauptsächlichen  Lehrer  waren:  in  den  Pädagogischen 
Frauen-Cursen ,  die  Herren  Lectoren  Raschewsky,  Stran- 
noljubsky,  Artemjeff,  Trifonoff,  Brandt,  Gerd 
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Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  sämtlichen  vorgenannten 
Herren,  insbesondere  den  verehrten  Herren  Professoren  Klein 
und  Voigt  und  vor  Allem  meinem  verehrten  Lehrer  Herrn 
Professor  Hilbert,  für  die  Unterstützung,  die  sie  mir  bei  mei- 
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Trägheits- 
körper 

Der  Ver- 

zweigungB- 

korper 

p  s  1  (mod  3) 

ip)  =  !>..% 

P^     =  («) 

t9,  =  (t«) 

il:  ^(« 

ps-l(mod3) 

(p)  =  p^ 

<>./'=  2 

p^  if(i) 

P.        Jf(t) 

(^)-<> 

p  =  3 

ip)  =  p\ 

P^    =  (A) 

P./'=l 

Px  -s:(i) 

P.        i^(l) 

p^  s:it) 

Tabelle  XII. 


Der  quadratische  Zahlkörper 


(f)- 


(P)  =  Pt-rp, 

Pt   =  (P,a'+  S/m) 
»Vi  =  (P,a'-  \ß) 


m 

P. 

»1', 


1  (mod  8) 

(2)  =  D..r*), 
l+\/m\ 


2, 


2-; 


Der 
Grad 


Der  Zer- 

legtmgs- 
körper 


Der 
Trägheits- 
körper 


Der  Ver- 

zweigungs 

körper 


/=1 


P2 

rp: 


K{^m) 


(f)  -  - 


©= 


0 


(p)  =  »>. 


m  s  6  (mod  8) 
(l>)=(2)-=<,. 


(P)  = 
P.  = 


p; 

(p.V^) 


m   = 
(P)  = 


2  (mod  4) 
&)  =  Pl 


P. /'=2 


P. /=1 


m   = 

(p)  = 


3  (mod  4) 
(2)  =  « 
(2,l+\^) 


^    Jf(l) 


P.    Jf(l) 


p.  -^(V^) 


t>.  ^(1) 


p,  2r(V»«) 


Tabellfl  XIII 
I     Der  quadratische  Zahl-      |    Der    j    ^^'^^^ 


ÜBT       I  iier    V  er- 


L."f'..   I 


C^- 


(p)= 

K 

p.  = 

(p,V-3»i) 

m  = 

2  (mod  4) 

(P)  = 

(2)  =  « 

P,  = 

(2,V-3m) 

m  = 

3  (mod  4) 

(P)  = 

(2)  =  t>: 

P.  " 

(%i+\l-im) 

p,f=i\p,  Ä-(i)     In.  K{i)  |p.jr(V=3i.)| 


Tabelle   XIV. 


Der  quadratische 
Grondzahlkörper 

Der  quadratische 

Grondzahlkörper 

Z(\S,) 

Der  quadratische 
Grnndzahlhörper 

m  s  1 
(mod  4) 

d,        =-3 

i      -3- 

hm 

1        ="* 
a„       =  (3) 

d, 3m 

D.      =  (l) 

Ol  t  1 
(mod  4) 

d,       =  -8 
d!       =  8> 
fl.,     -  (2)'(>») 
n,(B.J=    älW' 
D        =  2'.3»t»' 

d,        =  2"i» 
D        —  2'.3'»i' 

d,        =  -2'.3i» 

Tabelle  XV 


Der  quadratische  Zahl- 
kSrper  K(i) 


=  1 
lodS) 


U 
iiodS) 


I(a) 


iP) 


=  1 


(«) 


tp,  =  {tu) 


I(b) 


I(c) 


n(a) 


n(b) 


=  1 


Der  quadrati- 
sche Zahlkor- 
per  K{'^mj 


Der  quadratische 

Zahlkörper 

Z(V-3w) 


©- 

(P)  =  P.-<P, 


rp,  =  {P,a'-\Jm)  tp,  =  (p,a"-V-3OT) 


0)  = 


(p) 


=  1 


(p)  = 


-1 


© 

(p)^ 


-1 


-1 

p. 


(p) 


-1 

Pb 


(f) 

(p) 

(p)= 
p.  = 


=  0 


(p,V^) 


(p)  

P»    =M-Sfn) 


^0 


(p)= 
p.  = 


'•p.= 


=1 

■■  (p,a'+\Jni) 
■■  (p,a'-\Jm) 

1  (modS) 
:(2)=p..rp. 


(P)  = 


-1 

f. 


m   =  1  (mod  8) 
(l>)  =  (2)  =  t,. 


) 


-1 
P. 


m  = 

(P)  = 


5  (mod  8) 
(2)  =  P. 


=  1 


P.-tp, 

P,  ^  (p,cr+\J=3ai) 

m    : 

(p)= 


Der  biqaadratische  Zahl- 
körper K{\Jm,i) 


(P)=  p.<p.»-p./r|)_ 
p  =(x,p,a'+\Jnd 
tp  =  (fTC,p,a'+\^m) 
rp  =  (x,fi,a'—^m) 
trp  =■  (ta,ii,a'—S/m) 


(P) 

P 
tp 


p.tp 


ip)  =  p\ip* 

P    =  («,P,V^)  = 

/p   —{t«j>,y'm} 


:  («^,  y-3ffl) 


(P)  =  P-»-p 

p    =  (P,a'+Vw) 

rj)   =(p,a'-V'»i) 


m   = 

(P)  = 

P    = 


1  (mod  8) 
(2)  =  p.rp 


=  (^ 


rp  =  2, 


2 
2     j 


(P) 

P 
tp 


=  p.<t) 


(i),a"-HV/=3»r) 
(p,a"-V-3»n) 


P.   = 


<P. 


5  (mod  8)        Im 
(2)  =  lJ^.     \(jp) 

(2,1±^)L    =(2. 


6  (mod  8) 
(2)  =  p.tp 


_/Ql+\r^i 


=  (. 


J 


Der  quadratische  ZabL 
körper  K{t) 


m 


p  =  3 


Der  quadrati- 
sche Zahlkör- 
per K{^m) 


Der  quadratische 
Zahlkörper 


II(c) 


Ill(a) 


(p)= 


-1 


(p)= 


=  0 


(p,Vm) 


m   =  2  (mod  4) 
(p)  =  (2)  =  p\ 

m   =  3  (mod  4) 

{P)  =  i2)  =  pl 

p,  =(2,l+\Jm) 


^'   =0 


(I) 

(3) 


PI 
(A) 


=  0 


ni(b)/d.\ 

(3)  =  P] 

p,   =W 


(t) 

(3) 
P.   ' 


=  1 


P.-»-p. 
(3,a'+V^) 

(3,a'-\/'«) 


(P)  

P.   =(1',V-3'm) 


=  0 

=p: 


f»   =  2  (mod  4) 
(P)  =  (2)  =  p; 
p.   =(2,V-3m) 


m 

(P) 

(3) 


3  (mod  4) 
(2)  =  PJ 
(2,1  H-V^^Hm) 


=  0 

=p: 


(3) 


=  -1 

=  P'i 


p.    =(3,V/-3m) 


=  0 


(3)  = 
P.  = 


PI     

(3,^-3;») 


Der  biqoadratiscbe  Zalil- 
körper  K{\Jm^) 


(P)  =  P'  _ 

P    =  (P,  V^)  =  (P,V-B»»)   . 

m    =  2  (mod  4) 
(p)  =  (2)  =  p* 

p    =  (2,V^)  =  (2,V=fa) 

m   =  3  (mod  4) 

(P)=  (2)  =  P*  ^ 

p    =(2,l+ViJ^)=(2^1+V3 


(3)  =I».rI»     _ 

I     =(A,a'+V»») 
rl     =  (A,o'-Vm) 


(8) 
I 


=  r 


=  (A)  =  (3,V/-äm) 


Tabelle  XVI. 


Der  quadratische  Zahl- 
körper K{t) 

Der  quadratische 

Zahlkörper 

Ki\lm) 

Der  quadratische 
Zahlkörper 

I(a) 

p.  -  p-'-p 

tp,  —  tp.trp 

P.   =  P.<P 
rp,  =  rp.trp 

P.   =  ip-rp 
tp,  =  p.<rp 

I(b) 

P.    =  P 
'P.  =  <P 

P.   -  P'tp 

P.   =  P.<P 

I(c) 

P.    =P* 
<P.  =  <P* 

p.   =  p.tp 

p,  =  p.<p 

n(a) 

P.   =  P-rp 

P.   =P 
rp.  _  rp 

P.   =  P-fP 

n(b) 

p.   =  p.<p 

P.    =  P-<P 

P.   =P 
tp,  =  <p 

n(c) 

P.    =P' 

P.    =  P 

Pt  '=P 

ni(a) 
m(b) 

P.  =  w 

rp,  =  rl* 

p,   =  I.rl 

p.    =1 

p.    =1* 

P.   =1 

Tabelle  XVlI. 


Der  biqua- 

dratische 

Zahlkorper 


I(a) 


I(b) 


I(c) 


n(a) 


Der 
Grad 


Der 

Zerlegimgs- 
körper 


Der 

Trägheits- 
körper 


1 


Der  Ver- 

zweigangs- 

körper 


Der  einmal 
überstricheiie 

Verzwei- 
gungskörper 


p ' 

P 

tp 

f=l 

IP 
rp 

•  Jf(V'«,0 

trp. 

trp. 

tp 


/=2 


1  m) 
ip\ 


tp 


/•=! 


tp 


m 


rp 


/=2 


rp 


K{sjm) 


tp 


ü:(v^,Ö 


tp 


m) 


K{\lm,  6) 


rp 


Ki^,,  Ö 


n(b) 


tp 


/=2 


tp 


K(\J-Bm) 


tp 


if (V^,  e) 


11(0) 


P    f=2 


p  m) 


p  m 


P      K{\ßi,ti) 


p^  /•=2 


p'  m) 


p'  m) 


p'  m) 


P'    Ä(V»'.0 


ni(a) 


I 

r\ 


f=l 


rl 


Z(V»n) 


rl 


Ki\/m) 


rl 


K{\ffn,l) 


mcb) 


(     /'»2 


I       K{V) 


l       K{\fin) 


l       Ki^,t) 


Tabelle   XVIII. 


Der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grades  Ä(Vw,  C,^) 


m 


A 


nm 


D 


m  =  l 
(mod  4) 


(mod  4) 


m  =  l,  resp.  — 1  (mod  3) 
genaa  nach  I.rl,  resp.  I 


(3)'(pi,.))'(Pno.))' 


m  =  l(mod3) 
genau  nach  l'rl* 


(Pl(a))*(lJn(b))' 


m=— 1  (mod  3) 

^*=a,+6,  V-^^ = (±  1 T  V/^=^)« 
mindestens  nach  1^ 


(l>l(a))*(2'll(b))' 


m = 1,  resp.— 1  (mod  3) 
mindestens  nach  lVl^,resp.(^ 


(i?lU))'(Pll(b))* 


m=l,  resp.— 1  (mod  3) 
genaa  nach  I.rl^resp.I 


fn=l(mod3) 


(mPH^^yipimy 


{Pm)\Pii(h)y 


genau  nach  IVl' 


m=— 1  (mod  3)       

^*=:a,+ft,V=^=(±lHFV^^^3m) 

mindestens  nach  I^ 


(Pi{^))\pni\»y 


8 


(3)"(pj(a))«(pn(*)) 


8 


(pI(.))*(PlI(k))' 


(Pl(»))*0'U(b)) 


S 


(PUaO'OnCb))' 


(3)"(Pi(.,)«(pn(b)) 


8 


(PK.))^?!«*))' 


(Piw)'(Pn(b)) 


8 


m=  1,  reap.— 1  (mod  3) 

^*=a,-|-J,V-3'«  =  ±l 
mindestens  nach  t*rl*,  resp.  I* 


(pi(.))»(l>n(k))' 


(pi(.))*CPn(b)) 


8 


t^t 


3«m 


3»"m«j4.)|i|,i 


3*m' 


n..! 


3*m 


t«.i 


3*111 


3*m«/4(,5  j^ 


3"m«^^  J^) 


B*m*p^^)  fm 


2*.3*m»2».3"«Vl.#l 


2*.3*m' 


2".3«mVtuPfc 


2*.3*m»  2".3«ii.«j>{*| 


2*.3»»»2".3«wV!i^|| 


m. 


—m^  =1 

(mod  4) 


(mod  4) 


mindesj 

/*f  =  Oil 

genaa 


mindea 


genan 


mindes 

— IWj 

genaa  j 


mindest 


mindesÜ 

f*f  =  »i-l 
genaa  ]| 

mindest 


■• 


m 


m  =  l 

(mod  4] 


(mod  4) 


Tabelle    IL 


Der  biqna- 

dratische 

Zahlkorper 


Der  Galois'sdie  ZaUkörper  zwölften  Gt 


I(a) 


(P)= 
p=l(mod3) 


I(aa) 


I(ab) 


1)    =$.s^.s«$ 


I(ac) 


trp=tr^.trs'?ß.trs*^  tr^  =  {trp,»-trcc)  Jrs^=={t 


p  =«ß 
tp  =  t'^ 


rp  =r^|5ß  =p 


I(b) 
p=l(iiiod3) 


I(bb) 


5ß  =  (p,»-a) 


t«ß  =  (<p,|-te)        <S<ß=(i 


I(c) 
ip)=p*.tp' 

p=l(mod3) 


I(cb) 


p  =^.s5ß.«*$ 
tp  =  t^.ts^.ts^ 


^  =  (p,»-a) 


n(a) 

ps-1 
(mod  8) 


n(ab) 


rp=r^.rs'^.rs^ 


5ß  =  (g,^-«) 


n(ac) 


p  =* 


r^  =  rp 


n(b) 


p=-l 

(mod  3) 


n(ba) 


$  =  ip,») 


n(bb) 


tp  =  ^.ts^.ts'^ 


n(ci 

p=-l 

(mod  3) 


n(cb) 


t>  =  ^.s^.s«$ 


5ß  =  (1),^-«) 


#=0 


s^= 


ni(a) 

(3)=ivr 


ni(aa) 


rI=srS» 


S  =  (!,«-»*) 


ni(ab) 


I=S.sß.s'S 


rI==rfi.r«S.rfi»fi 


S 


4=^ 


ra- 


rß=\rl, 


in(ac) 


r8=rS 


sS=l 


»■s8=' 


(3) 


s^? 


in(aa)|  1=2» 


2=(A,a-9*) 


m(ab) 


l=S.sS.s»8 


2 


= ('.  ^) 


s2= 


m 


m  =  l 

(mod4 


(mocl4) 


Tabelle  XXL 


Der  biqua- 
dratische 
Zahlkörper 


Der  Gkdois'sche  Zahlkorper  zwölften  Grades  \ 


I(a) 


(P)= 


p=l(mod3) 


I(aa) 


I(ab) 


»'P=»-r    *=(PA) 


trp=tir^* 


I(ac) 


<^  =  (<p,*J 


I(b) 
p=l(mod3) 


I(c) 
p=l(mod3) 

n(a) 

p=-l 
(mod  3) 


I(bb) 


I(cb) 


n(b) 

p  =  -l 
(mod  3) 


n(c) 

p  =  -l 
(mod  3) 


n(aa) 


$=(p,*,-«) 
fiiS=(<1),e--<a) 


s$=(p,gfr,-« 
■fe$=(<p,r*r 

r*^=((rt,,g^ 


s¥=(p,efr.-«: 


<«^=(<p,r*,- 


n(ab) 


n(bb) 


n(bc) 


m(a) 


(8)  =  l'.fl' 


ni(b) 

(3)  =  I' 


n(cb) 


<p=<$.fe$ß.tenß 


p=^s?s'^ 


s$=(»),gd,-a 


(PA-«) 


«^=(P.g*-« 


^ = (^),^.-«)      I  s^=(|j,e*,-« 


in(aa) 


m(ab) 


m(ba) 


rt=rS» 


I=S.«S.8'S 


r2srS.rsS.ss.S 


in(bb) 


I=S» 


I  =  S.sS.«»2 


(I,*f),  S'=(t,«-^ 


=(<i^) 


ra 


_/.  «-^er 


s= 


) 


ra— 


rS  =  \K, 


OjMI 


sS= 


a-l%\ 


ra- 


r8Z=\rl, 


ff  -  (A,«-et) 


S 


=( 


'.'^) 


=( 


«8=  A, 


a— C« 


Tabelle  XXll 


Der  Galois'sclie  ZahlkSrper  zwölften  Grad 


Der 
Grad 


Der  Zerlegnngs- 
körper 


Der  Trägheits- 
körper 


I(a) 


I(aa) 


f=l 


|>r|t  ^(V«».?) 


<! 


m^<-' 


f>ht) 


I(ab) 


/•=! 


I(ac) 


/^==3 


<! 


'/|j  ^(V«»,ö 


jÜTCVJ^e,^) 


I(b) 


l(bb) 


/•=2 


%  m    _ 

•ir(V»i,g,ö-) 


1(0 


I(cb) 


/•=! 


n(a) 


«98,  fo5ß    jf,  ^ 


n(ab) 


/'  =  2 


n(ac)  I  /•=  6 


Ji  ^(V«) 


5ß,  »-^        ^       I 


n(b)    U(ba) 


/•=2 


^|j  Ä(V-3m) 


IK^V^S) 


n(bb) 


/'^a    %    ^      Kur 


n(c) 


n(cb) 


/=2 


(2^0 
(mod))) 


S'^     J5,<,r»«,<ra« 


5ß  ü:i.r 


r» 


n(cb) 


/•=2 


(2)^0 
(mod  p) 


S?      K]^,rt,tn 

« ?    -Ki,*,«».*»» 


ni(a) 


m(aa) 


/•=! 


«5ß      Ki,r» 


Z(vW) 


Ji  ^(Vm) 


in(ab) 


/•=! 


2    rS 
«8,'  r«8}  i:,,< 


sS,  rs8}  Ku 


in(ac) 


^='Llj  -ft^» 


Jl  ^■•' 


in(b)|in(ba)|/^=2|s    Ji:(i) 
ni(bb)|/-=2|  s  isr,.,^^ 

l«*S      Kl,t^.trf 


|8  ir(V»») 


•Äi,< 


Tabelle  XXIlL 


Der  Galois'sche  ZahlkSrper  zwölften  Grades 


Der 
Grad 


Der  Zerlegnngs- 
körper 


Der  Trägheits- 
korper 


I(a)     I(aa) 


A=l 


tm\  ^(^-'""Ö  |Ali^(V=i^.'Ö 


?,»•?; 


% 

m 


I(ab) 


/•=! 


I(ac) 


f=3 


|>r|i  ^(v^»ö    ||:;|i^(v-u&^.) 


Ib)  1  I(bb)l/-==2 


I(c) 


I(cb) 


/^=1 


n(a)  n(aa) 


f=2 


S; 

>8< 


^|!  ^(^-»«.0 


n(ab) 


/•=2 


*,   »-^    -Kl.« 
sj,rs'5ß    Z,.«. 


n(b) 


n(bb) 


/'=2 


n(bc) 


/=6 


|i  ^(V^J 


|j  Ki\/-^j,»;) 


n(c) 


n(cb) 


/•=2 


(2)*0 
(mod  p) 


5|i      ^l.r 


II(cb) 


f=^2 


(2)=0 
(mod  )7) 


ni(a) 


m(aa)(/'=l 


Sl  Ä(V=^0 


rS 


^^1  jr(vP;;ö 


m(ab) 


/'=! 


2,  rä 


s2,rs*2 
3%  rs8 


m(b)  |in(ba)  I  /= 2|ß       Z^[l) 


|2        Ä(V-m.) 


in(bb) 


/•=2  ß  j:,.<^.fr 


82 
8'2 


-Km 


it,») 


1 


Der  ZaUkSrper  secbsten 
Grades  .gi.»  oder 


Der  Zahlkörper  sechsten 
Grades  ifi,<rt  oder 


(P) 


(P) 


Q 
Q 


(P)  =  0,.Q,-Q.  A-Ö„Q; 


0.= 


0. 


Di 


(P 

Q 


A 


(p)  =  Ü..D..D, 


|(i>)=D,.D,.Q, 


(?) 


.  S,  *x) 


Der  Zah 
Grad 

K 


■P) 

» 

» 

<p) 


<ß.<i|8 


1 


• 

z>« 

«(i>J 

dr 

d. 

d. 

n(cb) 

(1) 
(1) 

(1) 

-3*»'»Xa)Pn(b) 

-3'»»'Pl(.)Pn(b) 

n(cb) 

(1) 

»»%.)i'nw 

-3'»n'pJ(»)Pn(b) 

• 

Il(cb) 

(1) 

(1) 

»''PmPnm 

-3''»'l>J(.)l>Iio,) 

-3»m»pJ(.^pI^^ 

'  n(cb) 

! 

1 

(1) 

(1) 

»»'Pl(.)^n(b) 

-3''»'|'I(.)1'Id,) 

-3''»X.)-Pi(*) 

'  A 

k)      n(c 

A 

»)        n(e 

(1) 

(1) 

2'.3'mX.)i'W) 

-2^-3'«'X.)l'n(b) 

-2«.3'm'|,J^.^j,I,^^ 

•A 

*)      n(c 

■  A 

>)      n(c 

(1) 
(1) 
(1) 

(1) 

^•'»•j'IwP^b) 

-2*-3*«»'Pj(a)i'n(b) 

-2'.3'«»X.)1'Jk») 

,  A 

i)      n(< 

La 

i)      n(< 

(1) 

2*»»X.)^nO.) 

-2*.3«mX.)l>i(,) 

-2'.3'mX.)l'i(.) 

1 

1 

'a  ■ 
[a 

(1) 

2*»»*Pj(.)i'lKb) 

-2'.3«mX.)PV) 

-2*.3'm»pJ(.)Pl,(,) 

)er 


Tabelle 


Der  Galois'sche  ZaMkorper  zi 


-»». 

f*r 

A. 

«(A.) 

2>» 

"'    ^^cb)^^(cb) 
— »»,  =  1  (mod  4) 

— Wj  r-  l  (mod  3) 
(ft*)  =  0  genau  nach  V.rV 
e  =  1,2  (mod  3) 
/•  =  2, 1  (mod  3) 

(1) 
(1) 

(1) 

(1) 
(1) 

(1) 

(1) 

I(cb)       I(cb)      U(cb) 

— m, = 1,  resp.— 1  (mod  3) 

genau  nach  I".H*, 
resp.  I" 

(1) 

I(cb)      I(cb)      Il(cb) 

— Wj  =  1,  resp.  —1  (mod  3) 

miTidestens  nach  r.rl*, 
resp.  I* 

(1) 

I(cb)      I(cb)      n(cb) 

oder 

-*'»~-Pl(cb)^n(cb) 
— f»,  $  1  (mod  4) 

— tw^  =  1  (mod  3) 
(ftf )  =  0  genau  nach  i\rV 
e  =  1, 2  (mod  3) 
f=  2,1  (mod  3) 

(1) 

—iw  1  =  2  (mod  4) 
— wij  =  3  (mod  4) 

DJ(2)    .D,       .O,      .D, 

U(cb)       I(cb)       I{cb)       n(cb 

d;(2)  .q,     .ü.     .d, 

Il(cb)       I(cb)       I(cb)      II(cb 

— »ij = 1,  resp.  —1  (mod  3) 

genau  nach  r.rV, 
resp.  I* 

(I) 

— Wj  =  2  (mod  4) 
— Wj  =  3  (mod  4) 

o;(2)  .D.     .a,    .o, 

Il(cb)       I(cb)      I(cb)      II(cb 

o;(2)    .O,      .Q,      .D, 

Il(cb)      I(cb)      I(cb)       n(ch 

— n»j = 1,  resp.— 1  (mod  3) 

mindestens  nach  I^.rl*, 
resp.  I* 

(1) 

— m,  =  2  (mod  4) 
—m^  =  3  (mod  4) 

QJ(2)    .Q,       .Q.      .D, 
Il(cb)       I(cb)      I(cb)      ll(cb 

o:(2)  A     A     A 

ll(cb)      I(cb)       I(cb)      II(cli 

XXVII. 


BKten  Grades  Ki\J-m^  g,  »,). 

«(AJ      (=?') 

D» 

w(A.) 

d^ 

d^ 

d. 

('«.)* 

(a-)-i 

III(aa)        III(aa) 

(3)« 
(3)« 

(3)« 

I(a)   n(a) 

-8^'m\p*    p* 

I(a)  U(a) 

-3'»«i»p*    y 

I(a)  n(a) 

im,y 

[  8  1  =  ' 

2»,      .m, 

Ill(aa)        Ill(aa) 
"*"lll(ba) 

3'm\p*    p* 
I(a)  U(a) 

-S''m[p*    p* 

I(a)  II(a) 

-3«mjp*    p* 

I(a)  U(a) 

(•«'.)' 

ü».      .aw, 

Ill(ab)        Ill(ab) 
III(bb) 

3»»J?i)*    p* 

I(a)   n(a) 

-3'mjp*    p* 

I(a)  n(a) 

I(a)  n(a) 

[2)*K)» 

{  8"1  =  > 

aw,      .2». 

m(aa)        III(aa) 

(3)» 
(3)' 

(3)» 

2«.3"»»JiJ«    p* 
I(a)  n(a) 

-2*.3"»»Jp*    p* 

I(a)  U(a) 

-2«.3"«»Jp*    p* 

I(a)  nfa) 

:2/ («»,)* 

m-1 

aR.      .m, 

m(aa)        lll(aa) 
"*"ni(ba) 

2«.8TmJiJ*    p< 

I{a)   U(a) 

-2*.3^fw;p*    p* 

I(a)  n(a) 

-2«.3«m;i)*    p* 

I(»)  U(a) 

:2)*(mJ« 

aK       .aß, 

*ni(ab)*     'lll(ab) 

aR, 

in(bb) 

2'.3'm*,p*    p* 

I(a)    II(a) 

-2*.3»»»Jp*    p* 

I(a)  n(a) 

-2».3«mV    p* 

I(a)  n(a) 

Tabelle  XXVIII. 


Der  Gralois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grrades  JS.{^ 


Der  cabische  Zahlkörper 


Der  cnbische  Zahlkörper 


I(a) 


I(aa) 


(P)  =  9i» 

9t   =%t'^.r%tr'^ 


iP)  =  9t» 


I(ab)(p)  =  3{_.jH,.sH^ 

91,  =  s»^5.<s''«ß.rs«<Pirs«^ 


(j>)  =  3t,.3t..9t, 


I(ac)l(p)  =  VR 

'i9t  =  $.<^.r^.<r^ 


I(b) 


I(bb) 


(p)=  m,M, 

91,  =  5ß.<^ 

31,  =  s5ß.<sSß,s>'?.te«^ 


(p)  =  3t..9l. 
St,  =  s%ts'$ 


l(c) 


l(cb) 


(p)  =  9t..3tj 

9t,  =  «ß».<5ß» 

91,  =  s^.<s<ß.s«ß./s»$ 


0»)  =  9t,.3tJ 
JR,  =  s'^\ts'9* 


ll(a) 


n(ab)(p)  =  dt,.9t,.3t, 
9t,  =  sß.rSß 
9t,  =  s^.r«? 
9t,  =  a^^.rs'^ 


(p)  =  9t,.9t,.9t. 
9t,  =  ^.rs^ 
gt,  =  s^.rs«? 
9t,  =  s»1J.r^ 


ll(ac)  (p)  =  at 

9t  =%r<^ 


(p)  =  9t 
9t  =  ^.r^ 


II(b) 


IlCba) 


(p)  =  9t» 
9t  =  «ß.<5ß 


(/>)  =  9t» 
9t  =%m 


Il(bb) 


p  =  9t..9t, 
9t,  ==  %t^ 
9t,  =  s^.te5ßi,«^.s«^ 


(p)  =  3t,9t, 

9t.  =  s'iß.ts^ 

9i,  =  sß.<5ß.te«ß.s«ß 


n(c) 


III(a)  Ill(aa) 


n(cb)(p)  =  9l..9t; 
9t,  =  $« 
9t.  =  sSß.s^ 

(3)  =  9t»~ 


(P)  =  9t,.9tJ 
9t,  =  s$* 
9t,=  sß.s'^ 


9t  =  S».rS« 


(3)  =  iR" 
5R  ==  ß'-rS» 


III(ab) 


(3)  =  3t..9t,.9t, 
«R,  =  S*.rS« 
9«,  =  s8*.rsß* 
9t,  =  s*S'.rs»ß» 


(3)  =  5R,.9t,.iR, 
SR,  =  ß».rs8« 
SR,  =  8ß*.rs*ß» 
9t,  =  B'S^-rß* 


Ill(ac) 


(3)  =  91 
SR  =  ß«.rß» 


(3)  =  9t 
SR  =  ß«.rß' 


ni(b) 


ni(ba) 


(3)  =  9t» 
9t  =fl' 


(3)  =  iR» 
9t  =ß' 


III(bb) 


(3)  =  9t..9t, 
9t,  =  ß* 
9t|  =  sß'.s'ß' 


(3)  =  9t,.9t, 
%  =  sß* 
9t,  =  ß'.s'ß' 


((:)-9t 

9t*j^.^ 


(21)  =  91» 


9t,  =  8«Sp.t8»g 

91,  =  sß.«sj5.te' 


(p)  =  9t..9l'. 
9t,  =  s«sß« 
9t,  =  sß.sSß 


(8)  =  9t' 
9t  =  ß».rß« 


(3)  =  9t,.9t,.9i 
s»,  =  ß'.rs»ß' 
9t,  =  sß».rß* 
9t,  =  s'2\rsi 


(8)  =  9t 
9t  =  ß'.rß' 


(3)  =  9tä 
9l=fl' 


(3)  =  9t,.9t, 
9t,  =  s'ß« 
9t,  =  ß'.sß' 


A 


1?abelle  XXIX. 


Der  Galois'sche  Zahlkörper  zwölften  Grades  K{>J-fn^,  g,  -&J 

Der  cabische  Zahlkörper 

Der  cubische  Zahlkörper 

Der  cabische  Zahlkörper 

I(a) 

I(aa)(i))  =  9t' 

(p)=gi'' 

9t  —  ^.tV.f^.tr^ 

gt  —  ^.<¥.r¥.H5 

I(ab) 

(p)  =  %.%M, 

3t,  —  s%ts'9.r^.trs'^ 
9t,  =  s'1J.teiJ.rs'?.<rs'? 

(p)  — 9t,.gt,.9t, 
9t,  —  %t%ts%rs'iß 
gt,  =  «^.<rs^J.te»^.r«'^ 
9t,  -=  s'^.trs^^.Ü^.r'^ 

(p)  — 9t,.9t,.9t, 
gt,  — $./r^.te»?.r«»^ 
9t,  =  s?.<rs^.<?.»i} 
9t,  —  «'?.<rs'^.te¥-»-s1J 

I(ac) 

fp)-9t 

9t  —  ¥.<?.r?.<»1J 

ip)-yi 

9t  —  %t%r%tr<$ 

(P)-91 
gt  =  ?.<^.r^.<r^ 

I(b) 

I(c) 
U(a) 

ntb) 

U(c) 
ITT(a) 

ni(b) 

I(bb) 

(p)  =  8^,.g. 

9t,  =  %t^ 

9t,  —  s^.te«ß.s*$.fe'^ 

(i))  =  9t,.9t. 

9t.  -  s^.««** 

9t,  =  %t%ts'^.s'^ 

(P)  =  9t,.gt, 

9t,  =  s'^.fe'P 

gt, = ^.^.te*^.s^ 

I(cb) 

p)-9t,^ 
9t.  =  «ß'#* 

(p) = 9t..9i; 

9t.  —  s$'.teT 
9t,  —  ^.<^.te^.s'? 

(p)  -  gt,.gt; 
gt, = «»^».fe?» 

9t,  =  ?.<^.te»¥.«¥ 

ll(aa) 

(p)  -  9f 
9t  =^.r^ 

gt  =  $.r$ 

gt  =  %r^ 

n(ab) 

9t,  =  *<ß.«'$.rs^.rs'^ 

(p) = 9t..gt. 

gt,  =  s'^.rs^ 

9t,  =  %r^.s*^.r!f9 

(p)=gt..gt. 

gt.  =  s»^.r«"Sß 

9t,  =  ^.T^.s%r^ 

n(bb) 

(l))  =  9t,.9t,.9t, 
9t,  =  ^.t^ 

gt, — «aj.te^ 

9t,  =  s»^.te«$ 

(p) — gt,.9t,.9t, 
gt.  =  %ts'iß 

9t,  -  «U.fe»^ 
9t.  =  s'^.<? 

(p)    gt..9t,gt. 

9t.  =  <ß.te'^ 
9t,  =  «?.<? 
9t,  =  s»?.te^ 

n(bc) 

(P)  =  9t 
9t  —  $.<<ß 

(p)-gt 

9t  =^.<^ 

(i>)  =  9t 
9t  —%f9 

U(cb) 

(p) = 9t,.9i; 

9t,  =  s^s*^ 

(p)  -  9t..9tJ 
9t,  =  «^' 
9t,  -  %s^ 

(p)  =  9t..9t: 
91.  =  «»?» 

gt,=?.«? 

m(aa)  (3)  —  3t» 

^  =  8».rS* 

(3)  — 3t» 
3t  =  8'.r8» 

(3)  =  3t» 
3t  =.  8».rS» 

TTT(ab) 
TTT(ba) 

(3)  =  3t,.3t,' 
3t.  ==  8*.r8' 
3t,  =  s2.s*ä.rs2.rs*2 

(3)  =  3t..3tJ 
3t.  =  «8».r«»8» 
3t,  =  S.»S.s'8.rs8 

(3)  -  3t..3t; 

9i.  =  «»S».r«8» 
3t,  —  8.«8.r8.rfi*8 

(3)  —  9t» 
31=8» 

C3)  =  91» 
^-8» 

(3) -91» 
3t— 8» 

TTT(bb) 

9?,  —  58.5«S 

r3)  =  3t..3l, 
3t,  =  »8» 
3t,  =  2.s*2 

91,  =  2.82 

[Der  biqoa- 

dratische 

Zahlkörper 

-g(V/w,  t) 
I(a) 


I(aa) 


(P)= 
p.tp.rp.trp 


p=l(mod3) 


I(b) 

(l>)  =  p.tp 
p=l(mod3) 

(j?)=PW 

p=l(mod3) 

(jp)=p.rp 

p=-l 
(mod  3) 

"n(br 
(p)-^p.tp 

p=-l 

(mod  3) 

U(c) 
iP)  =  P* 

(mod  3) 
in(a) 


1»  =  ^ 


"I(ab) 


P 
tp 


» 


I(ac) 
I(b^ 


I(cb) 


n(aa) 


n(ab) 


n(bb) 


n(bc) 
n(cby 


rp= 


PH 

-^ 
rp=f 

tp=f 
-p^ 

-p^ 


in(aa) 


(3)  =  IM» 


m(ab) 


in(b) 

(3)  =  I* 


ni(ba) 
in(bb) 


t,»^ 


P)  = 

•l    


91  ^V 


Der  Zah 

Grad 

K 


5. 


D« 

«(i>J 

dx 

'«a 

d. 

X        (1) 

n(cb) 

(1) 

^'ff^'p^Pum 

-3*»*X.)PIi^) 

-3'«»X.)Pi(b) 

X        (1) 

n(cb) 

(1) 

'»X.)l'n(i,) 

-S'tw'Plc.jPlKb) 

X 

n(cb) 

(1) 

«'*PU)Pui^) 

-3''»*l'J(.)l>li(b) 

-3*'»'Pl(.)Pli(») 

n(cb) 

(1) 

*^'P\(.)Pm) 

-3'»»'1'I(.)PId») 

-3*»»X.)^i(») 

»       nee 

A 
>)       n(c 

(1) 

2*.3'«»X.)i'n(.) 

-2*-3'«*X.)^n(b) 

-2'.3»m»pJ^.^pJ,^^ 

>)      n(c 

.Q, 
>)      n(o 

(1) 

^'w'PlwPJm) 

-2^-3*«*Pj(.)l'Ii(b) 

-2'.3»mV^.jPj^,, 

k)      n(< 

■  A 

> 

(1) 

2*»»X.)Pn(b) 

-2*.3««X.,pI,,j 

-2'.3'«.'pl(.)2>i(») 

1 

'a 

»)      n(. 

A 

(1) 

2'»»*PiV)i'n(b) 

-2*.3'mX.)i'lKb) 

-2«.3»«.X.)l'Ii(b) 

?i 


IC 


9t 


n 


S« 


S». 


ii[(bb) 


9?,       .5». 

m(»i)     'n 


5». 


ni(b5) 


jfmod  4) 


J 


«(A.) 


D. 


n(DJ 


D. 


l(a)       II(a) 


.0'(P     )'(P       )' 
I(a)        II(a) 


(3)«(m.)'(p      Yip       y 
I(a)      II(a) 


(3)*K)'(P      )'(P       )* 
I(a)       II(a) 


(P      )'(P       )' 
I(a)        II(a) 


I(a)      II(a) 


(»•i)*(P      )*(P       )* 
I(a)       n(a) 


(3r(p  )'(p   )• 

I(a)      n(a) 


(3)"(p  y(p  ) 

I(a)      II(a) 


(3)"(P      )*(P      ) 
I(a)       n(a) 


(2)'(3)'(mJ»(p     y(p      y 

I(a)      II(a) 


KAP  y(p  y 

I(a)      II(a) 


»J'Ü'     )'(P      )' 
I(a)      n(a) 


(2)W(mJ»(p     Yip      y 

I(a)      II(a) 


(3)*(i)  y(p    y 

I(a)      II(a) 


(3r(p      )«(p      )« 
I(a)       n(a) 


(2)'(«.)*(p,  y(p  ^y 

I(a)       n(a) 


(3r(p  )•(?)• 

I(a)       JKa.) 


(3)'(P      )*(P      y 
I(a)      II(a) 


(3)'(P^   )'(P      )* 
I(a)      n(a) 


(3)"(P     )*(P      ) 
I(»)       n(a) 


(3)'(P„    )'(P       ) 
I(a)       II(a) 


(3)'(P^,  )'(P„,   )' 
I(a)       II(a) 


(3)>  y(p   ; 

I{»)       n(a) 


Bemerkte  Druckfehler. 

Seite  in  Zeile  4,20  v.o.  statt  e  lies  e. 

„  11      „     15  V.  0.  statt  D  =  27c«  lies  D  =  —27c«. 

„  13      „     11  v.o.     „     Kit,»)  lies  K(t,a,y 

„  18      „      4  V.  u.     „      K{a)  Ues  JSTCo,). 

„  24      «     16  V.  0.     „     "  =  tf  lies  P  =  tt, 

„  29      n    18  ▼.  0.     „     des  Körpers  lies  im  Körper. 

„  31      »16  V.  0.     „     w^,  lies  «, «". 

„  82      „      4  y.  a.     „     a's  und  die  b's  lies  a's  und  die  6'8. 


ff 


ff 
ff 
ff 
ff 


ff 


ff 
ff 
ff 
ff 
ff 
ff 
ff 
ff 
ff 
ff 
ff 
ff 


58      „      5  V.  0.      „     tf*  =  j?*fi  lies  tf*  =  /jy 
88      „     18  V.  0.      „     K(i)  Ues  JSCCf). 


„      42  „  2  V.  u.  „  d*  lies  d**. 

„      44  „  8  y.  0.  „  Relationsdiscriminante  lies  Relatiydiscriminante. 

„      49  „  7  y.  u.  „  c  lies  e. 

„       56  „  12  y.  u.  „  A  =  (17)*  (19)  Ues  D»  =  (17)»  (19)«. 

58  „  18  V.  u.  „  a  lies  a^. 

69  „  4  y.  0.  „  falls  lies  falls  a  4=  0. 

69  „  6  y.  0.  „  ist  lies  sind. 

69  „  4  y.  u.  „  f**  lies  ±  fi*. 

„      78  „  13  v.o.  „  <p  =  (— 1  — Sr,— -fr)  lies  <»)  =  (— 1— 8P,— -fr)«. 

„       84  „  6v.  0.  „  (7-6f«)  lies  (-7-6?). 

„       99  „  17  V.  u.  „  81  lies  27. 

104  „  1  v.  u.  „  „Bericht«  p.  274  lies  „Bericht«  p.  277. 

107  ,  16  v.  0.  ,  ~  lies  ^' 


^  fy 


1 10  „      4  y.  0.  „  genau  lies  gleichzeitig  genau. 

111  0      3  y.  n.  „  genau  nach  lies  nach. 
111  „      1  v.  u.  „  Ä*«  lies  ««a, 

114  „      8  V.  0.  „  stets  lies  gleichzeitig. 

116  „      8  v.  0.  „  IT,  lies  r,. 

123  „     19  v.  0.  „  Ä— 6  =  0  lies  «»—6  =  0. 

123  „  ll,12y.u.  „  13  lies  31.  _ 

123  „      6  v.  u.  „  Y^  Ues  ^96. 

126  „6  v.  u.  „  {A—UAy  Ues  (A—Ui^Ay. 

128  „      7  v.  u.  „  Zi,^  Ues  JET^,,,  bez.  Zj,^ 

131  »14  v.u.  »  und  Ues  und  stets,  resp. 

132  »      1  y.  u.  »  d  ==  —2«. 8«. 7  Ues  d  =  -2«.3».7«. 

134  »      5  y.  0.  „  ^Wi  lies  ^ — m^, 

135  „      4v.  0.  „  «r  =  (^:^,  tij^  Ues  «r  =  (^:— ^fit^. 


n 

Seite  189   Zeüe  4  v.  o.  stott  «"",  Ues  «""  =  1, 

*"  ,.      »" 

-F^~    *^ 
di  lies  df' 

rs  lies  tr. 
d  lies  d]. 
£•  lies  f. 
Relativdiscriminante  D»„  D^,   resp.  lies  Relativdis- 

criminanten  D*,,  D^  und. 
„    158      „      7  V.  0.     „     der  Tabelle  XI,  resp.  XII,  resp.  XIII  lies   den  Ta- 

bellen  XI,  resp.  XII,  resp.  XIII  und  XV. 
„160      „     11  ▼.  u.     „     p  lies  pi. 
„     175      „      8  V.  0.     „     wie  lies  weil. 

„     175      „      8v.  0.     „     II(a),  Ues  ll(a),  resp.  II(&),   •        _ 
„     175       „     16  V.  o.      „      p  =  (to,  S^—cc)  Ues  p  =  (tu,  yjAJ  +  a). 
„     177      „     15  v.u.     „     M  =  — 3  liesJlf  =  -  8w. 

180      „     17  V.  o.     „     -M  *    Hes  M  •  . 


ff 

146 

ff 

8  V.  0. 

ff 

n 

147 

ff 

6  V.  0. 

ff 

n 

147 

ff 

4  v.u. 

ff 

n 

148 

ff 

8  V.  u. 

ff 

n 

148 

ff 

3  v.u. 

ff 

n 

156 

ff 

5  V.  u. 

ff 

» 


ff 
ff 


ff 
ff 
ff 
ff 


ff 


„     186      „     15  v.u.     „     Il(a)  lies  II(&). 
„     189      „      5  v.u.     „     11(6)  lies  11(6)* 


-     195  •  11  V.  u.  „  können  wir  lies  hier  nun. 

„206  „  15  V.  0.  „  a-  =  ^m  lies  «•  =  yf*. 

„    225  „  15  V.  o.  „  ausfallen  lies  prim  ausfallen. 

234  „  5  V.  u.  „  mod.  9  lies  mod.  3. 

29— v/93            29— 3\/93 
237       „      2  V.  0.     „      ^1—  lies  ^ — 


239      „      5  v.o.      „     (—1  —  y  129)»  lies  (—1  —  ^/129)». 
258      „      8  V.  u.      „      4-  c'd'«W|  lies  — c'd'^w,. 
266      -      8  V.  u.     „     I  oder  rl  lies  l*  oder  r{\ 


ff     ^^^      ff 

„    266      „      6  V.  u.     „     l"  oder  rl»  lies  I  oder  rl. 

„     266      „       1  V.  u.     „      =  mindestens  nach  9  lies  =  0  mindestens  nach  3. 


268  „      9  v.u.  „  4- 6' -6"  lies  =  6'— 6".  

274  „     14  V.  u.  „  ftf  =  Ol  +  6i  Ues  ^f  =  a,  +  6»  \/—m,. 

274  „    6, 7  V.  u.  „  (3)»  lies  (3). 

275  „     11  V.  0.  „  müssen  lies  besitzen  müssen. 

/lll  +  13y/78\ 

„    286  „      4  V.  0.  „  gl—  bes ^ — 

„    298  „      8  V.  0.  „  ^+29  Ues  y/— 29. 

„    298  „      7  V.  0.  „  \J29  Ues  y^29. 

„294  „17  V.  0.  „  (ftf)  Ues  (f**). 

„296  „      1  V.  u.  „  f*l  Ues  f**. 

„    801  „     18  V.  u.  „  (mod.  q)"  Ues  (mod  q«). 


815      „      8  V.  0.     „     (— 7— 12£»,  109,  ^—109)  Ues  (— 7— 12^,  109,  V^— 109)«. 

3   ,.  .3 


Q  Q 

816      „      7  V.  0.     „     t— -ST  Hes  —  f-sr- 


ff 
ff 
n 


in 

Seite  816  Zeile    8  y.  o.  statt  Der  lies  Der  FaU. 

„    317      „      8  V.  u.     „     («$,  ^  lies  (<p,  ^, 

819      „     16  V.  0.     „     Ä(\/w,  t,  -^)  ües  JKit^,  J). 

819      „     10  y.  n.     „     in  lies  Satz  in. 

826      „       8  y.  0.     „     «|  =  ^15  lies  a,  =  1. 

„     825      ^      4  y.  0.     „     )),  =  (D^,  ^-V^15)(Pj,  f^-\/l6)(»)„  £*«— \^) 

lies  »)i  =  (Po  ^  "  1)  (Pi,  £^  -  1)  (Pi»  J*^  -  !)• 
„     826      „      7  y.  0.     „      «1  =  ^  lies  «i  =  1. 

„    825      „      8  y.  0.      „      Pi  =  (»J»,  ^- V^)  (D„  t4^-  V^^^)  (P»  r^^-V^) 

lies  t)i  =  rt)i,«'-i)(*>i»£:^-i)(»'i'£'^-i)- 

„     827  „  10  y.  0.  „  m  =  1  (mod  3)  lies  w  =  —  1  (mod  8). 

328  „  16  y.  0.  „  a  =  1  lies  a  =  —  1. 

829  „  12  y.  0.  „  /ü  lies  fi*. 

330  „  10  V.  0.  „  y*  =  1  lies  y*  —  2. 

880  „  12  y.  u.  „  «  =  1  +  ^/201  Ues  a  =  _  l  — ^201. 

880  „  10  y.  u.  „  +  \^i  lies  —  ^'201. 

881  „  4  y.  0.  „  a  =  2  lies  a  =  0. 

882  „  17  y.  0.  „  d^  =  1  lies  *i  =  —7. 
„     339  „  3y.  0.  „  —  1  — 9f  lies  —  1- 9J*. 

,     340       „     lOy.u.      „      ^g    1+^V^j   (^>^""2       ) 

-  (.ÜJ2!)(., -V^)' 

,     340      ,      4T.U.      ,      ^2,_L^-j(^2, JL_j 


ff 
ff 
ff 
ff 

ff 
ff 
ff 


841  „    8, 9y.  0.  „  — Smj  lies  — Wj. 

347  „     10  y.  u.  „  a  =  1  Hes  a  =  1  +  \^. 

347  „      9y.u.  „  |)  =  ft),  ^i- 1)(P,  f^i-l)(p,  ?«•!      1)  lies  »)  = 

(p,dx-l-V2)(p,f^,-l-^)Ö),{:««'i-l~v/2)- 

847  „       2  y.  u.  „  a  =  —  1  lies  a  =  1  +  ^82. 

847  „      1  V.  u.  „  p  =  (p,  -fr,  +  1)  (p,  ffri  +  l)(p^Pfr,  +  1)  ües  p  = 

(p,  ^,_l-y^)  (p,  ^^,-1-^(82)  (p,  ?fr,-  l-.i/82). 

849  „  2— 7y.u.  „  fr^  lies  fr** 

350  „  1—3 v.o.  „  fr*  lies  fr**. 

350  „       4  y.  u.  „  S  lies  rß. 

„353  „    11  y.  u.  „  ITi.,,.  lies  K^,^  resp.  Ä,,,,  Z»,,,,,  ITi,^^. 

„     353  „     10  y.  u.  „  körper  lies  körper  Z(Ö,  resp. 

854  „      4  y.  u.  „  a  lies  a^. 

361  „     16  y.  0.  „  to  lies  SB. 

„    367  „      7  y.  0,  „  r  lies  t. 

369  „      5  y.  0.  „  (p,  y/w)  lies  (jp,  ^). 


ff 
ff 

ff 
ff 

ff 


ff 
ff 


ff 

ff 
ff 


V^       V-3   „.,   -8      -3 


869      „      6  y.  0.     „     -5^ ,  -i lies 

"p  2 

871       „     17  y.  u.      „     t;  lies  F. 


IV 

Seite  874  Zefle    9  y.  o.  statt  v  lies  F. 

t^,  resp.  lies  t%  bez. 
A — traA  lies  Ä  —  trs^A. 

<  2  lies  ^  2. 

u  gleich  lies  u^. 

^i  lies  <&. 

I(b)  Ues  I(cb). 

gleich  2  lies  mindestens  gleich  2. 

I  lies  l, 

resp.  mindestens  lies  resp. 

(2)«  ües  (2).  

^(yCTSTi,  t,  ^)  lies  JBTCy  -  tw„  fc  ^i). 

£  lies  s. 

289  lies  239*. 

289  lies  239*. 

26»  Ues  26«. 

-  2'  ües  +  2«. 

2r(^  — Wi,  £,  -O-i)  in  den  Unterkörpern 

lies  Ä-(^^:^,  t,  dl). 

sechsten  Grades  K(^  —  mu  &  ^i)  in  Hes  in. 

trg^  lies  tr«*. 

<r«»  lies  trs*. 

genügen  lies  liegen,  genügen. 

m  =  8»i,  lies  m  =  3wi. 

a,  =s  ^  -|.  tffr  lies  «1  =  -d  4"  i^* 

410  „      6  v.u.     „       (31)  =  (31, 8  +  ^)' (31,14  +  ^) 

Ues  (81)  =  (31,  3  +  ^)  (31,  U  +  ^)*. 

411     „    er.u.    „     (i,)  =  (i,..::l+^)(n.^±i^J 

Uea(ll)  =  (u.-,ti^)'(n..I^). 

411  ,      8  y.  u.     „     (23)  =  (23,  -8  +  ^j*(28,  -10  +  ^) 

Ues  (28)  -  (28,  -8  +  ^)  (23,  - 10  +  ^j*. 

418      n      6  y.  0.     „     «,  =  (i,  + 171,  lies  «,=♦,+  r*,. 
414      „    12  y.  o.     ,     (5)  =  (5, 1  +  «.)•  (6,  2  +  «,) 

lies  (5)  =  (6, 1  +  «,)  (6,  2  +  «,)'. 


» 

876 

ff 

16  V.  0. 

ff 

» 

878 

ff 

6  v.u. 

ff 

n 

881 

ff 

21  V.  0. 

ff 

n 

381 

ff 

16  V.  u. 

ff 

n 

882 

ff 

18  V.  0. 

ff 

n 

384 

« 

16  V.  u. 

ff 

n 

385 

ff 

18  V.  u. 

ff 

n 

886 

ff 

11  V.  0. 

ff 

n 

387 

ff 

1  T.  u. 

9 

n 

888 

ff 

16  V.  0. 

ff 

n 

393 

ff 

16  V.IL 

ff 

n 

396- 

-899 

ff 

n 

397  ZeUe 

13  V.  u. 

ff 

n 

897 

9 

12  V.  u. 

ff 

n 

398 

ff 

1    Y.  0. 

ff 

n 

398 

ff 

16  V.  0. 

ff 

1» 

402 

ff 

7  V.  0. 

ff 

n 

402 

ff 

8  v.o. 

ff 

n 

402 

ff 

8  v.u. 

ff 

n 

408 

ff 

6  V.  u. 

ff 

n 

405 

ff 

2  v.u. 

ff 

n 

406 

ff 

6  V.  u. 

ff 

n 

409 

ff 

16  V.  u. 

ff 

ff 
ff 


416      „      4  V.  o. 


„„  („  .  (a.i±i5+üL)(a,Jln?f-til) 


„419      „      7  V.  0.     „     mindestens  lies  stets. 
0    423      „     17  V.  0.     „     c(cb)  lies  I(cb) 


428      „    20  V.  0.     „     II(cc)  lies  II  (cb). 
„424      „      9  V.  0.      „    ^li  lies  91. 
„    427—480  n     £  lies  « 


ff 

ff 


\ 

\ 


Seite  429  Zefle  U  v.  n.  staU  d  »  —  3*.  5*.  11  lies  d  =  8^  5*.  11. 
„430      „      4  V.  0.     „      3«  lies  8«. 


» 


n 


432      „      7  y.  n.     ,  (1)  lies  (1)  constrniren. 

435-440  „  £  lies  e. 

436  Zeile  1 1  v.  o.     „  D*i  lies  D„.  _ 

438  „     18  V.  u.      „  (fi*)  =  (18,  6—  ^—237)"  13,  6—  ^/^^23)» 

lies  ö**)  =  (13,  6  -  ^^=^"237)». 

439  a       4  V.  n.      „  —  mi  =  —  282  lies  —  w,  =  —262. 
441       „     16  V.  u.     „  iT*  +  3  (1  +  m)  a?«  +  3*  (1  —  m)«  =  0 

lies  a:«-}-  6(1  +  w)««  +  3«(l  —  w)"  =  0. 

„    443       „      6  V.  u.      „  GamOm  lies  6  am. 

„446      „       1  V.  0.      „  jj;  =  3  ma?  ^— 3m  lies  (J»  =  -  3  m«f  ^— 3m. 

„    446      „     13  V.  u.      „  «*,  lies  «",  r, 

„    447      „     11  v.u.      „  +2.3mda;*  lies  — 2.3m*ic*. 

„448      „       1  V.  u.      „  K{^^^ml  )lies  Jr(^3m7). 

„     450      „  15 — 17 v.o.  „  t  lies  tr. 

„    450      „     19  V.  u.     „  können  wir  lies  können  wir  definiren. 


n 
n 


n 


454      „       9  V.  0.      „      JK'(V— m)  lies  2r(^m). 


455      „       3  V.  0.     „      JTCy/  — 3m,)  lies  j:(y/3mi). 
461       „     12  V.  0.      „      «*e,  lies  «"«,. 

„     465       „      2  v.u.      „      \2, L j    Ues(^2,-lJ^ j. 

„     466      „     1 1  V.  0.     „     =  genau  lies  =  1  genau. 

.    470      ,     .4  v.u.      „      (i  +  i±I|d^+l  +  7^«L.i±I?!^±i!!i?) 

licflfl   I   '^^«1  +  *«?   I    l  +  7gtt,  +  ga«     l+7a,-h«i\ 
\  y  V  \9         / 

„    471      „     13  V.  0.      „     Z'(y/1^  lies  E{\ßm^). 

„     472       „16,17v.o.      „      Jr(^^==mö  lies  Z'(^3mi). 

„     472      „17,16v.u.     „      ^(y'^ilSI)  Ues  Z(^ Sm,). 


474      „     13  V.  0.      „     a,  lies  a^ 


9  +  ^^:23  ^.^^  9-\/— 23 

2  "*" 

477      „      2  V.  0.     „      13  Ues  19. 


476      „      4  V.  u.     „      _ZJ[ Ues 

2 


/9+\/— 23\,.      /9-\/— 23\ 
„     478       „       l  V.  0.      „      (— — y j  ^^®8  ( Y ^j* 

„     479      „  4  V.o.     „  (19)  lies  (19),  (87). 

„    481      „  1  V.  0.     „  kleine  lies  stets. 

Tabelle       IX  Colonne    D^  Zeile    1  v.  a.  statt  91  lies  9^^. 

X  „       n(D,)  „        1  V.  0.      „     (3)«  lies  (3). 

„        XIX  „          ftf  „        iv.  0.      „     — m,  =  — 1  lies  — m,  =  1. 

„        XIX  „          D,  „       3  V.  u.     „     (jpi(m))«  Ues  (pi(.))«. 

„XX  „       2v.u.     „     m(aa)  lies  III  (ba). 

„XX  „       Iv.  u.     „     m(ab)  Ues  ni(bb). 

„         XXI  „     10  V.  u.     „      ^  Ues  dl. 

Vi 

n        XXI  „       3  V.  u.     „     <«  Ues  r«*. 


VI 

TabeUe      XXII  sUtt  II  (cb)  |  /*  »  2  |  (2)  ^  0 

lies  II(cb)|f  =  2|(2)  =  0. 
„  XXV  Colonne   Zj,  ^  Zeile  IS  t.  o.     „     te?  lies  te*^. 

„  XXV        „         Kl,r     n     Uv.  0.     „     te»$  lies  «fi*. 

„  XXX        „  d        „     die  grossen  Elammeni  sind  dnrchzustreicheii. 

„       XXXII        y,  pk*       „       6  V.  0.  statt  l«fl»,  resp.  (»  lies  l'rl». 

„      XXXIU        „       n(2£:^)    „        3y.u.      „     (lJi(.))Mies  (!«(»))*. 
-       XXXIV        „  I>»      »       6  V.  0.     „     III  (ba)  ües  III  (bb). 


.._J 


